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Fisica Teédrica 2
Primer cuatrimestre de 2019

Guia 2: Formalismo

I. Espacios de dimensién finita

Suponga que {|1),2),]3)} v {|a),|8),|7)} son dos bases ortonormales de un espacio de Hilbert de

dimensién 3.

(a) Considere |u) = % y|v) = Z‘o‘zﬁﬁ) . Cuénto vale (u|v)? ;Son ortogonales?

(b) Los vectores de la base {|c) , |8), |7)} se relacionan con los de la base {|1),]2),|3)} de la siguiente
forma: |u) = Z?:l ay; |1), con u = a, B,7. {Qué condiciones deben satisfacer los coeficientes a,;?
i Cuanto valen (2|8) y («|3)?

(c¢) Escriba |u) y |v) en la base {|1},]2),]3)} v calcule nuevamente (u|v).

Dado un vector |a) de un espacio de Hilbert de dimensién D, definimos el operador P, = |a)a|.

(a) Mostrar que P, es una proyeccion ortogonal, es decir que satisface: (i) P? = P,, (ii) Pl = P,.
(b) Sea {|1),...,|D)} una base ortonormal. Escribir la representacién matricial de P, en esta base.

(c) Repita el {tem anterior para el caso particular en que |a) coincide con un elemento de la base,
por ejemplo |a) = |1).
(d) Sea un estado ) = ¢4 |@) + cg|B), con |B) un vector ortogonal a |a). Calcule la proyeccién de

|t) sobre |a): Py |1).

E Considere dos estados |a) y | 5) de un espacio de Hilbert de dimension D. Suponga que (a1 |a) , (az|a) , ...,
(apla) y {a1]8), (az2|B),. .., {(ap|B) son todos conocidos, donde {|a;), |az),...,|ap)} forman una base
ortonormal.

(a) Encuentre la representacién matricial del operador |a)(5| en esta base.

(b) Especialice la representacién matricial del item anterior para el caso en que |a) y |3) son dos
elementos de la base, i.e. |a) = |ay), |8) = |am)-

(c¢) Considere ahora un sistema de espin 1/2 y sean |«a) y |5) iguales a |s, = +h/2) y |s, = +h/2)
respectivamente. Escriba explicitamente la matriz cuadrada que corresponde a |a){| en la base
usual (S, diagonal).

Sean X, Y, Z tres operadores. Usando el dlgebra de bras y kets, verifique las siguientes afirmaciones
(a) tr(X +Y) =tr(X) + tr(Y).

(b) tr(XY) = tr(Y X).

(¢) La traza de un operador no depende de la base en la que se calcula.
(d) (XY)T =YTXT,

Sea A un operador Hermitico cuya descomposicion espectral, A =" a; |i)(i], es conocida y sea g una
funcién tal que admite un desarrollo en series de potencias. Muestre entonces que g(A) = >, g(a;) |i)(i].

Suponga que |i) y |j) son autovectores de algin operador Hermitico A. jBajo qué condiciones se puede
concluir que |i) + |j) también es autovector de A? Justifique.

Sean Ay B dos operadores Hermiticos tales que admiten una base completa ortonormal de autovectores
simultdneos de A y B, {]a;,b;)}. iSe puede siempre concluir que [A, B] = 0?7 Si su respuesta es s,
pruébela. Si es no, dé un contraejemplo.
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Dos operadores Hermiticos anticonmutan, es decir que {4, B} = AB + BA = 0. ;Es posible tener un
autoestado comin de A y B? Pruebe o ilustre su conclusion.

Dos operadores Hermiticos A; y Az, no conmutan ([4;1, As] # 0), pero se sabe que ambos conmutan
con un tercer operador Hermitico B, i.e. [A;, B] = [Ag, B] = 0. Muestre entonces que el espectro de
B debe estar degenerado. Como un ejemplo, puede pensar en el problema de fuerzas centrales con
B—H=p?2m+V(r), Ay = L.y Ay — L.

Considere un espacio de estados generado por los autovectores {|a;)} de un cierto operador Hermitico
A. Asuma que no hay degeneracién.

(a) Pruebe que H(A — a;) es el operador nulo.
i
A— a
(b) Para un j fijo, ;cudl es el significado del operador H (7%) ?
i (@ — )
(c) Tlustre los dos puntos anteriores para el caso particular de un sistema de spin 1/2 con A = S,.

Considere un espacio de Hilbert de dimensién 3 y sea {|1),|2),|3)} una base ortonormal. Para cada
uno de los siguientes operadores

() My = 2[1)(1] + [2)(2] + 26 [2)(3] — 22 [3)(2] + 4 [3)(3],

010
(ii) Mgzﬁ 1 0 1],enlabase{|1),[2),]3)},

0 1 0
(il) Ms[1) = [1) = 2i[3), Ms[2) = [2), M3 |3) = 2i[1) + |3);
obtenga

(a) la descomposicién del operador como combinacién lineal de operadores {|i)(j|}; ;1 o 3-
(

b) la representacién matricial del operador en la base {|1),|2),[3)}.

)
)
(c) la accién del operador sobre cada elemento de la base {|1),2),|3)}.
(d) la descomposicién espectral del operador.

)

(e) determine si el operador es Hermitico.

Considere un espacio de Hilbert de dimensién 3 y sea {|1),]2),|3)} una base ortonormal. En esta base
los operadores A y B estan representados por

a 0 0 b 0 0
A=10 —a 0 B=10 0 —b
0 0 —a 0 e 0

donde a y b son reales.

(a) En esta base en sencillo notar que A tiene un espectro degenerado. ; También lo tiene B?
(b) Muestre que A y B conmutan.

(c) Encuentre un nuevo conjunto de estados ortonormales que sean autoestados simultdneos de A y
B. Especifique los autovalores de A y B para cada uno de los tres autoestados. ;La especificacion
de los autovalores caracteriza completamente a cada autoestado?

Sea U un operador unitario, es decir tal que UUT = UTU = 1.

(a) Mostrar que los autovalores de U tienen mdédulo 1.

(b) Mostrar que U siempre se puede escribir como U = ¢*™ donde M es un operador Hermitico.
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Construya la matriz de cambio de base que conecta la base donde S, es diagonal con la base en que
Sy es diagonal. Muestre que su resultado es consistente con la relacién general

v=%" ‘ b<r>><a(r> :

donde |a(r)> y |b(’")> son los autovectores de la base original y nueva, respectivamente.

Suponga que f(A) es una funcién de un operador Hermitico A tal que A |a) = a|a). Evalie (V'|f(A)|b)
suponiendo que se conoce la matriz de transformacion entre la base {|a)} y la base {|b)}.

Sean A, B, C'y D operadores. Pruebe las siguientes identidades

(a) [A,B] = —[B, 4]

(b) [A, B] = {A, B} — 2BA

(c) [A,B+C]=[A,B]+[A,C]
(d) [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]
(e) [AB,C] = A[B,C] +[A,C]|B

(f) [AB,CD] = A[B,C]D + [A,C]|BD + CA[B, D] + C[A, D|B
(8) [A,[B,C]l+[B,[C, Al + [C,[A, B]] =0

Sean A y B dos operadores tales que A conmuta con [A, B]. Demostrar que
[A™ B] = mA™ 1[A, B].
Use esta propiedad para demostrar que

_ df(4)

7). B) = LA, B,

donde f es una funcién que admite un desarrollo en serie de potencias de su argumento.

P18 | Dados dos operadores A y B, definimos la familia de operadores B(s), parametrizados por un pardmetro
real s € R, de la siguiente forma
B(s) = e* Be™%4.
Demostrar:
dB(s
(a) 45 — (4, B(s)]

(b) CEE) — (4,4, B(s))]
(c) LEE) — (4[4, [A, B(s)]]

Utilice esto para expandir B(1) en una serie de Taylor alrededor de s = 0 y demostrar que

B = B+ [4, B + 4[4, B + 5[4, 14,4, B]] +

Finalmente, para el caso particular en que [A4, B] = ¢B, con ¢ € C, muestre que el resultado anterior
implica que
eBe 4 = ¢ B.

P19| Sean A y B dos operadores que conmutan con [A, B]. Demostrar que

1
eAeB — (A+B+3[A,B]

Ayuda:
(a) Mostrar que [e"4, B] = ne"[A, B].
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(b) Definimos g(n) = e"e"Pe~1(A+E) | Demostrar que la derivada es: j—g =14, Bg.

(c) Integrar la ecuacién anterior.

(a) Considere un operador tal que A2 = I (dé un ejemplo concreto de un operador de este tipo).
Demuestre que para todo niimero complejo a y cualquier funciéon f que pueda ser expresada en
serie de potencias de su argumento vale que

flad) = S(f(@) + f(~a)l + 3 (/@) — f(~a))A

En particular muestre que: e~**4 = cos(a)I — i sin(a)A.

(b) Considere un operador B tal que B® = B (;podria dar un ejemplo?). Demuestre que para todo
numero complejo « y cualquier funcién f que pueda ser expresada en serie de potencias de su
argumento vale que

FlaB) = 101+ (3@ + f(-a)) = F0)) B>+ 5 (f(@) ~ f(-e) B

En particular muestre que: e =B =T + (cos(a) — 1) B? — isin(a)B.

I1. Espacios de dimension infinita

P21| (a) Sean Ay B dos operadores. Utilizando la linealidad y la ciclicidad de la traza, calcule tr ([A, B]).

(b) Utilizando la relacién de conmutacién canénica [z,p] = ihl, calcule tr ([, p]). Compare con lo
obtenido en el {tem anterior. ;Son consistentes ambos resultados? ;Cudl es el problema?

(¢) ;Pueden existir dos operadores A y B sobre un espacio de dimensién finita tales que [A, B] = ¢hl?
Por qué?
P22| (a) Sean x y p, la coordenada y el momento lineal en una dimensién. Evalde el corchete de Poisson
cléasico
{z, F(p2)}clasico -

(b) Sean ahora z y p, los correspondientes operadores cudnticos. Evalte el conmutador

y compare con (a) cuando F(p,) = exp(ip.a/h).
(¢) Usando el resultado de (b), pruebe que

exp(lp;a> |d), con z|d) =d|d),d € R,

es un autoestado del operador x. ;Cudl es el correspondiente autovalor?

(a) Verifique que las igualdades

2, G(p)] = in 28 oF

G P = —ing

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutaciéon fundamentales, para cualquier par de
funciones F' y G que puedan ser expresadas en serie de potencias de su argumento.

(b) Evalte [wg, pg]. Compare su resultado con el corchete de Poisson clasico {a:Q, p2} clasico-

El operador de traslacién para un desplazamiento espacial finito I estd dado por

T(1) = exp (‘“g'l>

donde p es el operador impulso lineal.
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(a) Evalte [z;, T(1)].
(b) Muestre que 7 es unitario y que 7~ 1(1) = T(-1).

(c¢) Usando lo anterior, encuentre cémo cambia el valor de expectacién (z) frente a traslaciones.
Pruebe lo siguiente

L 0
(@'lpla) = =iz (2'|a)

(Blpla) = [ dw v i) vala)

donde ¥, (z') = (z'|a) ¥ ¥s(z’) = (2’| 5) son las respectivas funciones de onda. (Ayuda: considere una
traslacién infinitesimal y calcule (2’| T (dz) |a)).

Evalte la expresién anterior para el caso en que |a) = |z), para encontrar el elemento de matriz del
operador p en la base de posicién, (2'|p|z). ;Cémo se interpreta la funcién 6’(z)?

(a) {Cuél es el significado fisico de exp(izpg/h), donde x es el operador posicién y po es algiin niimero
con dimensiones de momento? Justifique su respuesta.

(b) Pruebe lo siguiente

0 Jala) = ity (o)
0
(Blola) = [ 50 vale)

donde ¥, (p') = (p'|a) y ¥p(p’) = (p'|B) son las funciones de onda en el espacio de momentos.
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