
Operadores vectoriales

Las tres magnitudes {v1, v2, v3} son las componentes de un vector ~v si ante una

rotación Rij se transforman como v′i = Rij vj.

Un ket |α〉 ∈ H ante una rotación se transforma en el ket |α′〉 = U(R) |α〉.

Decimos que ~V = {V1,V2,V3} es un operador vectorial si 〈Vi〉′ = Rij 〈Vj〉.

〈Vi〉′ = 〈α′|Vi|α′〉 = Rij 〈α|Vj|α〉

〈α|U†(R) Vi U(R) |α〉 = Rij 〈α|Vj|α〉

U†(R) Vi U(R) = Rij Vj

1 / 10



Operadores vectoriales: transformado de un operador

Sea |α′〉 = U(R) |α〉. Se define A′, el operador transformado de A, como :

〈α′|A′|α′〉 = 〈α|A |α〉

〈α|U†(R) A′U(R)|α〉 = 〈α|A |α〉

U†(R) A′U(R) = A

A′ = U(R) A U†(R)

Definición de operador vectorial en términos de operadores transformados:

U†(R) Vi U(R) = Rij Vj

U†(R -1) Vi U(R -1) = (R -1)ij Vj

U(R) Vi U†(R) = Rji Vj

V′i = U(R) Vi U†(R) = Vj Rji
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Operadores tensoriales

Generalizamos la definición de operador vectorial U(R) Vi U†(R) = Vj Rji a operadores

tensoriales de rango arbitrario j .

Los 2j+1 operadores T j
m (m = -j, j) son las componentes de un operador tensorial de

rango j si ante rotaciones se transforman entre sı́ según la representación irreducible

de dimensión 2j+1 del grupo de las rotaciones:

U(R) T j
m U†(R) =

∑
m′

T j
m′ D j

m′m(R)

Esta definición es equivalente a:


[ Jz, T

j
m ] = ~ m T j

m

[ J+, T
j

m ] = ~
√

j(j+1)−m(m+1) T j
m+1

[ J–, T
j

m ] = ~
√

j(j+1)−m(m -1) T j
m -1
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Operadores tensoriales: rotación infinitesimal D j
m′m(ε) = 〈 jm′|U(ε) | jm 〉

U(ε) T j
m U†(ε) =

∑
m′

T j
m′ D j

m′m(ε)

(1− i
~ ε·J) T j

m (1+ i
~ ε·J) =

∑
m′

T j
m′ 〈 jm′| (1− i

~ ε·J) | jm 〉

T j
m − i

~ ε·J T j
m + i

~ T j
m ε·J =

∑
m′

T j
m′ δmm′ − i

~ T j
m′ 〈 jm′| ε·J | jm 〉

− i
~ ε · [ J, T j

m ] =− i
~ ε ·

∑
m′

T j
m′ 〈 jm′| J | jm 〉

[ J, T j
m ] =

∑
m′

T j
m′ 〈 jm′| J | jm 〉



[ Jz, T
j

m ] =
∑
m′

T j
m′ ~m 〈 jm′| j m 〉 = ~m T j

m

[ J+, T
j

m ] =
∑
m′

T j
m′ ~

√
j(j+1)−m(m+1) 〈 jm′| j m+1〉 = ~

√
j(j+1)−m(m+1) T j

m+1

[ J–, T
j

m ] =
∑
m′

T j
m′ ~

√
j(j+1)−m(m -1) 〈 jm′| j m -1〉 = ~

√
j(j+1)−m(m -1) T j

m -1
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Teorema de Wigner-Eckart

〈α j m | T j1
m1
|α′j′m′〉 = 〈 j m| j1 j′m1 m′〉 〈α j ‖ T j1 ‖α′j′〉

1
~ 〈α j m |

[
J , T j1

m1

]
|α′j′m′〉 = 1

~ 〈α j m | J– T j1
m1
|α′j′m′〉 − 1

~ 〈α j m | T j1
m1

J– |α′j′m′〉

√
j1(j1+1)−m1(m1-1) 〈 j m | T j1

m1-1 | j
′m′〉 =√

j ( j +1)−m(m+1) 〈 j m+1| T j1
m1
| j′m′〉 −

√
j′(j′+1)−m′(m′-1) 〈 j m | T j1

m1
| j′m′-1〉

Idéntico a la relación de recurrencia de los coeficientes de CG con j2m2 → j′m′ :

√
j1(j1+1)−m1(m1-1) 〈 j m | j1 j2,m1-1 m2〉 =√
j ( j +1)−m(m+1) 〈 j m+1| j1 j2,m1m2〉 −

√
j2(j2+1)−m2(m2-1) 〈 jm | j1 j2,m1 m2-1〉

√
j1(j1+1)−m1(m1-1) 〈 j m | j1 j2,m1-1 m2〉 =√
j ( j +1)−m(m+1) 〈 j m+1| j1 j2,m1m2〉 −

√
j′(j′+1)−m′(m′-1) 〈 jm | j1 j′,m1 m′-1〉
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Descomposición en tensores irreducibles

T j
m =

∑
m1m2

X j1
m1

Y j2
m2
〈 j1 j2,m1 m2| jm〉

~-1[ J+, T j
m
]

=
∑
m1m2

~-1
{[

J+,X
j1
m1

]
Y j2

m2 + Xj1
m1

[
J+, Y

j2
m2

]}
〈j1 j2,m1 m2| jm〉 =

=
∑
m1m2

Xj1
m1+1 Y j2

m2

√
j1(j1+1)-m1(m1+1) 〈j1 j2,m1 m2| jm〉+

+
∑
m1m2

Xj1
m1

Y j2
m2+1

√
j2(j2+1)-m2(m2+1) 〈j1 j2,m1 m2| jm〉 =

=
∑
q1m2

Xj1
m1 Y j2

m2

{√
j1(j1+1)-m1(m1-1) 〈j1 j2,m1-1 m2| jm〉+

√
j2(j2+1)-m2(m2-1) 〈j1 j2,m1 m2-1| jm〉︸ ︷︷ ︸√

j(j+1)-m(m+1) 〈j1j2,m1m2| j m+1〉

}

=
√

j(j+1)-m(m+1)
∑
m1m2

X j1
m1 Y j2

m2 〈 j1j2,m1m2| j m+1〉

=
√

j(j+1)-m(m+1) T j
m+1
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La base cartesiana

î Para j = 1 tenemos la base {|1, 1〉, |1, 0〉, |1, -1〉}.

î Otra posibilidad es la base cartesiana {|x〉, |y〉, |z〉}, compuesta por kets invariantes

ante rotaciones en x̂, ŷ, ẑ, es decir los autoestados de Jx, Jy, Jz con autovalor 0.

î Claramente es |z〉 = |1, 0〉 pues U(̂z,φ) |1, 0〉 = |1, 0〉.

î Para obtener |x〉, |y〉 aplicamos rotaciones: |x〉 = U(ŷ,π2 ) |z〉 y |y〉 = U(̂z,π2 ) |x〉.

Usando: d1
(β) =

1
2


1+ cos β -

√
2 sin β 1− cos β

√
2 sin β 2 cos β -

√
2 sin β

1− cos β
√

2 sin β 1+ cos β

 −→ d1
(π

2 ) =
1
2


1 -
√

2 1
√

2 0 -
√

2

1
√

2 1



|x〉 = U(ŷ,π2 ) |1, 0〉 =
∑

m

|1,m〉 〈1,m |U(ŷ,π2 ) |1, 0〉 =
∑

m

|1,m〉 d1
m,0(π2 ) = –1√

2

(
|1, 1〉−|1,-1〉

)
|y〉 = U(̂z,π2 ) |x〉 = e- i

~
π
2 Jz –1√

2

(
|1, 1〉−|1,-1〉

)
= –1√

2

(
e-i π2 |1, 1〉−ei π2 |1,-1〉

)
= i√

2

(
|1, 1〉+|1,-1〉

)
|z〉 = |1, 0〉
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Singlete y triplete de 3⊗ 3 = 1⊕ 3⊕ 5 en la base cartesiana

Sea S un tensor de rango cero. Sean T,V,W operadores vectoriales (tensores rango 1)

Los denotamos tanto por sus componentes esféricas como cartesianas.

I componentes esféricas {T+1, T0, T-1}, que se transforman según D1
mm′ (α, β, γ)

I componentes cartesianas, {Tx, Ty, Tz}, que se transforman según Rij(α, β, γ)


T+1 = 1√

2
(Tx + iTy)

T-1 = –1√
2

(Tx − iTy)

T0 = Tz


Tx = –1√

2
(T+1 − T-1)

Ty = i√
2

(T+1 + T-1)

Tz = T0

Sea V1 ⊗W1. Usando CG escribimos el 1 y 3 (T0 y T1) de 3⊗ 3 = 1⊕ 3⊕ 5 :



T1
+1 = 1√

2
(V1W0 − V0 W1)

T1
-1 = 1√

2
(V0W-1 − V-1W0)

T1
0 = 1√

2
(V1W-1 − V-1W1)

T0
0 = 1√

3
(V1W-1 − V0W0 + V-1W1)

=⇒



Tx = VyWz − VzWy

Ty = VzWx − VxWz

Tz = VxWy − VyWx

T0
0 = VxWx + VyWy + VzWz
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Ejemplo de operadores tensoriales: momentos multipolares

Campo electromagnético de una distribución de carga ρ(r) y corriente J(r) :

E(r) = −∇Φ(r) B(r) =∇× A(r)

donde el potencial eléctrico y magnético, dado ρ(r) y J(r), son :

Φ(r) =

∫
ρ(r′)
| r− r′|

dr′ A(r) =
1
c

∫
J(r′)
| r− r′|

dr′

Desarrollo en armónicos esféricos de | r− r′|−1 :

1
| r− r′|

=
∞∑
`=0

∑̀
m=-`

4π
2`+1

r′`

r`+1
Y∗`m(θ′, φ′) Y`m(θ, φ) (con r′< r)

Φ(r) =

∫
ρ(r′)
| r− r′|

dr′ =
∑
`,m

4π
2`+1

∫
ρ(r′) r′` Y∗`m(θ′, φ′) dr′︸ ︷︷ ︸

q`m

1
r`+1

Y`m(θ, φ)

Φ(r) = 4π
∑
`,m

4π
2`+1

q`m
1

r`+1
Y`m(θ, φ)
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Ejemplo de operadores tensoriales: momentos multipolares

Los momentos eléctricos multipolares son :

q`m =

∫
ρ(r) r` Y∗`m(θ, φ) dr

y los operadores correspondientes :

Q`m =

∫
q r` Y∗`m(θ, φ) | r 〉〈 r | dr

Verficar que Q`m es un operador esférico irreducible de rango ` :

[ L+, Q`m ] = ~
√
`(`+1)−m(m+1) Q`m+1

[ L–, Q`m ] = ~
√
`(`+1)−m(m -1) Q`m–1

[ Lz, Q`m ] = ~m Q`m
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