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Fisica Teédrica 2
Primer cuatrimestre de 2019

Guia 3: Fundamentos

I. Mediciones
Una particula con spin 1 tiene un momento angular intrinseco que puede tomar los valores +h, 0, —h.

Representaremos este sistema fisico mediante un espacio de Hilbert de dimensién 3. Dada una base
ortonormal de este espacio, {|a),|b),|c)}, definimos los operadores

L,=h

o O O

0
0
1

O = O

L.|a)=h
, Ly =—ih|a)c| +ih|cXal, {L.|b)="la),
L.|c)=0

(a) Verifique que los tres operadores L; (j = x,y, z) representan observables (es decir son operadores
Hermiticos).

(b) Muestre que los tres operadores, L;, tienen los mismos autovalores: m; = 1,0, —1 (en unidades
de h). Calcule ademés los correspondientes autovectores para cada uno de los observables.

(c) Verifique que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién [Lj, Li] = ihejx L.

(d) Suponga que tiene a su disposicién tres tipos de aparatos de Stern—Gerlach que separan un haz
entrante en tres haces cada uno correspondiendo a los autovalores de m, m, o m.. Discuta como
utilizar estos aparatos para medir L;, L, o L..

(e) Suponga que se prepara un estado con m, = 1y se mide L,, jcudles son los resultados posibles y
cudles son sus respectivas probabilidades? Suponga que se obtiene como resultado m, = 0, escriba
el estado del sistema después de la medicién.

(f) A continuacién se mide L,, jcudles son los resultados posibles y cudles sus probabilidades? Si se
obtiene el resultado m, = —1, escriba el estado después de la medicién.

Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados es de dimensién 3 y sea {|1),|2),]3)} una base
ortonormal. Sea A = a |1X1]| + @ |2)(3] + @ |3)(2| (con a € R) un observable y suponga que el sistema se
encuentra inicialmente en el estado

W=+ 512+ =13)

Calcule los autoestados y autovalores de A. ;Esta degenerado el espectro de A?
Escriba [1) en la base de autoestados de A.

ST ®

Si se mide A sobre el estado [1), ;jqué resultados puede obtener y con qué probabilidad?

—
Q.
NN N

Si el resultado de la medicion del item anterior fuese —a, escriba el estado del sistema después
de la medicién. Si en cambio el resultado de la medicién hubiese sido a, jcudl seria el estado del
sistema luego de la medicion?

Considere un sistema cudntico descripto por un espacio de estados de dimensién 3. Sea {|u1) , |ua) , |us)}
una base ortonormal y considere los observables

A = alur)ur| + aluz)fuz| — afus)us|
B = b |u1 uz| + bluz)u1| + blus)us|
C = clur)us| + cuzfus| + ¢ |ug)uz|

con a,b,c € R. Se sabe ademés que el sistema se encuentra inicialmente en el estado
i V3

1
W’O>:7|ul>+2ﬂ |U2>*7

Wi |us)
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(a) Calcule [A, B] y [A, C]. ;Cuéles de estos pares de observables son compatibles?

(b) i. Suponga que primero se mide el observable A sobre el estado |tg) y se obtiene como resultado
a, jcudl es el estado después de la medicién y cudl es la probabilidad de que esto ocurra?
A continuacion, (suponiendo el resultado a de la primer medicién) se mide el observable B,
;,qué valores se pueden obtener y con qué probabilidad? ;Cudl es la probabilidad de obtener
la combinacién de resultados {a, —b}?

ii. Suponga ahora que, en cambio, primero se mide sobre el estado |1)g) el observable B. Si se
obtiene el resultado —b, escriba entonces el estado luego de la medicién (jcudl es la probabi-
lidad correspondiente?) A continuacién se mide A, jqué valores se pueden obtener y con qué
probabilidad? ;Cudl es la probabilidad de obtener la combinacién de resultados {—b,a}?

(¢) 1. Suponga que primero se mide el observable A sobre el estado |1)g) y se obtiene como resultado
a, jcudl es el estado después de la medicién y cudl es la probabilidad de que esto ocurra?
A continuacion, (suponiendo el resultado a de la primer medicién) se mide el observable C,
.qué valores se pueden obtener y con qué probabilidad? ;Cudl es la probabilidad de obtener
la combinacién de resultados {a, —c}?

ii. Suponga ahora que, en cambio, primero se mide sobre el estado [1g) el observable C. Si se
obtiene el resultado —c, escriba entonces el estado luego de la medicién (jcudl es la probabi-
lidad correspondiente?) A continuacién se mide A, jqué valores se pueden obtener y con qué
probabilidad? ;Cuél es la probabilidad de obtener la combinacién de resultados {—c,a}?

(d) ;Cémo se relacionan los resultados obtenidos en los {tems (b) y (¢) con lo encontrado en (a)?

Distinguibilidad de estados. Considere un sistema fisico que se sabe estd en uno de dos posibles
estados, [11) o |¥2).

(a) Suponga que 1) y |[t2) son ortogonales. ;Es posible, en principio, realizar alguna medicién sobre
el sistema cuyo resultado permita distinguir con certeza entre los dos estados? De ser posible,
defina algin observable que permita distinguir los dos estados.

(b) Considere ahora que los dos estados |¢1) y |¥2) no son ortogonales. jPuede ahora definir algin
observable que distinga con certeza los dos estados? ;Por qué?

(¢) En base a lo obtenido en los {tems anteriores discuta la veracidad y el significado de la siguiente
afirmacion: los unicos estados cudnticos distinguibles con certeza son los estados mutuamente
ortogonales.

II. Conjuntos completos de observables que conmutan

Considere un sistema de dimension 3 y sea {|1) , |2) , |3)} una base ortonormal. Considere los observables
A, By C dados por

a ([T +12)(2]) —a|3)3] ,
b (JLXL] + [3)3]) — b12)2] ,
¢ (JCH] + [2)(21) + 2¢[3)3]

A
B
c

con a,b,c € R.

(a) Determine qué combinaciones de los operadores A, B y C conmutan entre si y en tales casos
encuentre una base comun de autoestados.

(b) Suponga que se miden los observables A y B sobre el sistema y se obtienen como resultados a y
b. ;Puede decir con certeza cudl es el estado luego de la medicion? En caso afirmativo escriba el
estado.

(¢) Suponga ahora que en cambio se miden los observables A y C sobre el sistema, obteniendo los
resultados a y c. {Puede ahora decir con certeza cudl es el estado luego de la medicién? En caso
afirmativo escriba el estado.

d) Diga qué combinaciones de los operadores A, B y C forman un conjunto completo de observables
g y ]
que conmutan (CCOC).
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Considere el sistema de spin 1 del problema y calcule los operadores L2, Lg y L2

(a) Diga cudles son sus autovalores y autovectores. jConmutan los operadores? Determine qué com-
binaciones de estos observables forman un CCOC. ;Cudl es la base comin de autovectores?

(b) Suponga que se prepara un autoestado de L, con m, = 1y se mide L?. ;Cuéles son los resultados
posibles y sus probabilidades?

(c) Repita el item anterior pero para los casos en que el estado inicial sobre el que se mide L? es el
autoestado my =00 m, = 1.

(d) Discuta cémo se puede hacer para medir simultdneamente los tres operadores L2, Li y L2. Disefie
un instrumento que mida estos operadores usando los aparatos de Stern—Gerlach que separan el

haz de acuerdo a los valores de L; (recuerde que el proceso de separacién de un haz en tres, que
es efectuado aplicando un campo magnético apropiado, puede ser revertido totalmente).

Considere un sistema de dimensién 4. Sea {|1),]2),3),|4)} una base ortonormal del espacio tal que
tres dados observables A, B y C estan dados por

0100 C1) =cl1) +icl2)
1000 C2) =c|2) —icll)
A= B =b|1)(1] +b[2)X2| — b|3)(4] — b|4)3
alog 00 1l [ L1+ b12)(2] — b [3)(4] — b[4)(3] , C13) = e4) ;
000 Cl4) =cl3)

con a,b,c € R.

(a) Determine qué combinaciones de los operadores A, B y C conmutan entre si y en tales casos
encuentre una base comun de autoestados.

(b) Diga qué combinaciones de los operadores A, B y C forman un conjunto completo de observables
que conmutan (CCOC). En los casos en que los operadores conmutan, pero no forman un conjunto
completo, proponga un nuevo observable que junto a ellos si forme un CCOC.

III. Principio de incertidumbre
Dados un observable A y un estado |¢), definimos el operador
AA=A-(A),
donde el valor medio es respecto de |¢)). Mostrar entonces que
((a4)") = (42) - (a)*,
donde todos los valores medios son siempre para el estado [¢)).

Concluir entonces que <(A A)2> es la varianza del resultado de la medicién de A en el estado |¢).

Derivacién del principio de incertidumbre. [ver seccién 1.4 Sakurai]
(a) En primer lugar, se propone una forma de derivar la desigualdad de Schwarz. Observe que
(al + A" (B]) - (|} + A[B)) = 0

para cualquier nimero complejo A. Luego, elija A de tal forma que la desigualdad anterior se
reduzca a la desigualdad de Schwarz, (a|a) (8|8) > [(«|8)|.

(b) Para dos observables A y B y un estado cualquiera, pruebe la relacién de incerteza generalizada
de Robertson—Schrédinger

((a42) {(AB)?) > LA, B + 1104, BY) —2(4) (B)

donde AA = A — (A).

3/5



Fisica Teorica 2 — 1°* Cuatrimestre 2019 Guia 3: Fundamentos

(¢) Muestre que de la relacién anterior se desprende la relacién de incerteza de Heisenberg generalizada
usual

(@) (aB)?) > 1104, B) P

(d) Muestre que el signo igual en la relacién de incerteza generalizada se obtiene si y sélo si el estado
en cuestién satisface

AAla) = AMAB|a)

donde A es un imaginario puro.

Considere una particula con spin 1/2.

(a) Muestre que para todo estado ) vale que

2

Var (5,) Var (55) > (5

donde Var(A) = (A?%) — (A)? es la varianza del respectivo operador en el estado |). (Ayuda:
recordar que S; = %Uj y utilizar las propiedades de las matrices de Pauli vistas en la guia 1).
Para el caso particular en que |¢) es un autoestado de S, evalie la desigualdad anterior para los
casos j, k,l =z, x,yy j,k,l = z,y, z. Interprete el resultado.

(b) Para el autoestado +h/2 de S, calcule explicitamente las varianzas de S, y de Sy. Utilice estos
resultados para verificar que se satisface la relacién de incerteza generalizada,

Var (8,) Var (S,) > =|([S, S,]) |

| =

(c) Encuentre la combinacién lineal de |+) y |—) que maximiza el producto Var (S;) Var (S,). Ve-
rifique que para la combinacién lineal que encontré, la relacién de incerteza para S, y Sy no se
viola.

Incerteza minima y paquetes Gaussianos. Decimos que un estado [¢) es un paquete Gaussiano
si su funcién de onda es de la forma

) = e) = ey | B e [(““] ,

(270 o3

donde xg,pg, 0, € R.

(a) Verifique que la densidad de probabilidad en = es una densidad de probabilidad normal con valor
medio xg y desviacion estdndar o,.

(b) Verifique que la densidad de probabilidad en p, |(p[t))|* = |¢)(p)|* es una densidad normal con
valor de expectacién pg y desviacién estandar o, = h/(20,).

(¢) Usando lo anterior verifique que el paquete de onda Gaussiano satisface la relaciéon de incerteza

posicién—momento minima
Sy @) =1

(d) Muestre que la condicién necesaria para tener incerteza minima,

(z[Az|¢) = e (z[Apl)

con ¢ imaginario, se satisface, en acuerdo con lo obtenido en d).

(e) Finalmente, partiendo de la condicién necesaria para tener un paquete de incerteza minima

(z[Az|y) = e (z[Apl)

demuestre que todo estado |¢) que satisface esta condicién es necesariamente un paquete de onda
Gaussiano.
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Ayudas:

o La densidad de probabilidad normal es: f(z) = \/2377 exp [— (z;a’é)q, con p el valor medio de z y

o su desviacién estandar.

o Sea F[f(x)] (k) la transformada de Fourier de f(x) evaluada en k, vale que

Ff(z—a)] (k) = e” ™ F[f(x)] (k)
F[f(z)e™] (k) = F

La funciones de onda estacionarias de una particula en un pozo de potencial

vV — 0 si0<z<L
" loo en otro caso

estan dadas por

2 .
_ £sin(kpz) 0<2<L
Un(2) {O

en otro caso

con k,, = nm/L y n € N. Evalte ((Az)?) ((Ap)?) para estos estados.

5/5



