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Fisica Teédrica 2
Primer cuatrimestre de 2019

Guia 6: Rotaciones y Momento Angular

I. Representacion de Rotaciones y Momento Angular en Mecanica Cuantica

Sea J = (Jy,Jy,J.) un operador de momento angular, es decir que sus componentes satisfacen las
relaciones de conmutacion

[T, Jk] = ihejm .
(a) Se definen los operadores de subida (J;) y bajada (J_) de la forma
Jy = Jp +idy, J_=Jp —iJy.
Demostrar las siguientes propiedades

[J2,J;] =0, [J.,Js] = +hJy, [Ty, J_] = 2hJ.,
JoJ_ =J* = J*+hJ., J_Jy=J*—J*—hJ..

(b) Sea {|j,m)} la base de autoestados simultdneos de J? y .J,, es decir que
J? |j’m>:h2j(j+1) lj,m), gz |3, m) = hm |j,m).

Demostrar las siguientes propiedades

Jelj,m) =h/j(G+1) —m(m=£1)|j,m+1), Ji |4, £5) =0.

Suponga que un sistema se encuentra en un autoestado de J, con autovalor im.

(a) Muestre que los valores medios tanto de J, como J, son cero, i.e. (J;) = (J,) = 0, de dos formas
diferentes: (i) usando el principio de incertidumbre, y (ii) usando la expansién de J, y J, en
términos de Ji y J_.

(b) Muestre que si se mide la projeccién de momento angular en la sobre una direccién 1 que forma

un angulo 6 con el eje Z, entonces
(J -n) = hmcos¥.

Considere un sistema de spin 1/2 (es decir j = 1/2).

(a) Construya, por aplicacién de los operadores de subida y bajada, la representacién matricial de
los operadores S?, S, S, y S, en la base de autoestados de S,. Muestre que se obtiene que los
operadores de spin estan dados por 5; = gai, donde o; son las matrices de Pauli.

(b) Usando las propiedades de conmutacion ([0}, o] = 2ie;,0;) y anticonmutacién ({o;, ox} = 26;41)
de las matrices de Pauli, pruebe la identidad

(o-a)(o-b)=(a-b)I+io-(axb),

donde a y b son dos vectores complejos en tres dimensiones. (Ayuda: recuerde que (a x b); =
Zijk €ijka;0k y que todo producto de dos operadores se puede reescribir como AB = ([A, B] +

{A,B})/2).
(¢) Usando los resultados anteriores, muestre que el operador rotaciéon para un sistema de spin 1/2
se puede escribir como

DA/ (fy, ) = exp (—z’ S ;gb) = ]Icos(q;) —i(o-n) sin(?),

donde I es la matriz identidad.
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(d) Escriba explicitamente la matriz de 2 x 2 que representa la rotacién D(/?) (71, $) en la base

freptmeihinshtnei)

(e) Sea n el versor definido por los dngulos polares o y 8 seglin se muestra en la figura. Aplique al
ket |+) el operador de rotaciéon adecuado! para obtener el estado |S - 71, +), que representa un
spin orientado segtin .. Compare el resultado con el obtenido en el Problema 10 de la Guia 1.

z

T Pruebe a hacer la cuenta de dos formas diferentes: (i) aplicando una tinica rotacién en una dngulo
y direccién adecuados, y (ii) descomponiendo la rotacién en rotaciones elementales utilizando los
angulos de Euler.

(f) Muestre que para una rotacién en ¢ = 27 se satisface
DY) (¢ = 21) = 1,
y, por lo tanto, ante una rotacién en 27 el estado del sistema cambia segtiin

) W D2 (A, 2m) i) = — ) .

Observe que no se obtiene el mismo vector debido a un factor de fase. ;Puede observarse este
efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o Phys. Today, Dic. 1980, pdg. 24.

Considere un estado arbitrario |¢) de un sistema de spin 1/2, sobre el que se aplica una rotacién en
un angulo ¢ alrededor del eje 2, es decir

) — 1) = DOz, ) o) = exp (-1 22 ) ).

Calcule los valores medios (¢'|Sz[¢"), (¥'|Syl¥’) y (¥']S:]¢’) en el sistema rotado, en funcién de los
valores de expectacién (|Sz|v), (¥|Syly) v (¥|S:]1) en el sistema original.

Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de spin 1/2 representada por
D(a,B8,7) = D(2,0) D(9, B) D(2,7).

(a) Muestre que la matriz de 2 x 2 que representa esta rotacién es

D) (q, B,7) = exp (4%) exp (—iagﬂ> exp (—iU;V)

2
_[emHatN/2 cog g —e~ia=)/2gjp g
T\ elle=m)/24ip g eat)/2 ¢ g

(b) Debido a las propiedades del grupo de las rotaciones, esperamos que esta secuencia de operaciones
sea equivalente a una Unica rotacién alrededor de algtin eje con angulo 6. Encuentre 8 y la direccién
de dicho eje.
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Considere un sistema con momento angular 1 (es decir, j = 1).

(a) Construya, por aplicacién de los operadores de subida y de bajada, la representan matricial de
los operadores J2, J,, J,, v J, enla base {|[j=1,m=1),j=1,m=0),[j=1,m=-1)} de
autoestados de J? y .J,. Verifique explicitamente multiplicando las matrices la relacién [J,, J,] =
ihdJ,.

(b) Encuentre la base {|j =1,m,)} de autoestados de J? y .J,, como combinacién lineal de los
{li=1m)}.

(c¢) Evaltie los elementos de matriz de J,(J,+h)(J, —hk) y de J,(J,+7h)(J,—h) enlabase {|j = 1,m)}
sin usar la representaciéon matricial de J,.

(d) Muestre que en el caso de momento angular j = 1, vale que

2
DY (g,8) = e B/ =1 <°;;7;) sin 3 — ((;;) (1 —cos f3).
Usando esto obtenga

(%) (I+cosfB) — (%) sin 8 (%) (1 —cosf)
dU=1(p) = (%) sin 3 cosf3 — (%) sinf |,
(3) (1 —cosp) (%) sinf  (3) (1+cospB)

donde d(3) es la representacién matricial de D(y, 8) en la base de autoestados de J,.

Considere un sistema con j = 1 que se encuentra en el estado |¢) dado por

1
= — :l,mzl—zl,m:—l .
%) 7 (I7 ) — i )

a) Sise mide L, sobre |¢), ;qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades? Repita el calculo
Si ide L, sob ¢ val den ob < babilidades? Repita el calcul
si se mide L.

uponga que sobre el estado se mide L, y se obtiene /i, e inmediatamente después se mide

b) S bre el estado |9 ide L bti h, ei diat te d : id

L. ;Qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?

Dado un conjunto de tres operadores, { A1, Aa, A3}, {cudl es el significado de la ecuacién U~ A U =
Zl Ry A;, donde Ry; es una matriz de rotacién? A partir de esta ecuacién, muestre que los elementos
de matriz (m| A |n) se transforman como vectores ante la transformacién U.

Un autoestado de momento angular |j, j) se rota en un dngulo infinitesimal € alrededor del eje §. Sin
usar explicitamente la forma de la matriz d%;m, obtenga una expresién para la probabilidad de que el
nuevo estado rotado se encuentre en el estado original, hasta términos de orden €2.

II. Momento Angular Orbital

Construya los arménicos esféricos Y{™. Para ello, resuelva primero L, Y;! = 0 (usando L, en la repre-
sentacion 7) y luego aplique el operador L_ a Yj! (previamente normalizado) para hallar los otros dos

restantes. Usando los resultados de , escriba la combinacién lineal de los arménicos esféricos {Y;"}
que es autoestado de L, con autovalor h. Verifique su resultado aplicAndole L, en la representacion r.

Suponga que fuera posible un valor semi-entero de [ para el impulso angular orbital, por ejemplo
1 =1/2. A partir de

Ly Yll//; (0’ ¢) =0,
podemos deducir

Y1/2(9, ¢) x e/2\/sin 6.

1/2

Verifique esta afirmacién. Intente construir entonces Y17;/ 2(9, @) de dos maneras diferentes,
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(a) aplicando L_ a Yf/;(&, o),

(b) usando que L,Y1721/2(9,¢) =0.

Muestre que los dos procedimientos llevan a resultados contradictorios (esto da un argumento en contra
de valores semi-enteros de ).

Considere un autoestado de impulso angular orbital |l = 2, m = 0). Suponga que este estado es rotado
en un angulo 3 alrededor del eje §. Encuentre la probabilidad de medir m = 0, +1, y £2 en el nuevo
estado.

La funcién de onda de una particula sujeta a un potencial esféricamente simétrico V (r) estd dada por
U(z,y,2) = (x+y+32)f(r),

con f(r) alguna funcién de r = y/x2 + y2 + 22.
(a) ;Es ¥ autofuncién de L?? Si es asi, jcudl es el valor de I? Si no es asi, ;cudles son los posibles
valores de | que pueden ser obtenidos cuando se mide L??
(b) ¢Cuales son las probabilidades de hallar a la particula en los distintos estados con m definido?

(¢) Suponga que se sabe de alguna manera que ¥(z,y, z) es una autofuncién de energia con autovalor
E. Indique c6mo puede hallarse V (r).

Usando coordenadas esféricas, obtenga una expresién para la corriente de probabilidad j para el estado
fundamental y los excitados del atomo de hidrégeno. Muestre en particular que, para los estados con
m # 0, existe un flujo toroidal en el sentido de que j esta en la direccién de ¢ creciente o decreciente
dependiendo del signo de m.

Considere el Hamiltoniano de un rotor rigido,
1/L? L2 L2
H—=-(=t,.=2,=3
2 (.71 + I + I3 )’
donde L es el impulso angular en el sistema de coordenadas fijo al cuerpo. A partir de esta expresién

obtenga la ecuacion de movimiento de Heisenberg para L y luego halle las ecuaciones de movimiento
de Euler en el limite correspondiente.
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