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Guia 9: Estados Mixtos y Matriz Densidad

Para los siguientes sistemas de spin 1/2, escriba el operador densidad p y su representacién matricial
en la base {|4),|—)} de autoestados de S..
(a) Un haz completamente polarizado con S,+ (es decir en el autoestado +h/2 en la direccién 2).
(b) Un haz completamente polarizado con S+ (es decir en el autoestado +5h/2 en la direccién &).

(¢) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente con 75% de S.+
y 25% de S,—.

(d) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente con 75% de S, +
y 25% de S,+.

(e) Un haz no polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente de S,+ y S,— en igual
cantidad (50%).

Para cada uno de estos casos calcule los valores medios (S;), (Sy) ¥ (S:).

Se fabrican dos haces parcialmente polarizados de particulas de spin 1, segtin las siguientes proporciones:

(a) 50% del autoestado 4% en la direccién 2, 50% del autoestado —h en la direccién 2.
(b) 50% del autoestado +h en la direccién &, 50% del autoestado —h en la direccién &.

Muestre que ambos dan el mismo (S), pero que las matrices densidad son distintas. Discuta c6mo
podria distinguirlos en un experimento.

Considere un sistema de spin 1/2 cuyo estado se prepara generando un mezcla estadistica con 75% de
autoestados +h/2 de S, y 25% de autoestados —h/2 de S,.

(a) Escriba el operador densidad p del sistema y su representacion matricial en la base {|+),|—)} de
autoestados de S,.

(b) Diagonalice la matriz densidad para poder asi reescribir el estado como p = py |11 )11 |4+p2 |12 }1b2],
con {|¢1),|¥2)} una base ortonormal.

(¢) En vista de lo anterior, jes posible dar una interpretacién no ambigua del estado mixto p como
mezcla estadistica de dos estados puros?

Pureza. Sea p la matriz densidad que representa el estado de un sistema cuantico. Se llama pureza
del estado p a la cantidad tr (p?).

(a) Mostrar que - < tr (p?) < 1, donde D es la dimensién del espacio de Hilbert.

(b) Muestre que si el estado es puro, entonces p? = p y por lo tanto la pureza es maxima, tr (p2) =1.
Muestre que vale también la vuelta, es decir que si la pureza es maxima, tr (p2) = 1, entonces
necesariamente p es un estado puro.

(¢) Mostrar que para un estado mixto, tr (pz) <1

(d) Se llama estado mdzimamente mizto al estado p = %I[. Verifique que esta definicién satisface
todas las condiciones necesarias para ser un estado cuantico. Muestre que el estado maximamente
mixto tiene pureza minima, tr (pz) =1/D.

Considere un sistema de spin 1/2. Para cada uno de los siguientes estados calcule la pureza, y los posibles
resultados y sus respectivas probabilidades y valores medios al medir el spin en las tres direcciones
cartesianas. Para el caso en que el estado es puro, encuentre el estado [i) tal que p = [ )Xv].

(@) p =g (X + X+ =X+ XD,
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(b) p= 5 (X + =X~
(€) p =5 [HXH + 2 )|+ G =K + 3 =),
(@) p= 5 X+ + 3 =X,
(€) p = §1HNH +F K=+ 1) + § 1)

donde {|+),|—)} son los autoestados de o.

Evolucién temporal. La evolucién temporal de la matriz densidad p en la representacién de Schro-
dinger estd dada por
p(t) = U(t,to)p(to)UT (£, t0),

donde U(t,tg) es el operador de evolucién temporal.

(a) Muestre que esta definicién es consistente con la conocida para estados puros y discuta por qué
la extensién al caso mixto tiene sentido en vista de la interpretacién de p como mezcla estadistica
de estados.

(b) A partir de la ecuacién diferencial que define al operador U (¢, tp), encuentre la ecuacién de evo-
lucién temporal para el operador densidad. Note las diferencias, tanto en la definicién, como en
la ecuacién diferencial de evolucién temporal, que hay entre la evolucién temporal del operador p
v la de un observable cualquiera en la representacién de Heisenberg.

(¢) Suponga que a t = 0 tiene un estado puro. Muestre que el estado no puede evolucionar a uno mixto
si la evolucién temporal estd dada por una transformacién unitaria (y por lo tanto si p satisface la
ecuacién de Schrodinger). En particular, muestre que la pureza de un estado permanece constante
en el tiempo.

Esfera de Bloch. Considere un sistema de spin 1/2.

(a) Muestre que la matriz densidad se puede siempre escribir en la forma

1
donde T es el operador identidad, y P € R3. (Sugerencia: use los resultados ya mostrados en las
guias anteriores; en particular use que el operador hermitico mas general posible en dimension 2
es de la forma A = apl + a - o, con ag € R, a € R?).

(b) Calcule la pureza de p y encuentre cémo se relaciona con P. En particular, jqué satisface P si
el estado es puro? ;y si es mixto? Relacione esto con la representacion en la esfera de Bloch para
estados de spin 1/2. (Ayuda: recordar las propiedades que satisfacen las matrices de Pauli; en
particular que: tro; =0, 02 =1,y (a-o)(b-0) = (a-b)l+ (a X b) - 7).

(¢) Calcule (o). ;Cuél es la interpretacién fisica de P?

(d) En presencia de un campo magnético uniforme B = B2z, el Hamiltoniano del sistema se puede
escribir como H = hwS, (ver problema de precesién del spin de la guia de Dindmica). Encuentre
el P(t) que corresponde a la matriz densidad evolucionada p(t). Interprete el resultado.

Considere un sistema compuesto por dos particulas distinguibles de spin 1/2. Para cada uno de los dos
siguientes estados, |¥U12) y |®12), dados por

1 1
V2 V2

(a) Determine si el estado del sistema compuesto es puro o mixto.

Viz) = = (H) @)= [-)@ ),  [Pr)=—7 () - [+)®+),

(b) Calcule la matriz densidad reducida para cada particula. jEs el estado de cada subsistema puro
0 mixto?

(c¢) Determine si el estado del sistema compuesto es entrelazado.
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(d) Proponga un observable (no totalmente degenerado) del sistema compuesto tal que su medicién
sobre el estado dado tenga un tunico resultado posible con certeza. jPuede hacer lo mismo para
el estado de la particula 1 considerando mediciones sélo sobre ese subsistema?

Considere un sistema compuesto por tres particulas distinguibles con spin 1/2 y suponga que el estado
estd dado por la matriz densidad

p123 = 5 |+++><+++|+ |+++><++—|——|+++><+ +|+ [+ 4+ =X+ + +
—f|+ +><+++|+ |+ + ><++—\+ [+ — +X+ =+

(a) Verifique que p1o3 es hermitica y que tr p1o3 = 1.
(b) Calcule la pureza de p1a3 y determine si el estado es puro o mixto.

(¢) Calcule el valor de expectacién de la medicién de S, sobre la particula 3. Realice este cédlculo
de dos formas diferentes: (i) calculando tr(p123Il ®I® S,), v (ii) calculando la matriz densidad
reducida del sistema 3, p3 = tri2(p123), y luego calculando tr(ps S.). Verifique que efectivamente
ambos procedimientos dan el mismo resultado.

(d) Suponga ahora que en cambio se mide el observable S, ® S, ® I. Calcule este valor medio nue-
vamente de dos formas diferentes, (i) directamente sobre pjaz como tr(pia3 S, ® S, ®I), y (ii)
utilizando la matriz densidad reducida p13 = trz(p123)-

Considere un sistema compuesto por dos particulas distinguibles de spin 1 que se encuentran en el
estado

piz = 3 )] = 3 =] = 5 =Ko 3 o=+ S 080+ + £ +0)+0],

done {|+),|0),|—)} son los autoestados de S,.

(a) Determine si el estado es puro o mixto.

(b) Si se mide el spin en la direccién 2 de la particula 1, encuentre los resultados posibles, las respec-
tivas probabilidades y el valor medio.

(¢) Calcule el valor medio de la medicién de spin en la direccién & de la particula 2

(d) Si se mide el observable S, ® S,, encuentre los resultados posibles, las respectivas probabilidades
y el valor medio.

(e) Calcule el valor medio de la medicién del observable S, ® S,.

Considere un sistema compuesto por dos particulas distinguibles con spin 1/2. Inicialmente el sistema
se encuentra en el estado
() +1-)

vz

donde {|+),|—)} son los autoestados de . El sistema evoluciona segtin el Hamiltoniano H = hwo,®0,
durante un tiempo T' = 7 /(4w), de forma tal que la evolucién temporal estd dada por la transformacion
unitaria

o) = |+) @

U (1= T) = etiomen.
4w
a) Calcule la matriz densidad reducida del primer spin y su respectiva pureza para el estado inicial.
Calcule 1 triz densidad reducida del pri i ti 1 estado inicial
;El estado reducido es puro o mixto?

(b) Calcule el estado evolucionado, |(T")) = U(T) |1o).

(c) Calcule la matriz densidad reducida del primer spin y su respectiva pureza para el estado final.
LEl estado reducido es puro o mixto?

(d) Si se mira la evolucién temporal del primer spin por si solo, jpuede la evolucién temporal corres-
ponder a una transformacién unitaria? ;Por qué? ; Vale la ecuacién de Schréodinger para la matriz
densidad del primer spin por si solo?
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