Fisica Teorica 3 — ler cuatrimestre de 2017

Guia 8: Teoria de Landau y grupo de renormalizacion

Parte I: teoria de Landau

1. La energia libre de Landau para un ferromagneto (simetria O(3)) en ausencia de campo magnético
externo, es:
(a) Esde esperar que m sea nula para’l’ > T, y finita para T’ < T.. ;Qué condiciones deben cumplir
A(T) y b(T) para que dicho comportamiento se cumpla?

f(m,T) = a(T)m?* +

(b) Sea a(T) = aog(T —T.),ap > 0y b(T) = b = cte > 0. En las cercanias de una transicion de fase
valen las siguientes relaciones de scaling:

m(T) ~ (T.—T)’(h=0,T <T,)

cv ~ [T'=T[*(h=0)
&T) = Om|p=0~|T =T, (h=0)
m(h) ~ YT =T,)

Calcule, para nuestro modelo, los exponentes criticos «, 3,7y ¢
2. Considere un sistema cuya energia libre de Landau es:
A(m,t) = —hm + q(t) + r(t)m? + s(t)m* + n(t)m°
donde n(t) es una constante positiva fija. Minimice A con respecto a m y examine la magnetizacién
espontdnea m, como funcion de los pardmetros r y s. En particular muestre que
(a) Parar >0y s > —(3nr)"/2, mg = 0 es la tinica solucién real.
(b) Parar > 0y —(4nr)"/? < s < —(3nr)"2, my = 0 0 my = +m;, donde

Vs2—3nr —s
3n

2 __
ml —
Sin embargo, dado que el minimo de A en m = 0 es menor que los minimos en my = £my, la

situacion de equilibrio corresponde al caso mg = 0.

(c) Parar > 0y s = —(4nr)/2esmg = 0y my = £(r/n)"/%. Ahora, el minimo de A en my = 0
coincide con los correspondientes a m; = =+(r/n)'/4, de modo tal que es igualmente probable
tener magnetizacion espontdnea como magnetizacion nula.

(d) Parar > 0y s < —(4nr)'/2 es mg = +my, lo que implica una transicién de fase de primer orden
(los dos estados disponibles difieren en un valor finito de ). La linea s = —(4nr)*/? con r > 0
se denomina "linea de transicion de fase de primer orden".

(e) Parar =0y s < 0, mg = £(2|s]/3n)"/2.

(f) Parar < 0, mg = £m, paratodo s. Cuando r — 0,m; — 0sis > 0.
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(g) Parar =0y s > 0, myg = 0 es la tnica solucién. Combinando este resultado con el del punto
anterior, concluya que la linea r = 0, con s > 0 es una linea de transiciones de fase de segundo
orden.

Las lineas de primer y segundo orden se encuentran en el punto r = s = 0, que es el denominado
punto tricritico.

3. Segun la teoria de Guinzburg-Landau, la siguiente es una expresion valida para la energia libre asociada
a materiales superconductores:

W+ a(T = Tl + Loy
m* ¢ 2

F= / Pr{fo+ 5
La cantidad |1|* es proporcional a la densidad de particulas superconductoras del gas de electrones.
Encuentre la configuracion del pardmetro de orden () para el caso en el que el material estd contenido
en el semiespacio z > 0, en ausencia de campo magnético externo.

Parte I1: grupo de renormalizacion

1. En el modelo de Ising en una dimension, en lugar de sumar sobre los spines pares, se pueden definir
otras formas de decimar el sistema. Por ejemplo, una posible forma de decimar es sumar sobre dos de
cada tres spines. Es decir, los spines cuyo indice es un multiplo de 3 (o3, 0¢, 09, . . . ) permanecen en la
red, y los demas (04, 03, 04, 05, ... ) se suman. Muestre que para esta eleccion la transformacién del
grupo de renormalizacion también puede ser calculada en forma cerrada, y encuentre los puntos fijos.

2. Considere el modelo de Ising en escalera (ver figura).
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Una forma posible de decimar el sistema es sumar sobre los spines con circulos blancos, dejando los
spines con circulos negros. Calcule la transformacion del grupo de renormalizacién y muestre que
aparecen interacciones ademds de las de primeros vecinos.

3. Muestre que la transformacién de decimacién con [ = 2 del modelo de Ising en una dimensién se puede
escribir en términos de la matriz de transferencia ¢ como

(K') = ¢(K), (1)



donde K = (Ko, K, K,) y K' = (K;, K;, K,) son las constantes de acoplo de la red original y la
decimada respectivamente. Muestre entonces que, con g dada por

eK1+K2 e—Kl
e—Kl €K1—K2

g(K) = e [

la ecuacién (I]) implica

’ / ’
eRotKithy  — 9e2Kot K2 oosh (2K + K>)
/ ! /
efot =Ry = 9e2K0=K2 oogh (2K — K;)
/ ’
efom K1 = 2250 ¢osh K.

. Una forma aproximada de implementar una transformacién del grupo de renormalizacion en una red
cuadrada es la llamada transformaciéon de Migdal-Kadanoff, que se muestra en la figura.
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La transformacion consta de dos pasos. Primero, la mitad de los enlaces en la red simplemente se
eliminan, de manera que la escala de longitud de la red se multiplica por 2; para compensar eso, la
constante de acoplo de los enlaces restantes se cambia de J a 2J. Eso nos lleva de la figura (a) a
la figura (b). Y segundo, los sitios marcados con cruces en la figura (b) se eliminan por medio de
transformaciones de decimacion unidimensionales, lo cual lleva a la figura (c) con constante de acoplo
J'.

(a) Muestre que la relacién de recurrencia para un modelo de Ising de spin 1/2 en una red cuadrada,
de acuerdo con esta transformacion, es
o' =227 /(1 + x%),

donde = = exp(—2K) y 2’ = exp(—2K"). Ignorando los puntos fijos triviales z* = 0y z* = 1,
muestre que un punto fijo no trivial de esta transformacién es

1 1 17

2" = =4 —1+2V2sinh | sinh™’ (—ﬂ } ~ (.5437.
3 { {3 2v/2

Compare con el valor real de z..

(b) Linealizando alrededor de este punto fijo no trivial, muestre que el autovalor A\ de esta transfor-
macion es
A=2(1—2za")/z" ~1.6785

y por lo tanto el exponente v ~ 1.338. Compare con el valor real de v.



