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Problema 1

(a) Como las particulas son indistinguibles, dar un microestado del sistema corre-
sponde a decir cuantas particulas hay en cada celda. Como las celdas pueden contener
como maximo una particula, eso equivale a decir cudles son las celdas ocupadas. Un
microestado con energia F tiene

n=—F]/e (1)

celdas ocupadas en la superficie. Asi pues, el nimero de microestados con energia F
es el nimero de formas de elegir esas n celdas multiplicado por el niimero de formas
de elegir las N — n celdas que tienen que estar ocupadas en el interior,
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Usando la férmula de Stirling (Inm! = mInm — m para m > 1), obtenemos que la
entropia vale

S(E) =kInQ(E)
=k{NInN —nlnn— (N —n)In(N —n)
+MInM — (N —n)In(N —n) — [M — (N —n)]In[M — (N —n)]}, (3)

con n dado en términos de E por (1). Nétese que los términos lineales de la férmula de
Stirling se cancelaron; eso pasa siempre que tomamos el logaritmo de un combinatorio.

(b) El nimero de particulas en la superficie es igual al nimero de celdas ocupadas
en la superficie, es decir n. Para expresarlo en funcién de la temperatura usamos la
definicién de esta ultima,
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Pasando el factor —k/e al otro lado y exponenciando, obtenemos

N — 2
e*ﬁe _ ( n)

A = (N =)’ (5)

Pasando el denominador al otro lado y desarrollando los productos obtenemos una
ecuacién cuadratica para n,

(1—eP9)n2 —[2N 4+ (M — N)e ?|n+ N?2 =0, (6)



cuya solucién es

2N + (M — N)e P ]+ \/[2N + (M — N)e=P]2 — 4(1 — e=Pc) N2
" 2(1 — e 7¢) - @

. Con qué signo nos quedamos? Notemos que 2N + (M — N)e #¢ > 2N — Ne=P¢ >
2N (1 — ), y por lo tanto el primer término de la suma/resta de arriba es mayor
que N. Pero n nunca puede ser mayor que NN, asi que nos tenemos que quedar con el
signo menos,

2N + (M — N)e P — \/2N + (M — N)e=P2 — 4(1 — e=Fe) N2
"= 2(1 — e 5) - ®

Estudiemos ahora los limites de temperaturas altas y bajas. Para T' — 0 tenemos
B — oo y por lo tanto e ?¢ — 0. En este limite, pues, la mayorfa de los términos se
van (incluyendo toda la raiz cuadrada) y nos queda

n = N para T — 0. 9)

Este resultado era de esperar: a temperatura 0 el sistema se encuentra en el estado
fundamental, que en este caso corresponde a que haya el maximo nimero de particulas
posible en la superficie. Para T — oo tenemos 3 — 0 y por lo tanto e 5 — 1.
Entonces tanto el numerador como el denominador de (8) se anulan, asi que para
romper la indeterminacién tenemos que expandirlos Taylor a primer orden,
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En la primera linea hemos usado que e ~ 14z, en la tercera que (a +x)% ~ a? + 2ax
y en la quinta que /1 + 2 ~ 1+ x/2. Asi pues, concluimos que

N2

"TM+N

para T — oo. (11)

Este resultado también era de esperar: a T'— oo todos los microestados (sin impor-
tar su energia) son igualmente probables. Por lo tanto, la probabilidad de que una
particula dada se encuentre en la superficie es el ntimero de celdas en la superficie



dividido por el ntimero de celdas total, N/(M + N), y el nimero de particulas en la
superficie es esa probabilidad multiplicada por N.

(c) Si las celdas del interior tienen volumen v y las de la superficie no tienen vol-
umen, el volumen total del sistema es V = Mwv. Por lo tanto, de la definicién de la
presion tenemos
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Asi pues,
kT 1
Sl 1
b v nl_N—n’ (3)

M
donde n viene dado en funcién de la temperatura por la ecuacién (8). En el caso de
gas diluido, N < M, tenemos (N —n)/M < 1. Expandiendo Taylor a primer orden
en la ecuacién de arriba obtenemos

N—n)NkTN—n (N —n)kT

M v M v (14)

T
p:kln<1+
v

Es decir, las N — n particulas que ocupan el interior del recipiente se comportan (en
lo que respecta a la presion) como un gas ideal.

Problema 2

(a) Tenemos un sistema de particulas indistinguibles que no interactian entre si.
La indistinguibilidad la tratamos de forma aproximada: calculamos las sumas sobre
estados del sistema como si las particulas fueran distinguibles y después dividimos por
N!. Para particulas distinguibles no interactuantes la funcién de particiéon candnica
factoriza, asi que

1

donde @1 es la funcién de particiéon candnica de una sola particula, es decir, de un
dado. ;Coémo especificamos el estado de un dado? Tenemos que dar su posicién g, su
momento p y su cara visible s, que toma valores enteros entre 1 y 6. Asf pues,

2qd2p O
o [Fatrs 6
s=1

Suma sobre estados
de un dado

donde h es la constante de Planck y €(p, s) es la energia de un dado con momento p
que muestra la cara s (ya tenemos en cuenta que ésta no depende de q). Nétese que,
como el movimiento se produce sobre una superficie, la posicién y el momento son
vectores de dos dimensiones. ;Cudnto vale la energia de un dado? Es la suma de la
energia cinética mas la potencial,

2

€(p,s) = 5 P

m +V(S), (17)
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donde hemos tenido en cuenta que la masa total del dado es su masa intrinseca mas
la de la particula puntual agregada a la cara 1, y que, como el dado se mueve sobre
una superficie horizontal, su energia potencial sélo depende de la cara que muestra.
La energia potencial es la del dado sin carga més la de la masa puntual. Si tomamos
como z = 0 la altura del centro del dado, la primera de estas energias potenciales se
anula y tenemos

V(1) =mgl/2, V(6) = —mgl/2, V(2)=---=V(5) = 0. (18)

Reemplazando (17) en (16) vemos que Q) es el producto de su parte traslacional y su
parte interna,

2. 12 2 s 2. 12 2 6
Q= [ I Z 5ot V9] _ / T9TL e SV, (19)
s=1

El primer factor es la tipica integral gaussiana del gas ideal comin (en dos dimen-
siones), y el segundo factor es una suma de seis términos que se calcula usando (18),
dando como resultado

A h
Q1= 2 [4 + 2 cosh(Bmgl/2)] A= T (20)
Reemplazando en (15) obtenemos
1 (A N
Q= {)\2 [4+ QCosh(Bmgl/Q)]} . (21)

(b) La energia media se deriva de la funcién de particién canénica,

0 9. A 0
U= — 85111@ N{ 8ﬁlnﬁ aﬂln[4+2cosh(6mgl/2)]}
B mgl sinh(Bmgl/2)
=N [kT 4+ 2cosh(ﬂmgl/2)] ' (22)

En el limite T" — 0 tenemos 8 — oo y por lo tanto el seno hiperbdlico y el coseno
hiperbélico que aparecen en esta ecuacién se aproximan ambos por e?9L/2 /2. Te-
niendo en cuenta que esta exponencial es muy grande frente al 4 que aparece en el
denominador, obtenemos

U=—Nmgl/2 para T — 0. (23)

Este resultado era de esperar: a temperatura 0 todos los dados se encuentran en su
estado fundamental, cuya energia es —mgl/2. Por otra parte, en el limite 7" — oo
tenemos S — 0 y por lo tanto el seno hiperbdlico se anula, asi que

U = NKT para T — oc. (24)

Este resultado también era de esperar: a temperatura infinita todos los estados son
igualmente probables, asi que las energias potenciales positivas se cancelan con las



negativas al tomar el valor medio y s6lo contribuyen las energias cinéticas, por lo que
recuperamos la energia media de un gas ideal comin en dos dimensiones.

(c) Por definicién, el nimero medio de veces que aparece la cara s es

1 dQquQNp
<n8> N'/hZN Z ns<317~-'73N)P(q1ap1751;"';qupstN)a (25)

S1y-sSN

Suma sobre estados del sistema

donde hemos incluido el factor 1/N! por coherencia con nuestra forma aproximada
de tratar la indistinguibilidad de las particulas, y P(qi,p1,51;...;9N, PN, SN) €s la
probabilidad del estado (q1,p1, $1;---;9N, PN, SN),

(26)

1
P(QlyphSl;---?CIN,prSN)**eXp BZ[ M+m +V(s;)

Notemos que el factor 1/N! en (25) se cancela con el que aparece en @, asi que el valor
medio de ng es insensible a la distinguibilidad o indistinguibilidad de las particulas
dentro de nuestra aproximacién. Notemos también que la probabilidad (26) factoriza,

P(Q17P1781;---;QN,PN,SN) :N!P(QLPl,Sl)---P(QN,PN,SN)a (27)

donde ,
1. {WW(S)}
Q1

es la probabilidad del estado (g, p, s) de un solo dado. Reemplazando (27) en (25) y
usando la ayuda del enunciado obtenemos

P(q,p,s) = (28)
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i=1
d*qd?
= [ Paps). (29)

En la segunda linea hemos usado que, de la suma sobre s;, s6lo sobrevive el término
s; = s debido a la presencia de la delta; en la tercera, que las probabilidades estan
normalizadas a uno; y en la cuarta, que q; y p; son variables mudas. Reemplazando
(28) en la tdltima integral e integrando obtenemos

4 + 2 cosh(Bmgl/2)’

(ns) = (30)



asi que

Ne—ﬁmgl/Z Neﬁmgl/?
(n1) = (ng) =
4 4 2 cosh(Bmgl/2) 4 4 2 cosh(Bmgl/2)
N
(n2) (ns) 4 4 2 cosh(Bmgl/2) (31)
A temperatura 0 tenemos 5 — oo, y por lo tanto (n1) = -+ = (ns) =0y (ng) = N, es

decir, todos los dados muestran la cara 6. Eso era de esperar, porque a temperatura
0 el sistema se encuentra en su estado fundamental.

Comentario. Notemos que la tltima linea de la ecuacién (29) nos dice que
(ns) = NP(s), (32)

donde P(s) es la probabilidad de que un cierto dado muestre la cara s. Esta ecuacién
la podriamos haber anticipado a partir de la interpretacién frecuentista de la proba-
bilidad (la probabilidad de que un cierto dado muestre la cara s es el nimero de veces
que aparecié esa cara dividido por el nimero de dados), con lo que habriamos llegado
al resultado final de forma menos cuentosa.

Problema 3

(a) Si f es independiente del tiempo y no hay fuerzas externas, la ecuacién de Boltz-

mann toma la forma o
p
= .V, f=|= . (33)
m ot ) .o
Multiplicando a ambos lados de esta ecuacién por la energia cinética e integrando en
momentos obtenemos

2 2
8, " P g [P (9
/dp2mm Vrf_/dp2m<0t>

=0, (34)

col

porque la integral en momentos del término de colisiones multiplicado por cualquier
cantidad conservada en colisiones (masa, momento o energia cinética) se anula. Como
el momento y la posicién son variables independientes podemos sacar el gradiente en
posiciones fuera de la primera integral, con lo que la ecuacion de arriba toma la forma

2
V-/d3p2ppf—0. (35)
mm

La integral que aparece en esta ecuacion es la corriente de energia cinética, q. Por lo
tanto, se cumple V - ¢ = 0 como queriamos demostrar.

(b) En la aproximacién de tiempo de relajaciéon tenemos

5f = —T% V. fo. (36)



Asi pues, la condiciéon que se debe cumplir para que la i-ésima componente de la
velocidad media se anule es

1 1 1
S / Pppif = —— / PEppi(fo+6f) = —— / PBppisf
mn mn
= _T/d?’ppz -V, fo= 7V /d?’ppz fo

_ ;T d3p PiPi
- Z&EJ / mf fo- (37)

En la dltima igualdad de la primera linea hemos usado que fj es una funcién par del
momento. La integral que aparece en la ultima linea es la componente ij del tensor
de esfuerzos, ©;;, correspondiente a fo. Esta integral sabemos cudnto da,

biPj
/ d3p WJ fo = nkTé;;. (38)

Reemplazando en (37) obtenemos

3
B o o
g a— (nkT)s = 7o (nkT) =k

(nT). (39)

Xy
Por lo tanto, la condiciéon que se debe cumplir para que la velocidad media se anule
(es decir, para que se anulen sus tres componentes) es

V(nT)=0 (40)

0, en otras palabras, que nT sea constante.

(¢) La componente i-ésima de la corriente de energia cinética es

2 . 2 . 2 .
w= [@p i Py [@p D Pioran = [y Pos
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j=1

En la dltima igualdad de la primera linea hemos vuelto a usar que fy es una funcién
par del momento. La ayuda del enunciado nos dice cuanto vale la tltima integral, asi
que tenemos

Bri2 o~ 0 ., 5k 0, 5rnk?T OT
qi = — Z f(”T )0ij = — om Oz, (nT7) = T om ox;’ (42)

En la dltima igualdad hemos usado que nT es constante, como obtuvimos en el item

anterior. Asi pues, efectivamente se cumple que g = —kVT, donde
5tnk*T
= 43
K 5 (43)
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Nétese que k es constante (independiente de la posicién).

(d) Del item (a) sabemos que V - ¢ = 0, y del item (c) sabemos que ¢ = —kVT,
donde la conductividad térmica x es una constante. Por lo tanto, la temperatura sat-
isface la ecuacion de Laplace, AT = 0. Asumiendo que T s6lo depende de la distancia
x a uno de los extremos del tubo (digamos el que se encuentra a temperatura 77), la
ecuacién de Laplace se reduce a

T"(x) = 0. (44)

El perfil de temperaturas es pues lineal,
T(x) = A+ Bz, (45)
y podemos fijar las constantes A y B usando las condiciones de contorno,

Ty —T
T, =T(0)=A B:NM:E+BL:B:2L1. (46)

En consecuencia,
To—Th

L
Un comentario: aunque la situacién del problema es estacionaria (nada depende del
tiempo), no es de equilibrio porque tenemos un flujo constante de energia a través de
los extremos del tubo. Por eso la temperatura no es uniforme.

T(Qf) =T+

x. (47)



