Préctica computacional - Modelo de Ising

1. Introduccion

Consideremos una grilla de N = L x L sitios en cada uno de los cuales
hay un spin que solo puede tomar los valores S = 1, —1. Estos spines tienen
interacciones tipo Ising dadas por el siguiente Hamiltoniano:
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Donde la primer suma es sobre primeros vecinos y J y B son pardmetros
que dan la energia de interacciéon entre spines, entre cada uno de ellos y
un campo magnético externo, respectivamente. Supongamos que quere-
mos calcular numéricamente algtiin observable macroscépico a una dada
temperatura 37!, como por ejemplo el valor medio de la magnetizaciéon
total:

(M)=">" psi..sn (S1+S2++Sn). 2)

S1,....,SN

Esta vez la suma es sobre todas las configuraciones posibles de los spines,
Y Dsi,....sx €s la probabilidad de cada configuracién, que segtn el ensamble
canoénico, es:
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donde Z es la funcién de particion:
7 = Z G*BH(SI,M:SN)' (4)
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Si quisieramos evaluar la férmula de la ecuacion 2| tal cual esta planteada,
necesitariamos recorrer todos los estados posibles del sistema (al igual que
para calcular exactamente la funcién de particién, necesaria para calcular
las probabilidades pg, ... 5, ). El problema es que la cantidad de estados es
2V, y solo para N = 100 este ntimero es ridiculamente grande. Ninguna
computadora podria recorrer todos estos estados en un tiempo razonable.
Pero, como sabemos, hacer eso tampoco es necesario, ya que solo una frac-
ciéon de los estados posibles contribuird apreciablemente a la suma en la
ecuaci(’)n Entonces, dado que no podemos recorrer todos los estados, una



estrategia posible seria solo considerar algunos términos de la ecuacién
de una forma tal que estos términos sean representativos de los estados
que tipicamente recorre el sistema cuando se encuentra a temperatura /3 -1,
Estos términos, naturalmente, son aquellos para los cuales la probabilidad
Ps;,....sx €s mayor. Dicho de otra forma, necesitamos “muestrear” la distri-
bucién de probabilidad pg; ... 5., es decir generar estados de forma tal que
la fracciéon de veces que se genera el estado (S1,...,S5n) sea pg, .. sy- El
algoritmo de Metrépolis, que pertenece a la familia mas general de algorit-
mos de Montecarlo, es una solucién a este problema.

2. Algoritmo de Metrépolis

El algoritmo de Metrépolis genera estados secuencialmente, de forma
que cada estado es generado a partir del anterior de forma estocastica. La
secuencia de estados generados es entonces una cadena de Markov, y el
proceso de generacion es tal que la distribucién estacionaria es la distribu-
cién de Boltzmann que se desea muestrear. El algoritmo es muy sencillo, y
para el caso de un sistema de Ising 2D se describe de la siguiente manera:

1. Se selecciona un estado inicial al azar o con algtn criterio. Este estado
se guarda en una matriz S de L x L cuyos elementos son 1 0 —1.

2. Se elige aleatoriamente un sitio de la red. Es decir se eligen coorde-
nadas i y j segtin una distribucién uniforme entre 1 y L (o entre 0 y
L — 1, segtin como se indexen las matrices en el lenguaje que usen)

3. Se calcula la diferencia de energia AE que resultaria de invertir el
estado del spin en la posicion (i, j).

4. Si AE <0, se invierte el spin, es decir que el nuevo estado de la red,
S’, esigual a S excepto en el sitio (i, j), donde S’(i, j) = —S(4, j).

5. Si AE > 0, el spin se invierte con probabilidad p = e=#2F. El nuevo
estado de la red es de nuevo S’, que con probabilidad 1 — p sera igual
a S,y con probabilidad p sera distinto sélo en el valor del sitio (i, j).

6. Se repiten los pasos 2-5 con el nuevo estado 5/, tantas veces como sea
necesario.

Este algoritmo genera una secuencia de estados 51, 52,53, ..., donde ca-
da estado depende solo del anterior de una manera estocdstica (un dado
estado S, puede dar lugar a muchos estados distintos Sj; con distintas
probabilidades). El punto crucial del algoritmo es que las probabilidades
de transiciéon de un estado a a un estado b satisfacen la condicién:
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Esta condicién se conoce como ‘balance detallado’, e implica que el proceso
estocdstico alcanza un estado estacionario donde la probabilidad de obser-
var el estado a es P, x e #Fa, Notar que en ningun paso del algoritmo, ni
en la condicion de balance detallado, es necesario conocer la constante de
normalizacién de la distribucion de probabilidad que se desea muestrear
(en este caso, esta constante es la funcion de particién canénica). Por lo tan-
to, la condicién de balance detallado nos asegura que cuando el proceso de
generacion de estados alcance un estado estacionario (lo cudl se espera que
suceda luego de un nimero suficiente de interaciones) la probabilidad de
cada estado estard dada por el factor de Boltzmann.

Ejercicio: Tiempo de equilibracién. Estudie como evoluciona la magneti-
zacioén y la energia del sistema en funcién del niimero de iteraciones,
comenzando de una configuracién aleatoria. ;Cudntas iteraciones son
necesarias para que estas magnitudes alcancen un equilibrio? ; Depen-
de este tiempo del tamafio del sistema o de la temperatura? Como
ejemplo se muestra la magnetizacion total en funcién del nimero de
iteraciones para L = 16,7 = 2,J =1,B = 0.
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3. Encontrando la transicion de fase

En la seccién anterior vimos como generar estados representativos del
sistema a una dada temperatura. Para cada uno de estos estados podemos
calcular su energia, su magnetizacién, o algtin otro observable de interés.
De esta forma se puede estudiar numéricamente el comportamiento del
sistema a distintas temperaturas. En particular, vamos a estar interesados
en el comportamiento critico del sistema cerca de una transicion de fase.
Para el modelo de Ising en 2D sin campo externo, una solucién exacta fue



obtenida por primera vez por Lars Onsager en 1944. A partir de esta so-
lucién sabemos que existe una transicién de segundo orden entre una fase
ordenada a bajas temperaturas, y una fase desordenada para altas tempe-
raturas. Esta transicién ocurre a una temperatura critica 7. que satisface
kyT./J =2/In(1++/2) ~ 2,2691... (de aqui en mas se toma k;, = 1).

Para hacer una primera caracterizacion de la transicion de fase vamos a
considerar cuatro cantidades relevantes:

Valor medio de la magnetizacion: (M)

Desvio estandar de la magnetizacion: oy = /(M?) — (M)?

Valor medio de la energia: (E)
» Desvio estandar de la energia: op = \/(E?) — (E)?

Por ejemplo, si para una dada temperatura se generaron K estados (luego
de una cantidad de prudente de iteraciones para asegurar que el sistema
termalice), y para cada uno de ellos se calcul6 la magnetizacién, se tienen K
valores M, My, Ms, ..., Mg,y el valor medio serd (M) = (Zszl M)/ K.

Ejercicio: Energia y magnetizacion en funcién de la temperatura. Grafique
en funcién de la temperatura la energia y magnetizacion media para
un sistema con L = 16. Interprete los resultados.

(Coémo calcularia el calor especifico C'y y la suceptibilidad magné-
tica xs? ¢COomo estan relacionadas estan cantidades con las desviacio-
nes estandar de la energia y la magnetizacion? Grafique Cy y x en
funcién de la temperatura y compare los resultados con los esperados
a partir de la solucién exacta y de la teoria de campo medio. Estime el
valor de la temperatura critica para L = 16 y L = 32.

4. Longitud de Correlacién

Otra caracteristica distintiva de las transiciones de fase de 2do orden
es el desarrollo de correlaciones de largo rango dentro del sistema. Para
estudiar este fenémeno consideramos la funcién:

C(ry,72) = (S152) — (51)(S2), (6)

que expresa la correlacién entre un spin en la posicién 7 y otro en la po-
sicién 79. Dada la simetria del sistema, en nuestro caso esta funcién solo
puede depender de la variable R = || — 73|. Para sistemas que tienen in-
teracciones locales y a altas temperaturas se espera que estas correlaciones
decaigan exponencialmente con R:

C(R) x e /¢, 7)
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donde ¢ es la distancia de correlacién, que depende en general de la tem-
peratura (en realidad hay otra dependencia en 1/R que vamos a obviar).
En el limite termodindmico, { — oo para T — T, lo cual indica que en el
punto critico existen correlaciones entre spines sin importar cuan separa-
dos estén. Por supuesto, en un sistema finito la longitud de correlacién no
diverge pero se espera observar un maximo en la temperatura critica.

Ejercicio: Longitud de correlacion en funcién de la temperatura. Grafique la
funcién de correlacién entre un spin cualquiera y los otros de la misma
fila o columna, para distintas temperaturas. Interprete los resultados.
Estime la longitud de correlacion para cada caso y grafique en funcién
de la temperatura (estos resultados pueden ser excesivamente ruidosos
si no se promedia sobre mucho estados, en la figura se muestra un
ejemplopara L =32, J =1y B =0).
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5. Algunos comentarios técnicos

El algoritmo de Metrépolis bésico explicado en la seccion [2 tiene algu-
nas limitaciones. En primer lugar sucede que los estados que genera no son
independientes uno del otro, lo cudl es obvio ya que los estados se generan
modificando el estado anterior. Sin embargo, estas correlaciones disminu-
yen mientras mas iteraciones haya entre un estado y otro. En general, habra
un nimero de iteraciones I, tales que si dos estados estdn separados por un
numero de iteraciones mayor a I,, estos pueden ser considerados como es-
tadisticamente independientes. Por lo tanto, una forma directa de generar
estados independientes seria solo considerar estados separados cada I, ite-
raciones o mds. Esto por supuesto tiene un costo computacional, ya que
debemos correr mas tiempo el algoritmo para generar un dado ntimero de
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Figura 1: Autocorrelacion de la serie temporal de la magnetizacién para un
sitema con L = 32 y dos temperaturas distintas.

estados para tomar datos.

Ademas, el nimero I, de iteraciones necesarias para ‘olvidar’ las corre-
laciones depende de la temperatura. Cerca de la transicién de fase, esta can-
tidad se hace muy grande, por lo que el tiempo que deberia correrse el al-
goritmo para generar muestras independientes también se hace muy largo.
Para ilustrar esto, en la figura[I|se muestra la funcién de autocorrelacién pa-
ra la serie de valores de magnetizacion total M generados por el algoritmo
de Metrépolis para un sistema con L = 32. Se ve que para temperaturas al-
tas (I" = 4), la autocorrelacion decae a valores que fluctuan en torno a 0 para
distancias entre estados mayores a aproximadamente I, ~ 10 iteraciones.
Sin embargo, cerca de la temperatura critica la funcién de autocorrelacién
oscila entre valores positivos y negativos decayendo muy lentamente, y se
ve claramente que el valor de I, que deberia tomarse es mayor a 10°. Este
fenémeno se conoce como ’critical slowing down’, y existen algunas mane-
ras de evitarlo parcialmente. Una posibilidad es utilizar algorimos basados
en el reconocimiento de grupos de spines o “clusters’, que se definen como
regiones formadas por spines contiguos con el mismo valor. Estos clusters
son tratados entonces como una unidad, y la orientacién de todos los spi-
nes correspondiente a un dado cluster es invertida de forma conjunta, de
una forma similar al algoritmo de Metrépolis original.
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