Primera clase de la guia 8:
Teoria de Landau

1 Teoria de Landau

La teoria de Landau es un método aproximado para describir el comportamiento de
cualquier sistema (ya sea una red de espines, un gas, etc) cerca de un punto critico.
Para introducir el método nos restringiremos primero a un sistema de espines, como
el del modelo de Ising pero con un hamiltoniano cualquiera, y después discutiremos
brevemente como se generaliza a otros sistemas.

Consideremos un sistema de N espines con hamiltoniano H a temperatura 7T
Dado un estado o1, ...,0nN del sistema, al promedio

1 N

lo llamaremos la magnetizacién del estado. Fijense que m puede tomar N + 1 valores
distintos, m € {—-1,—-1+2/N,...,1 —2/N,1}. Definimos la energia libre de Landau
f(T,m) por la ecuacién

e~ BNF(T;m) — Z e_ﬂH(Cflw-,UN)’ (2)
oilm
donde la notacién o;|m indica que la suma es sobre todos los estados o1,...,0x con

magnetizacién m. Podemos escribir la funcién de particion candnica en términos de
la energia libre de Landau,

Q(T) = Z e~ BH(o1,.0N) Z Z e~ BH(o1,0N) Z e~ BNf(T;m) (3)

o; m Ui\m m

Como la tdltima suma tiene N + 1 términos, sabemos que podemos aproximarla por
su término mas grande,

Q(T) ~ e ANITm) — —  B(T) ~ Nf(T,m), (4)

donde m es el minimo de f, y F' denota la energia libre de Helmholtz. El error que
cometemos al hacer esta aproximacién es 0F = O(log N), y por lo tanto muy pequeno
comparado con F'. Si repetimos el argumento agregando al hamiltoniano un término
de campo magnético y derivamos respecto a este ultimo, nos damos cuenta de que el
minimo m es también el valor medio de la magnetizacién.



Veamos qué podemos decir acerca de f sin conocer el hamiltoniano del sistema.
Supongamos que el hamiltoniano es invariante bajo la inversién de todos los espines,
H(-o0y,...,—0on) = H(o1,...,0N), como ocurre en el modelo de Ising cuando no hay
campo magnético. En ese caso, a partir de la definicién (2) vemos que f tiene que ser
una funcién par de m,

f(T,=m) = f(T,m). (5)

Supongamos también que, como ocurre en el modelo de Ising, el sistema experimenta
una transicién de fase de segundo orden a alguna temperatura critica 7., por arriba
de la cual la magnetizacion media m se anula y por debajo de la cual toma un valor
no nulo. Cerca del punto critico la magnetizacién media serd pequena, asi que solo
serd necesario conocer f para valores pequenos de m. Expandiendo en serie de Taylor
hasta cuarto orden y teniendo en cuenta la paridad de f, ecuacién (5), obtenemos

F(T,m) = fo(T) + a(T)m* + b(T)m* (6)

donde fy, a y b son funciones desconocidas (su forma precisa dependerd del hamil-
toniano). La primera de estas funciones se suele ignorar porque es irrelevante para
determinar el minimo m, pero acd no lo vamos a hacer. Asumimos que b > 0, porque
de lo contrario f no tendria un minimo absoluto a este orden (se harfa arbitraria-
mente negativa para m grande). En ese caso habria que agregar el término de orden
siguiente. El minimo m satisface la ecuacion

_ 9

om m=m

0 = 2im(a + 2bm?). (7)

Una solucién de esta ecuacion es m = 0. En el caso a > 0, ésta es la tinica solucion y
es un minimo, porque f — 400 cuando m — £o0, asi que

m =0 cuando a > 0. (8)

En el caso a < 0 la ecuacién tiene dos soluciones mas, m = ++/—a/2b, y éstos son
los minimos porque son los primeros extremos viniendo desde +o00, donde f tiende a
+0o (estamos ignorando la posibilidad de que sean puntos de inflexién); en este caso,
la soluciéon m = 0 es un maximo. Asi pues, tenemos

m = %4/ ;—Z cuando a < 0. (9)

Ahora, sabemos que m tiene que ser cero para T > T, y distinto de cero para T < T..
Por lo tanto, de las ecuaciones (8) y (9) vemos que a(7T) es positivo para T' > T, y
negativo para T' < T,. Nétese que esto implica a(T.) =0y a'(T¢) > 0. En la figura 1
se muestra el grafico de f en funciéon de m para dos temperaturas, una mayor y otra
menor a la critica.

Para temperaturas muy cercanas a la critica, podemos escribir m en funcién de
T de manera mas explicita. En efecto, las propiedades de a y b que acabamos de
describir implican que, al orden mas bajo alrededor de T,

a(T) =~ ao(T — T¢) b(T) =~ by, (10)



m

(a) T > T, (b) T <T,

Figura 1: Energia libre de Landau en funcién de la magnetizacién.

donde ag y by son constantes positivas. Reemplazando en (9) se obtiene

0 T>T1T,
n = [ag (11)
+ %(Tc -T) T<T,.

Noétese que m es continua en T = T, pero su derivada no lo es, lo cual indica que
efectivamente hay una transicién de fase de segundo orden a esa temperatura. Ahora
que ya sabemos el valor medio de la magnetizacién podemos obtener la energia libre
de Helmholtz reemplazando en (4),

F(T) fo(T) T>T.
N\ fD)-@mr-T?  T<T,

(12)

y a partir de este resultado podemos calcular varias cantidades de interés (y recorde-
mos, jsin saber practicamente nada acerca del hamiltoniano del sistemal).

Los exponentes criticos «, B, v y 0 se definen a partir del comportamiento de
la magnetizaciéon media, el calor especifico y la susceptibilidad magnética cerca del
punto critico por las ecuaciones

i~ (T, — T)" (h=0,T <T.)

cv ~ [T =T  (h=0)

X~ T =T (h=0)

m ~ b/ (T =T, (13)

donde h denota el campo magnético. Veamos cuanto valen estos exponentes. Primero,
de la ecuacién (11) vemos inmediatamente que § = 1/2. Por otra parte, de (12),

T dS T d*F cvo T>T,
CV = — = ——72 = ag (14)
N dT N dT cvo+ T T < T,
donde cyg = =T f/(T). Como vemos, el calor especifico no diverge ni tiende a cero

cuando T' — T.. El tinico valor del exponente o compatible con este comportamiento



es a = 0. Para determinar los otros dos exponentes criticos tenemos que incluir un
campo magnético h, es decir, tenemos que considerar el hamiltoniano

N
H(O’l,...,O'N):H(O'l,...,O‘N)—hZO‘Z'. (15)
i=1

A partir de la definicién (2), es inmediato ver que la energia libre de Landau corre-
spondiente a este nuevo hamiltoniano es

f(T,h,m) = f(T,m) — hm = fo(T) + a(T)m? + b(T)m* — hm. (16)
El minimo m de esta nueva energia libre cumple
2aim + 4bm® = h. (17)

Esta es una ecuacién cubica dificil de resolver pero, por suerte, no hace falta resolverla
para calcular los exponentes criticos que buscamos. En efecto, derivando esta ecuacién
respecto a h y evaluando en h = 0 obtenemos

2(a + 6bm?)x = 1, (18)

donde m esté evaluado en h = 0 (y por lo tanto es la magnetizacién media en ausencia
de campo magnético, que ya calculamos) y x = 9m/0h|p—¢ es la susceptibilidad.
Usando las ecuaciones (10) y (11) vemos que

1
X = o = { TT) reote (19)
2a+66m7) | ke T<T,

con lo cual v = 1. Finalmente, poniendo T' = T, en la ecuacién (17) obtenemos que,

a esa temperatura,
h 1/3
m=|-— 20
" <4b0> (20)

y por lo tanto 6 = 3. Nétese que hemos podido determinar completamente los expo-
nentes criticos aun sin saber el hamiltoniano del sistema. En otras palabras, jtodos
los sistemas de espines tienen los mismos exponentes criticos!

Bueno, hay que matizar esta ultima afirmacion. Los resultados que hemos obtenido
para los exponentes criticos son los mismos que obtuvimos para el modelo de Ising
en la aproximacién de campo medio (problema 6, guia 7). Pero ya sabemos que
campo medio no da los exponentes criticos exactos, asi que nuestros resultados no
pueden ser més que una aproximacién. ;jDodnde fallamos, dénde estd exactamente la
aproximacién? La clave estd en la ecuacién (19), que muestra que la susceptibilidad
diverge en el punto critico. Tal como hemos definido la susceptibilidad, se trata de una
magnitud intensiva y por lo tanto de orden N°. Si diverge, claramente no podemos
despreciarla frente a magnitudes extensivas, de orden N. Pero eso es mas o menos
lo que hicimos al deducir la ecuacién (4): tiramos términos de orden log N porque
los consideramos despreciables frente a los términos de orden N. Queda claro que no
estuvo del todo bien hacer eso. Por otra parte, recuerden que x es proporcional a la



Figura 2: La red de espines dividida en bloques.

varianza de la magnetizacién. Su divergencia, pues, indica que las fluctuaciones son
importantes, a diferencia de lo que suele ocurrir en sistemas termodindmicos.

Para terminar esta seccién, veamos cémo la teoria de Landau se generaliza a otros
sistemas que no son redes de espines. En general, para un sistema que experimenta
una transicién de fase de segundo orden, existe alguna magnitud (llamada pardmetro
de orden) que se anula a T' > T, y es distinta de cero a T' < T.. En el caso de la
red de espines, el parametro de orden es la magnetizacién. En general, el parametro
de orden no tiene por qué ser un escalar como en este caso, podria ser por ejemplo
un vector. La energia libre de Landau es entonces alguna funcién del parametro de
orden, cuya forma exacta puede ser muy dificil de calcular pero que se podra expresar
como la suma de los primeros términos de su serie de Taylor cerca del punto critico.
Las simetrias del sistema nos dicen qué términos se anulan en esa serie. Por ejemplo,
en el caso de la red de espines, la simetria bajo la inversion de todos los espines
implica que la serie de Taylor de f sélo contiene potencias pares. Y una vez tenemos
la energfa libre de Landau podemos hacer el mismo anélisis que hicimos acé y obtener
los exponentes criticos del sistema.

2 Teoria de Landau-Ginzburg

Por experiencia sabemos que en una transicién de fase suelen aparecer inhomogenei-
dades. Por ejemplo, cuando un liquido hierve no se convierte en gas todo a la vez de
manera homogénera sino que se forman burbujas. Otro ejemplo seguro que lo vieron
en la practica computacional: para redes grandes a temperaturas bajas, el sistema
no siempre se estabiliza en una configuracién homogénea, sino que a veces se forman
dos o més dominios (agrupaciones de espines que apuntan para un mismo lado). La
teoria de Landau-Ginzburg es un método para describir estas inhomoegeneidades.
Consideremos de nuevo una red de espines, y dividdmosla en bloques de volumen
v, mucho mas pequetio que el volumen total V' de la red pero lo bastante grande para
que cada bloque tenga muchos espines (ver figura 2). Sir es el punto central de uno



de los bloques, definimos la magnetizacién local en r como
(r) ! > (21)
m(r) = — Ior
v L 2
1

donde la suma es sobre todos los espines del bloque centrado en r. La magnetizacién
local es pues una funcién definida en puntos discretos y que toma valores discretos. Sin
embargo, dado que v < V' y que hay muchos espines por bloque, podemos pensarla
como una funcién en R? que toma valores reales. Definimos la energia libre de Landau-
Ginzburg F(T;m] por la ecuacién

o BE(Tsm] _ Z e—BH(Ul7-~~7UN)7 (22)

oilm

donde la suma es sobre todos los estados que tienen magnetizacion local m. La no-
tacién F(T';m] indica que F es una funcién ordinaria de la temperatura y un funcional
(funcién de funciones) de la magnetizacién local. Claramente, la probabilidad de un
valor de la magnetizacién local es

o—BF(T5m]
Q

Por lo tanto, la configuracién mas probable es el minimo absoluto de F'. Dado que F
es un funcional, tiene muchisimos minimos relativos, y es de esperar que algunos de
ellos tengan una probabilidad apreciable aunque no sea la maxima.

;, Qué podemos decir de la energia libre de Landau-Ginzburg sin conocer el hamil-
toniano del sistema? Un razonamiento similar al que nos condujo a la ecuacién (6)
sugiere que, para temperaturas cercanas a la critica, F' deberia tener la forma

Plm] =

(23)

F(T;m] = /d?’r [a(T)m? + b(T)m* + (T)(Vm)?] (24)

donde a, b y ¢ no dependen de la posiciéon. En principio también podria haber un
término Fy(T') independiente de m, pero no lo incluimos porque es irrelevante para lo
que vamos a discutir. Esperamos que la configuraciéon més probable sea homogénea,
y por lo tanto asumimos ¢ > 0 (de manera que si m varia con la posicién la energia
libre aumenta). También asumimos b > 0 para asegurarnos de que F' tiene un minimo
absoluto. En estas condiciones, el minimo absoluto de F es m = 0 paraa > 0y
m = +4/—a/2b para a < 0, igual que en la seccién anterior, y por lo tanto concluimos
que a(T) es positivo para T' > T, y negativo para T' < T.. Busquemos ahora los
extremos locales de F'. Tenemos

0=0F = /dSr [(2am + 4bm®)dm + 2cVm - Vém)]
=2 / d3r (am + 2bm> — cV2m) om. (25)
En la dltima igualdad hemos usado que Vém - Vm = V - (§mVm) — é§mV?m, y

hemos asumido que dm se anula en el borde de la regiéon de integracién, con lo cual
la integral de V - (6mVm) es cero (este procedimiento deberia sonarles de mecénica



cldsica). Como la ecuacién de arriba debe cumplirse para cualquier dm, el término
entre paréntesis en la segunda linea tiene que anularse, asi que obtenemos

cV2m = am + 2bm>. (26)

Esta es la ecuacién que deben cumplir los extremos locales de F', y tiene algunas
soluciones interesantes como veremos a continuacién.

Supongamos que la temperatura es inferior a la critica, a < 0. En ese caso, como
dijimos, F' tiene dos minimos absolutos, m = ++/—a/2b. Busquemos una solucién de
(26) que sélo dependa de la coordenada x y que interpole entre estos dos minimos. Si
m s6lo depende de z la ecuacién (26) se reduce a

?m a 2b 4
— =-m+ —m". 27
dz? ¢ + c (27)
Esta es una ecuacién no lineal, que en principio parece dificil de resolver. Sin embargo,
fijémonos: si interpretamos m como la posicién y x como el tiempo, (27) no es mas
que la ecuacién de Newton en una dimensién para una particula de masa 1 sometida
a la fuerza F(m) = (a/c)m + (2b/c)m3. Esta fuerza deriva del potencial
a b
2 77’77,4, (28)

——m
2c 2c

U(m) =

y por lo tanto la energia mecanica

1 /dm\*> o« b
E=_(—] —=m?>— —m! 2
2<d:v> 2" 2" (29)

es una constante. Podemos determinar el valor de F usando las condiciones de con-
torno. Queremos que m interpole entre los dos minimos absolutos de la energia libre de
Landau-Ginzburg, es decir, nuestras condiciones de contorno son m(z) — +/—a/2b
para x — +oo. Como m toma un valor constante en estos limites su derivada tiene

que anularse, asi que
2

a a b /ra\2 a
= 5035~ 30 (35) = 8 (30)

Reemplazando este resultado en (29) obtenemos

dm\®> @ a , b , 1 [a? 2, 32 4 1 (a 2)?
(@) =t oot gt = e (5 o) = (540m)” 0

0, en otras palabras,

dﬂ? RV bc
Esta es una ecuacion diferencial de primer orden que si sabemos resolver. Poniendo
lo que tiene m de un lado y lo que tiene x del otro la podemos reescribir como

dm _ 1 <%+bm2>. (32)

dm dx
=4 , 33
S +bm? Ve (33)




Figura 3: Una configuracion de la magnetizacion local que extremiza la energia libre
de Landau-Ginzburg.

e integrando a ambos lados y recordando que a < 0 obtenemos

— ltanh_1 ( 2bm> = j:m — %0 (34)

—ab —a Vbe

donde xg es una constante de integracién. De esta ecuacién despejamos m facilmente,

m(z) = :F\/jtanh [ ;—:(1‘ - xo)] , (35)

donde hemos usado que la tangente hiperbdlica es una funcién impar. Imponiendo de
nuevo las condiciones de contorno vemos que, de los dos signos posibles, tenemos que
quedarnos con el signo 4+, asi que

m(x) = \/?Ztanh [ ;—:(ZL‘ - xg)] : (36)

Esta es la solucién que buscadbamos, y esta representada en la figura 3 para zo = 0. La
solucién describe una configuracién que presenta dos dominios: a la izquierda de xg, la
mayoria de los espines se orientan hacia abajo, y a la derecha de x( se orientan hacia
arriba. La regién entre los dos dominios se llama pared de dominio. Obviamente, la
energia libre de Landau-Ginzburg de esta configuracién es mayor que la de la solucién
homogénea m = ++/—a/2b (que es el minimo absoluto de F'), pero la diferencia de
energias libres AF' es proporcional al area A de la pared. Por otra parte, la energia
libre Fiyin de la configuracion homogénea es claramente proporcional al volumen V'

del sistema, y por lo tanto
AF A

Fmin > V’
que tiende a cero en el limite termodindmico. Asi pues, si bien esta configuracién tiene
mas energfa libre que la homogénea, la diferencia de energias libre se hace despreciable
en el limite termodinamico, y por lo tanto ambas configuraciones son practicamente

(37)



igual de probables. Eso explica por qué, cuando hicieron la practica computacional,
encontraron configuraciones de este tipo a temperaturas bajas y para redes grandes.

Un dltimo comentario: la teoria de Landau-Ginzburg puede usarse para calcular
la funcién de correlacion, aunque las técnicas que hacen falta para eso quedan algo
mas alla del alcance de esta materia. Cuando uno calcula la funcién de correlacién por
medio de la teoria de Landau-Ginzburg se da cuenta de que la longitud de correlacién
diverge en el punto critico, lo cual es el punto de partida del andlisis basado en el
grupo de renormalizacion.



