
  1

Gran Canonico
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Hemos visto

Microcanonico (ENV)

Canonico (TNV)
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2

1

E(E1+E2) E+2
N1+N2 = N
V1+V2 = V

Pero, que es esto?

N2 y V2 fijos
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* Es decir, el estado exacto de 2, sino todos los compatibles con la condición 
macroscópica elegida

21         EESea 

*

ρ( p1 , q1)∝Γ2(E−E1)
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21 EE 

Solo de E!

ρ(p1 , q1)∝Γ2(E−E1)
    ρ( p ,q)  = e−βH ( p ,q)

El baño solo aparece via T
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El “volumen” asociado sera :

QN (V ,T ) = ∫ d3N p  d3N q

N !h3N e−βH (p ,q)

Integrado para todo p y q
(volumen V)

Aqui aparece Gibbs

Solo unidades

T de baño

[ Ensemble T N V ]
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Tomemos en cuenta que:









)),(exp(

)),(exp(

qpHdpdq

qpHdpdqH
U

β

β

Entonces podemos escribir: 

U= ∂
∂ β

ln [∫ dpdqe−βH ]

Por otro lado:

dA=dU−TdS−SdT=−SdT−PdV

S=−[∂ A∂T ]
N ,V

; P=−[∂ A∂V ]
N ,T

¿



  9

dA=dU−TdS−SdT=−SdT−PdV

S=−[∂ A∂T ]
N ,V

; P=−[∂ A∂V ]
N ,T

entonces

U=A+TS=A−T [∂ A
∂T ]

N ,V
=−T 2 [∂∂T (AT )]N ,V

U=[∂ (A /T )

∂ (1/T ) ]N ,V

=[∂∂ β ( βA ) ]
N ,V

U= ∂
∂ β

ln [∫ dpdqe−βH ]

con      β=1/ kT

ln [∫ dpdqe−βH ]=−βA

                        =−A/ kT

Como vimos

=

U= ∂
∂ β

ln [∫ dpdqe−βH ]



  10

β=1 /kT

ln [∫ dpdqe−βH ]=−A /kT ⇒ [∫ dpdq e−βH ]=e−A /kT

QN (V ,T )=[1N ! h3N ∫ dpdqe−βH ]=e−A /kT

Entonces :

Obtenemos
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despreciable frente a Hi

Que debe cumplir:

Exploremos……
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con

(A=E-TS)

De donde 
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β

β

k

/1
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2

HUcon  
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El máximo del integrando se da en                          por definición EE 

Se cumple entonces que
En 

0)(

0)(

2

2











ETS
E

y

ETS
E

UEE 
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reemplazando

VCTTE
S

E

y
T

S
E

TS
E

ETS
E

111
   

1
        1       0)(

22

2


























Desarrollamos el exponente de la integral
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La mayoria de los estados tienen la misma energía

 NCV 

       0
U

cpero La gaussiana se va a la 

, entonces

   ATVQN β),(ln

Gaussiana!!!
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Sea ahora….
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GC
a

b

c
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canonico

(recordar…)
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QN (V ,T ) = ∫ dp1dp2
1

h3N N !
∑
N 1=0

N N !
N 1 !(N−N 1)!

∫
ν1

dq1∫
ν2

dq2 e
−βH ( p1,q1, N1)+H ( p2,q2, N2)

QN (V ,T ) = 
1

h3N N !
∫dp∫

ν
dqe−βH (p , q , N )

Sea el canonico para el sistema completo

Ahora lo separamos en 2
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QN2(V,T)

ρ( p1 , q1 , N1 )=
1
QN (V ,T ) [

exp(−βH ( p1 , q1 ,N1))

h
3N 1N 1! ]×¿

                      ×[∫ dp2∫
V 2

dq2

exp (−βH ( p2 , q2 , N 2))

h
3N

2N 2! ]

Se puede
reescribir

 ×∑
N 2=0

N
1

h3N 2N 2 !
∫dp2∫

ν2

dq2 e
−βH ( p2,q2, N 2)

QN (V ,T ) = ∑
N 1=0

N
1

h3N 1 N1 !
∫dp1∫

ν1

dq1e
−βH (p1,q1,N 1)× 

Este es el termino de 
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QN (V ,T ) = e−β A     ⇒   
QN 2

(V 2 ,T )

QN (V ,T )
 = exp [−β(A2−A)]

∑
N 1=0

N

∬dq1dp1ρ1  = 1

ρ(p1 ,q1 ,T ) = 
QN 2

(V 2 ,T )

QN (V ,T ) [ exp(−βH ( p1 , q1 , N1))

h3N 1 N1 ! ]
La expresión para la densidad de las variables 1 

Que debe satisfacer

entonces

Donde 

(A2−A) = A (N 2,V 2,T ) - A (N ,V ,T )
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(A2−A) = A (N 2,V 2,T ) - A (N ,V ,T )

(A2−A) = A (N−N1,V−V 1,T ) - A (N ,V ,T )

luego

(A2−A)≈−N1 [ ∂ A2

∂N 2
]N=N 2

−V 1 [ ∂ A2

∂V 2
]V=V 2

Recordemos que 

A  = U−TS      y     dA  = −SdT−PdV +μ dN



  26

)

   (*)

(*) Resulta entonces   )exp(exp))(exp( 2 PVNAA βμββ 

…

A  = U−TS      y     dA  = −SdT−PdV +μ dN

 ρ( p ,q , N ) = 
zN

N !h3N
e−β PV−βH (p ,q)
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ρ(p1 ,q1 ,T ) = 
QN 2

(V 2 ,T )

QN (V ,T ) [ exp(−βH ( p1 , q1 , N1))

h3N 1 N1 ! ]

exp [−β(A2−A )]

exp [−β(PV−μ N )]

 ρ( p ,q , N ) = 
zN

N !h3N
e−β PV−βH (p ,q)
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Sumando e integrando

PV
kT

= logΞ(z ,V ,T )

⟨N ⟩=z ∂
∂ z

logΞ(z ,V ,T )
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Que significa 

Ξ(z ,V ,T )   = ∑N
zNQN

Funciones de particion de N particulas

Pesos de las conf de N

z=eβμ
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Tenemos entonces este conjunto de ecuaciones

 

 

)exp(

,,log

,,log

βμ

Ξ





Ξ

z

TVz
z

zN

TVz
kT

PV

⟨E⟩=− ∂
∂β

logΞ(z ,V ,T )
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)log(
1

)log(
2

2

2
Ξ




Ξ









μβz
z

z
z

βμez 

Ξ N
NQz
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22
2

2

2
)log(

1
)log( NN

z
z

z
z Ξ




Ξ









μβ

A(N−1 )−A (N )=−μ+PV
a=μ−Pv=

a (v )=μ+v (∂ a∂ v )
,....)1(,...)(  NANAa

a es por partícula 
!
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Tenemos que μ  = a(v )−ν
∂a(v )
∂ν

P  = −
∂a(v)
∂ v

 = −
∂ A (V )
∂V

 22
2

2 1
NN

kTV
P 





μ
Queremos calcular

Tenemos

∂ ²P

∂μ2
 = -

1

ν2

         1

−ν
∂2 a(ν)

∂ν2

 = 
-1

ν3

1
∂P /∂ ν
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κT=
1

v (−∂P
∂ v )

Que pasa en coexistencia?

Finalmente

TV

kT


las fluctuaciones se
van a 0
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Con

Ademas
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kT 2 [ d Ud T ]
z ,V
=kT 2 [∂U∂T ]

N ,V
+kT 2 [ ∂U∂N ]

T ,V
[∂ N∂T ]

z ,V

βμμ

μ



Ξ



Ξ






'

ln
'

ln

con

z
zN

Entonces:

(∂N∂ β )μ ',V
=( ∂U∂ μ ' )β ,V

U=−(∂ lnΞ
∂ β )

[ ∂U∂ μ ' ]=[
∂U
∂N ][ ∂ N∂ μ ' ]=[

∂U
∂N ] (⟨N2

⟩−⟨N ⟩2 )

Ademas

)log(
1

)log(
2

2

2
Ξ




Ξ









μβz
z

z
z

β








T
kT 2
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Con

Ademas
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NkTPV

TzVf
z

zN



Ξ



 )(log

como

obtenemos

en un gas ideal
cada particula
esta delocalizada
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[ ver 12 ]
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(a menos de una cte. aditiva)

( dado V existe N maximo, maximo empacamiento)

PdVdA

TdSSdTPdVTdSdA

TdSSdTdUdA

TSUA

T 







N
NQzΞ

(Condiciones sobre la funcion QN)

A Temperatura fija.
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con
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exp (Vφ (v , z ))=exp (Vf ( v )+Vv log z)=eNvf ( v )eN log z

















Ξ

Ξ

00

0

)),/(exp()),/(exp(),( 

   ),(

NN

N
N

N

zNVvNzNVVVz

QzVz



N
NQz

O sea escribimos Ξ como una  de exponenciales!
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(luego la serie anterior es hasta N0 )

Tengamos en cuenta que ∂2

∂ (1 /v )2
φ=∂

∂1 /v
∂φ
∂1 /v

=∂
∂1 /v

∂φ
∂ v

∂ v
∂1 /v

v=1/ x
∂ v
∂1 /v

=−
1

x2
=−v 2

∂
∂1 /v (−

∂φ
∂ v

v2)=(−v2 )(−∂
2φ

∂ v2
v2−

∂φ
∂ v

2v )⇒ v 4(∂
2φ
∂ v2

+
∂φ
∂ v

2
v )≤0
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[*]

(un termino del polinomio)
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0
2

2

2











vvv


( )


v

v

vPdv
v

vf
0

)'('
1

)( βy

b)

(sobre la isoterma)

Según vimos



  46(las integrales no varían al movernos en el intervalo)

(Por                      )

Se demostro b)

),(log
1

0 Vz
V

Ξ
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)~()]~()~()'('[ 00

0

vPvvPvvvPdv
v

v



Con las figuras del Huang

Para todo ~ν Mayor que el de maximo empacamiento hay solución

Hay un valor de z que corresponde a todos los valores de υ coñ̃
̃  

ν1⩽ν⩽ν2

̃̃
̃  

A B
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Definición de W(N)(proba no normalizada de tener N particulas)
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β P0+

Que se puede reescribir :

En la region de coexistencia 
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es

es

(Solución fuera de coexistencia)

De donde
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(Como hicimos el canonico)

Otra forma de calcular GC
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  56



  57



  58



  59



  60

d

(para la probabilidad)



  61



  62
XdXdEdEdd ββ log
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Γ terminos



  64



  65



  66O sea escribimos Ξ como una  de exponenciales!

Consistente con














ΞΞ
000

)),/(exp()),/(exp(),(    ),(
NNN

N
N zNVvNzNVVVzQzVz 

exp (Vφ (v , z ))=exp (Vf ( v )+Vv log z)=eNvf ( v )eN log z
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z>z0



v

z<z0

z=z0

v1
v2
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  69

N
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Con x=εβ



  71



  72

arctanh( )
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  75

-(1/T) 



  76
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Como es el estdo del sistema en U=1 y U=-1

1 Unico estado!
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Que pasa si

Distinguibles

No Distinguibles
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