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Fisica Tedrica 3 — ler. cuatrimestre de 2019

Guia 6: Estadistica cudntica I1

Calcular log Zgc para bosones no interactuantes de espin s, contenidos en una caja
de volumen V, en d dimensiones y con una relacién entre la energia y el impulso
€(p) = ap™, donde x y n son mayores que cero y d > 1. (Por analogfa con el caso
usual, conviene definir una longitud térmica A proporcional a 3'/™.)

Encontrar la relacién entre la energia media y PV.
Encontrar el méximo valor permitido de z.

Demostrar que la contribucién Py del nivel fundamental a la presién, que es una
funcién creciente de z, tiende a cero en el limite termodindmico. Es decir, mostrar que
Po(z) < Po(Zmax) — 0 cuando N — co y v = V/N se mantiene constante.

Encontrar la ecuaciéon que define z en términos de N, V' y T.

Demostrar que si N > 1 (pero no infinito) para que haya una fraccion f = No/N de
particulas en el nivel fundamental, con 1/N <« f < 1, debe ser z ~ 1 —1/fN.

Suponer que vale lo anterior. Entonces, fijada f encontrar una ecuacién para v/A4.

El valor de v/A?4 determinado por la ecuacion anterior depende de N y de f. Si al
hacer N — oo ocurre que v/A? — 0, entonces, para tener una fraccién f de particulas
en el nivel fundamental, o bien la densidad requerida es infinita (i.e. v = 0), o bien la
temperatura debe tender a cero (i.e. A — o0). En tales casos, no hay condensado en
el limite termodindmico. Analizar lo que ocurre con v/A? cuando N — oo y dar las
condiciones para que pueda existir condensado a temperaturas mayores que cero y
densidades finitas. Las funciones g, (z) divergen cuandoz — 17 si v < 1.

Primera aplicacién: jpuede haber condensado en el limite termodindmico para un gas
bidimensional con € = p?/2m?

Siguiendo con el caso anterior: limite termodindmico significa estrictamente N — oo.
Escribir de manera explicita v/A* como funcién de N y de f y argumentar que, en
el caso bidimensional, el resultado de que no hay condensacién en el limite termo-
dindmico no dice mucho acerca de situaciones experimentales reales, donde N estéd
acotado, digamos, por el niimero de nucleones que forman el planeta Tierra.

Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado: en el limite
termodindmico, jcudl es el valor critico del pardmetro v/A¢ a partir del cual es f > 0?

Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado, encontrar, en el
limite termodindmico, la fraccién de particulas en el nivel fundamental: i) como fun-
cion del pardmetro v/A4, ii) como funcién de la temperatura, asumiendo v constante,
iii) como funcién de v, asumiendo T constante. Graficar parad =3y n = 2.

Un tratamiento alternativo al anterior para determinar si hay o no condensado consiste
en analizar gréficamente la forma que toma la ecuacién que determina A4/v como
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funcién de z. A partir de la ecuacién que determina N como funcién de z, despejar
una ecuacioén de la forma
}\d

T :F(AvNaZ)a (1)

y analizar la gréfica de F, considerada funcién de z, a medida que el pardmetro N se
hace mds y més grande. En el limite N — oo, F no es una funcién propiamente dicha,
pero el problema grafico de encontrar la solucién de la ec. (1) contintia estando bien
definido. Encontrar la condicién para que haya condensado y el valor critico de A4 /v
en caso de que lo haya.

n)* En la mayoria de los libros se encuentran las siguientes férmulas, vélidas en 3
dimensiones y para € = p?/2m,

1595/2(2)  993/2(2) v (1>
Cv o 4 93/2(1) 491/2(2)) A3 A3/ crit
kN 15 v v Vv
ZF 95/2(1)) 7\73 < (}\73>crit '

Encontrar la generalizacién de estas férmulas para bosones en una caja de d dimen-
siones y con € = op", asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber
condensado.

i) * Encontrar la generalizacion de las ecs. 12.62 a 12.66 de la 2da. ed. del libro de Huang.

2. Suponga que la funcién de particion de un sistema bosénico es tal que

2
log Zae = —log(1 —z) +2VT3/? log (2—) .

Esto no pretende ser la ecuacién de ningtin sistema real, pero se ajusta al objetivo del pro-
blema, a saber: ver como aparecen las discontinuidades en las funciones termodindmicas
(o en sus derivadas) cuando N — oo. La eleccién de la ecuacién fundamental permite
encontrar z explicitamente, sin necesidad de invertir las funciones g, sino resolviendo
una simple cuadrética. Aunque todo puede resolverse sobre el papel, el objetivo no es
ese. El problema soélo tiene sentido si se trabaja en la computadora y se pueden hacer
los gréficos de manera inmediata.

a) Demuestre que la ecuaciéon que determina z en términos de N, v y T es una cuadratica.

b

)
) Encuentre el valor critico del pardmetro vT3/2,

c) Encuentre la solucién de la cuadrética que corresponde al caso fisico con 0 < z < 1.
d) Grafique la fraccién ny de particulas en el nivel fundamental como funcién de T para
vy N constantes. Observe qué ocurre al tomar valores cada vez mayores de N.

e) Grafique la Pv como funcién de v para T y N constantes y analice lo que ocurre al
tomar valores cada vez mayores de N.
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f) Grafique la energia por particula U/N como funcién de T para v y N constantes y
analice lo que ocurre al tomar valores cada vez mayores de N.

g) Idem para el calor especifico a volumen constante.

3. Este es otro problema que puede resolverse exactamente pero que adquiere mucho mas
significado si se hacen los gréficos en la computadora para valores crecientes del nimero
de particulas, como en el problema anterior. Se trata de un sistema de dos niveles. El
nivel fundamental tiene energia cero y es no degenerado. El nivel excitado tiene energia
€ > 0 y una degeneracion proporcional al volumen, g = «V.

a) Demuestre que la ecuacién que determina z en términos de N, vy T es una cuadrética.

b) Siguiendo el procedimiento del problema 1, demuestre que es posible tener una frac-
cién 0 < f < 1 de particulas en el nivel fundamental en el limite termodindmico para
valores no nulos de T y v.

c) Escriba la condicion critica que deben satisfacer T y v para que haya fase condensada.

d) Tomando € = 1, « ~ 10 y v ~ 1, resuelva numéricamente z en funcién de N y T.
Grafique, en funcién de T y para valores fijos y crecientes de N: i) la fraccion de
particulas en el nivel excitado, ii) la energia por particula, iii) el calor especifico a
volumen constante y iv) la presion. Incluya en los gréficos la linea de referencia en el
valor de la temperatura critica para el valor elegido de v.;Qué comportamiento espera
para valores mayores o menores de o y v? Verifiquelo en sus graficos.

4. Considere un gas ideal de Bose—Einstein cuyas particulas tienen grados de libertad
internos. Asuma que s6lo es necesario tomar en cuenta el primer nivel interno excitado,
con energia €; por encima del nivel fundamental de energia E = 0. Si la temperatura
critica del gas sin grados de libertad internos es T?, muestre que en los limites en que
er > kT? y e < kT? la temperatura critica del gas que si tiene grados de libertad
internos es, respectivamente,

c _26—61/kT£ L N 1 2/3 - 24/3 e, 1/2
TO T~ 3¢(3) 0 \2 3¢(3) \kT? '
Férmulas utiles:
2 re— — (—1)™
gv(z):z—i—%—i—..., gv(e“):(odvv)—i—z(n!) ((v—m)a™.

5. Considere un gas de bosones de espin 1, a temperatura T y densidad 1/v. Si se aplica
un campo magnético H, la energia de las particulas adquiere una contribucién —Hmys,
donde s puede tomar los valores —1,0 y 1. Asumir que H y m, son mayores que cero.

a) Escribir las energias de los autoestados de las particulas y los correspondientes ntime-
ros de ocupacion, definiendo fugacidades efectivas z, = exp[p (1 + Hmos)] = ze**.
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b) Escribir la ecuacién de estado en forma paramétrica: PV y N como funciones de z
y T. Tener en cuenta que puede haber una fase condensada. Interpretar los limites
x—=0y x— oo.

c) Escribir la ecuacién que determina la temperatura de condensacién T, y resolverla
de modo aproximado en los casos en que x, evaluada en T., sea mucho mayor que
1 o muy préxima a cero. Las férmulas dadas en el enunciado del problema anterior
también pueden ser ttiles aqui.

6. La condensacion de Bose—Einstein fue experimentalmente obtenida por primera vez
en 1995, confinando a las particulas mediante potenciales armoénicos. Suponga que las
particulas estdn atrapadas en un potencial de la forma V(r) = Jmw?r?. Los estados
de una particula estdn dados entonces por 3 ntiimeros, ny, ny y n,, enteros mayores o

iguales que cero, y la energia de cada estado es
Engny,n, = hw(nx + Ty + nz)-

(El cero de energia se ha redefinido para anular la energia del nivel fundamental.) Los
primeros items analizan el paso en la suma a una integral; los tltimos, la formacion del
condensado.

a) Escriba el nimero medio de particulas en los niveles excitados como una suma sobre
los estados de una particula. Ignorando por ahora los problemas asociados al nivel
fundamental, ;qué condicién debe pedirse para poder aproximar la suma por una
integral?

b) Para pasar de la suma sobre estados a una integral, calcule el nimero Q(n) de estados
de una particula con una dada energia, E,, = nhw (que equivale a distribuir n libros
iguales en 3 cajas distinguibles), reescriba la suma sobre estados como una suma
sobre n con multiplicidad Q(n), y, por dltimo, aproxime la suma por una integral,
asumiendo que las contribuciones dominantes provienen de términos con n > 1. El
numero medio de particulas en los niveles excitados debera quedar en términos de
alguna de las funciones g, (z).

c¢) (Opcional.) Un método alternativo para transformar la suma en una integral consiste
en escribir una integral para cada una de las sumatorias, sobre n,, ny y n,, respectiva-
mente. La integral tridimensional resultante involucra una funcién de n, +ny +n,,y
puede reescribirse de manera més sencilla observando que el integrando es constante
sobre planos de la forma n, +ny +n, = c. En el octante n,,ny,n, > 0 estos planos
definen tridngulos equildteros de lado ¢, con normal (1,1,1)/ V3. Calcule el volumen
infinitesimal que corresponde a cada tridngulo en términos de c y dc y reescriba la
integral como una integral sobre c. Reobtenga asi el resultado del item anterior.

d) (Opcional.) Un método alternativo para transformar la suma en una integral consiste
en aplicar directamente la aproximacién semiclésica a la suma sobre estados, haciendo
3,43 . . .
el reemplazo Y .40 — | S5-2. Reobtenga asi el resultado de los items anteriores.
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e) Teniendo en cuenta la poblacién del nivel fundamental y el resultado para el niimero
de particulas en los niveles excitados, escriba la ecuacién que relaciona N con z.

f) Aplicando los mismos criterios que en el problema 1 diga si hay o no condensado.
g) Halle la temperatura critica y discuta el limite termodindmico.

h) Calcule la energia del gas para temperaturas por debajo de la critica.

7. Pruebe que la entropia por fotén en la radiacion de cuerpo negro es independiente de la
temperatura, y en d dimensiones espaciales estd dada por

Lot g it

=1
Yot ¢(d)

Pruebe que la respuesta hubiera sido s = d + 1 si los fotones obedecieran la estadistica

s=(d+1)

de Boltzmann.

8. Considere un sélido de n dimensiones con excitaciones que tienen una relaciéon de
dispersién w = ok®, donde w es la frecuencia angular, k el médulo del vector de onda
y « una constante. Cada excitacién contribuye a la energia con € = hw.

a) Calcule la densidad de estados g(w) en la aproximaciéon de Debye, es decir conside-
rando al sélido como continuo. Escriba la expresion para la energia del sistema.

b) Demuestre que para temperaturas muy bajas la dependencia del calor especifico con
la temperatura es Cy ~ T™/s.

c) ¢Cudl es la dependencia de Cy con la temperatura en el limite de temperaturas altas?
En el mismo limite, ;como depende de h? No hace falta hacer cuentas.

9. En un monocristal de sodio metdlico, cada dtomo de sodio tiene un solo electréon que
contribuye a la conduccién. Asuma que los electrones no interacttian entre si ni tampoco
con el cristal, de forma tal que pueden considerarse como libres. La tnica contribucién
al calor especifico serd la proveniente de las vibraciones de la red y de la energia cinética
de los electrones de conduccion.

a) Encuentre la temperatura de Debye.

b) Encuentre la temperatura de Fermi.

c) ;Coémo serd la dependencia de Cy con la temperatura cuando T — 0?
)

d) ¢Cuanto valdrd aproximadamente Cy a temperatura ambiente?

Datos:

Densidad del sodio metalico = 1,6 x 1023 cm 3. Velocidad del sonido en el sodio metélico = 5
km/s. k =14 x 10723] /K, h = 10734 J s. Masa del electrén = 9,1 x 10731 kg.



