Teoria Avanzada de la Termodinamica — 2do cuatrimestre de 2020

Guia 4: Relaciones de trabajo cldsicas y motores moleculares

1. Consideremos un sistema (por ejemplo, una goma eldstica) en contacto con un reservorio térmico a
temperatura T (por ejemplo, el aire), y sea A un pardmetro del sistema que controlamos externamente
(por ejemplo, la longitud de la goma). Supongamos que a tiempo ¢ < 0 el sistema estd en equilibrio con
el reservoriocon A = A;, y que en el intervalo 0 < ¢t < 7 lo perturbamos (de forma posiblemente violenta)
aplicando un protocolo A = A(t) con A(0) = A; y A(7) = Ay. A partir de entonces mantenemos A = Ay
y eventualmente el sistema alcanza de nuevo el equilibrio con el reservorio. En estas condiciones, la
segunda ley de la termodindmica nos dice que el trabajo W que hacemos sobre el sistema debe cumplir
W > AF, donde AF = F(Ay) — F(4;) es la diferencia de energfas libres entre los macroestados de
equilibrio inicial y final. Sin embargo, este trabajo es una variable aleatoria: depende de las posiciones
y momentos iniciales de todas las particulas del sistema, que estdn distribuidos segin el ensamble
candnico,
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y también de las perturbaciones aleatorias debidas a la interaccion del sistema con el reservorio. No es

e PH(qi.pis i)
b

p(qi, pi) =

dificil imaginar realizaciones del proceso en las que se viola la segunda ley; lo que esperamos es que
estas realizaciones tengan una probabilidad muy baja cuando el sistema es macroscopico, aunque quiza
no lo sea tanto si el sistema consta de pocas particulas. Estas posibles violaciones de la segunda ley
estdn limitadas por la identidad de Jarzynski,
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Por otra parte, sea p(W) la densidad de probabilidad para un trabajo W, y sea p*(W) la densidad de
probabilidad correspondiente a aplicar el protocolo inverso, 1*(¢) = A(t — t). Estas dos densidades se
relacionan por el teorema de Crooks,
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que nos dice que, si W es un trabajo que cumple con la segunda ley para el protocolo original, W > AF,

entonces la probabilidad de que ocurra —W en el protocolo inverso (lo cual violaria la segunda ley
porque —W < —AF) estd exponencialmente suprimida.

a) Teniendo en cuenta que (f(x)) > f({x)) para toda funcién f convexa, muestre a partir de la
identidad de Jarzynski que la segunda ley se cumple en promedio, (W) > AF.

b) Muestre que la identidad de Jarzynski implica P(W < AF — ) < e 3¢, es decir, la probabilidad
de observar violaciones de la segunda ley estd exponencialmente suprimida.
(Esta cuenta es muy sencilla pero hay que tener una idea; si no se le ocurre como hacerla, consulte
este review del propio Jarzynski.)

¢) Muestre que el teorema de Crooks implica la identidad de Jarzynski.

d) A partir del teorema de Crooks muestre que P(W < AF — ) < e PEP*(W > —AF + (), que es
un resultado més fuerte que el del item (b).


http://www.bourbaphy.fr/jarzynskitemps.pdf

2. Si p(W) es gaussiana, demostrar que la identidad de Crooks implica que p*(W) también debe ser
gaussiana, y viceversa. Demostrar que deben tener la misma dispersién o2 y que, si sus valores medios
son Wy W, se cumple

W-W =2AF.

3. El sistema unidimensional de la figura consiste en una particula de masa m y en dos resortes de masa

despreciable, longitud natural nula y constante eldstica k = mw?.
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La particula s6lo se mueve en el eje horizontal, entre mas y menos infinito. El punto A estd fijo en el
origen, y la posicion L(¢) del punto B se controla externamente. El hamiltoniano del sistema es
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Parat < 0, L(t) = L; y el sistema estd en equilibrio con un reservorio a temperatura 7. Para0 < ¢ < 7,
el sistema se aisla del reservorio y L(¢) varia de acuerdo con
L(t) = L; +vt,
donde v es una constante.
a) Calcule la funcién de particién candnica Z(L) = / dxdpe PH*P:L) |y a partir de ahi obtenga la
diferencia AF = F(Ly) — F(L;) entre las energias libres inicial y final, donde Ly = L(7).

b) Calcule la densidad de probabilidad p(W) para el trabajo realizado sobre el sistema, asi como la
densidad de probabilidad p*(W) correspondiente al protocolo inverso, L*(t) = L(7 —t).

¢) A partir de los resultados de los dos items anteriores, verifique que se cumple el teorema de
Crooks, y por lo tanto también la identidad de Jarzynski.

d) Elija valores para los parametros del problema, y grafique las densidades p(W) y p*(-W).

Ayuda para el item (b). Primero de todo, deberd encontrar la solucion general a la ecuacion del
movimiento
¥+ 2w%x = W (L; + vi)

en términos de las condiciones iniciales x; = x(0) y p; = p(0). El trabajo realizado sobre el sistema con
estas condiciones iniciales es
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La densidad de probabilidad para el trabajo estd dada por la férmula de la guia 1,
pW) = [ dvidps plas pSW = Wi, o),

donde p(x;, p;) = e PHGPiLi) 17 (L) es la densidad de probabilidad para las condiciones iniciales
xi, pi- Una de las integrales siempre serd facil de hacer usando la delta de Dirac, y la otra integral serd
una gaussiana. El resultado de hacer ambas integrales, entonces, serd una distribucién gaussiana para
W, de modo que queda univocamente determinada simplemente por los dos primeros momentos de la
variable aleatoria W, lo que permite evitar el cdlculo explicito de la ecuacion de arriba. Por dltimo, para
calcular p*(W) no hace falta repetir todas las cuentas: simplemente notar que todo es igual que en el
protocolo directo salvo que L = Ly v* = —v.

. Los motores moleculares (como la kinesina, que de manera aparentemente mdgica “camina” por los
microtibulos de la célula) usan las fluctuaciones estadisticas como parte esencial de su funcionamiento.
El siguiente es un modelo sencillo de motor molecular. El motor se representa por una particula que se
mueve en una dimension. En el instante inicial # = 0 la particula se encuentra en uno de los minimos de
un potencial periédico asimétrico, como se muestra en la figura.
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Entre los instantes t = 0y ¢ = 7, el potencial se “borra” (lo cual modela la absorcién por parte del motor
de energia proveniente de la hidrdlisis del ATP, que le permite escapar del potencial). En ese lapso de
tiempo, el motor describe un movimiento browniano, de manera que la densidad de probabilidad para
su posicién es

e—(x—xi)2/4Dt,
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donde D es el coeficiente de difusion. En el instante ¢ = 7 el potencial “reaparece”, y la particula rueda
hasta el minimo del potencial en el valle donde ha caido. Ahi el ciclo vuelve a empezar. Dado que el
movimiento browniano es isétropo, cuando el potencial desaparece la particula tiene igual probabilidad
de ir hacia la izquierda o hacia la derecha, pero, debido a la asimetria del potencial, si se va un poquito
hacia la izquierda va a volver al mismo minimo de partida cuando el potencial reaparezca, mientras que
si se va un poquito hacia la derecha va a caer en el minimo siguiente. En promedio, eso hace avanzar a
la particula de izquierda a derecha.

Supongamos por simplicidad que la separacién / entre minimos es muy grande comparada con D7, de
manera que la probabilidad P(x;|x;) de pasar de x; a x; en un ciclo es cero para j # i,i+ 1y
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Si (x), = X2_ xiP,(x;) es el valor medio de la posicién en el paso n, calcule la velocidad media

i=—00

V= ({()ne1 — () /7.



