Guia 1: Probabilidades

Termodinamica Avanzada - 2°C 2020

En estas notas veremos los problemas 1 y 3 de la gufa 1 (Probabilidades). El ejercicio
1 (dispersién de particulas) posee dos items: el item a) sale en un renglén y no representa
mayor complicacién més que entender el enunciado. El item b) es, quizds, el més enriquecedor
de este problema y consta de dos partes; la primer parte del ejercicio es tratar de entender
la “geometria” del mismo - donde tendremos que ver quiénes son los angulos, normal, etc
involucrados alli - mientras que en la segunda parte (ahora ya si conociendo los angulos y
deméds) vamos a calcular la densidad de probabilidad correspondiente.

Por otro lado, y ultimo, resolveremos el primer item del problema 3 que trata de hallar la
densidad de probabilidad para el caso donde nuestras variables obedecen una distribucién del
tipo caminata al azar discreta.
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1. Dispersion de particulas

Antes de comenzar a resolver el ejercicio vamos a aclarar algo de notacién: en el enunciado
nos dicen que la densidad de probabilidad es I(p); sin embargo, en el item a) nos preguntan
por la densidad de probabilidad (marginal) y la denotan como p(p). Para fijar la notacién, de
ahora en mas (en este ejercicio) vamos a denotar a la densidad de probabilidad como I.

En general, para hallar la densidad de probabilidad marginal de cierta variable X, debemos
integrar la densidad de probabilidad total (o conjunta) en las otras variables. Esto es, por
ejemplo, dada una densidad de probabilidad conjunta fxyz(z,y, z), para hallar la densidad de
probabilidad marginal de la variable X lo que hacemos es

fX(l"): / fXYZ(l'a%Z)dydz (1)



Teniendo esto en mente, para hallar la densidad de prob. marginal 1,(p) lo que tendremos
que hacer es integrar en la variabl ¢ la densidad total, es decir I(p) (independiente de ¢ segin
el enunciado).
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L) = [ He)io = 2r1(p) ©)

Notar que si integramos en la variable p, el resultado integra a 1 como es de esperar:
/ L(p)dp = 27?/ I(p)dp =1 (3)
0 0

1.1. Hallando la densidad de probabilidad

El problema nos pide que hallemos la dens. de prob. I;(f), pero para eso debemos saber
quién es el angulo 0 primero. Como la situacion trata de un choque eléstico, p; = . = @y
por lo tanto 7w = 6 + 2¢ (ver Fig[l).
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Figura 1: Particula que se mueve segtin el eje Z donde la misma incide con un dngulo ¢; y es dispersada
por un angulo ., ambos respecto a la normal 7.

El objetivo es ver quién es 6, pero el mismo lo tenemos escrito en términos de ¢ que no es
dato. Entonces para averigiiar # primero tenemos que ver quién es . Para eso vamos a tener
que hallar la normal 7; luego, ¢ = arctan (|n,,/n.|) donde n; son las componentes del vector 7

con ngy, la proyeccién en el plano zy (ng, = /n2 + n2).
Vamos a parametrizar al paraboloide segin

i = (pcos ¢, psin g, ap?) (4)

Las direcciones tangentes vendran dadas por
U, = (cos ¢,sin ¢, 2ap) , Uy = (—psing, pcos ¢,0) (5)
Luego,

—

it =i, X iy = (—2ap® cos ¢, —2ap” sin @, p) (6)



Pero antes de seguir hay que notar una sutileza: este 7 que acabamos de hallar apunta en
la direccién contraria segun la figura (seria la normal interior) ya que estamos en —Z. Por lo
tanto, el 77 que nos interesa serd 7 — —n. Teniendo esto en cuenta, el angulo ¢ serd

¢ = arctan (2ap) — 0 = m — 2arctan (2ap) (7)

Hasta aca lo que hicimos fue estudiar la parte “geométrica”, que como vemos no represento
problema alguno (creo). La idea a continuacién sera hallar la distribucién ,(0) ahora que ya
sabemos quién es el angulo . Para eso vamos a ver dos formas de hallar dicha distribucion:

8\1 Como la probabilidad se conserva a lo largo del haz,
1,(p)dp = 1.(9)d0 (®)

La idea ahora serd cambiar de la variable p a la variable 6 para luego identificar 1,(6).
Para eso, a partir de la Ec. obtenemos que

1 m—0 1 do
=g (), Y e (50) v

Luego,

1 ™—0 dp 1 m™—40 1 1

y por lo tanto la dens. de prob. en la variable # resulta

1(6) = —1I, (% tan (W - Q)) - Cosi = (11)

Pero esta densidad es negativa! )

. Dénde estuvo el error? — el Jacobiano debe ir con médulo!
dp dp
20 — ‘@ (12)

De esta manera, ahora si, la densidad resulta igual que la Ec. pero con el signo
adecuado ©

O Otra forma de hallar la distribucion en la variable deseada es usando la siguiente defi-
nicién: Dadas N variables aleatorias {X;} (i = 1,...,N) cuya dens. de prob. conjunta

fg(s):/dxl.../ den 0(s — G(z1, ..., oN)) fxy, xn (T1, oy TN) (13)

En nuestro caso, la prob. conjunta viene dada por I(p), la nueva variable es 6, y la funcién
G(Xy,...,Xn) = —2arctan (2ap) + 7. De esta manera resulta

o0

1;(0) = / dp 6l — (m — 2arctan (2ap))|1,(p) (14)

—00



Notemos que la variable de integracion p, en la delta, se encuentra dentro de una funcién
(arctan), entonces para poder “aplicar” la delta lo que tendremos que usar serd que

Sgx) = % (15)

i
donde z; son los ceros de la funcién g(x). En este caso, los ceros (un tinico) vienen dados

por

4o
1+ 4a2p?

= 4a cos? <7TT_9> (16)

que reemplazando en la integral obtenemos, al igual que antes,

L(0) =1, (% tan (” 5 9)) o COS; =) (17)

2. Desplazamientos discretos

4 /
po = — tan 5 = 9 (P)lpo =

PO

En este ejercicio la idea es hallar la dens. de la nueva variable S = X; 4+ --- + Xy, dada la
densidad px,(x) de las variables X;. En nuestro caso, las densidades de las variables son todas
iguales, px,(x) = p(x), y viene dada por p(z) = pd(z — a) + ¢é(x +a) con ¢ =1 — p.

El ejercicio plantea una sugerencia que es o bien hallar la dens. usando la delta, o bien
usando la funcion caracteristica. El primero consiste en usar la ec. ,

ps(s) = / dry..dey0(s — 21 — ... — TN)DPxy . xx (1, o TN)
= / dxypx, (z1) - / deyo0(s —x1 — ... — TN)Pxy (TN) (18)
y es lo mismo que hicimos antesﬂ Recordar que podemos escibir la delta segin
5(z) = — 7dk ika (19)
) =— e
2m

En este caso, esta forma de resolver el ejercicio es medio tedioso y para nada lindo. Sin
embargo, esta el otro método que resulta mas sencillo; veamos como trabajar con la funciéon
caracteristica (o funcién de particion).

Calculamos la funcion caracteristica para la variable S segin

Zs(ik) = / dzy...dzry eikS(Xl"“’XN)pmlwa(xl, i TN) (20)
Como las variables son independientes y poseen la misma dens.

00 N

Zg(ik) = /dxeikw(pé(x—a)+q5(x+a))

— 00

!Notar que acd, dada la distribucién, quedardn productos de deltas, [ dxd(a —z)d(z — B) = §(a — B).

— 00



N
ika —ika\ N N r_ikra N—r —ika(N—r)
(pe™® + qe*?) ZO <r)p g (21)

A partir de la funcién caracteristica Z, calculamos la densidad de la nueva variable S
antitransformando la expresion. Esto es

N

1 i ' ) 1 N T -r i —ik(s+aN—2ra
ps(s) = o / dk e= ™ Zg(ik) = %Z < )p g~ / dk ¢~ ik(s+aN—2ra) (22)
r=0

r
—c0 —o0
Si vemos la expresion para la delta, ec.(19), podemos ver facilmente que la integral no es
otra cosa mas que

/ dk e~ ksTaN=2ra) — 9n5(s 4+ aN — 2ra) (23)

— 00

donde usamos que la delta es una funcién par, §(—z) = §(x). De esta manera, la dens. para
la variable S resulta

N
()= 3 () ol at - 20) (21)
r=0 r
Notemos que esta distribuciéon no es mas que una (tipo) binomial, cosa que era de esperar
dada la distribucién inicial p(z) = pd(z — a) + ¢é(x + a) con ¢ = 1 — p. Sin embargo hay
que notar que no es propiamente una binomial ya que estd escrita como una densidad de
probabilidad, que no es la forma usual en que se presenta la distribucién binomial (es decir,
faltarfa integrar). Para estudiar qué sucede con esta distribucién vamos a recordar que una
distribucién binomial viene dada por una distribucién del tipo

)= ()t (29

donde N es la cantidad de repeticiones de algin experimento, k£ son los éxitos de dicho
experimento, y ¢ = 1 —p (o, de forma similar, se realiza un experimento N veces donde ocurren
k éxitos con probabilidad p* y (N — k) fracasos con probabilidad (1 — p)¥=*). La distribucién
se ilustra en la figura [2[ para distintos valores de realizaciones N y distintos valores de la
probabilidad de éxito p.

Notemos que la diferencia entre la distribucién pg(s), ec., y una distribucién binomial,
ec. , es la suma en la cantidad de éxitos y, sobre todo, la delta. Pero notemos que la delta tiene
como argumento cosas que dependen solamente de la cantidad de repeticiones del experimento
N; es decir, no pone restricciones sobre los valores de las probabilidades p y/o ¢, sino sobre las
repeticiones del experimento. Es por este motivo que si variamos la cantidad de repeticiones
del experimento, IV, la funcién de distribucion no se deberia ver afectada cualitativamente. Por
otro lado, si integramos dicha densidad en la variable s, deberiamos obtener la distribucién
binomial ec.(25)). Pero al integrar en s, como se encuentra la delta alli presente, eso hace que
desaparezca la sumatoria y obtenemos, entonces, una distribucion binomial “estandar”. En la
figura 3| podemos ver qué sucede al variar la probabilidad p y el niimero de repeticiones N. Al
igual que la binomial, al variar p, la distribucién se desplaza. Sin embargo si variamos N, a
diferencia de la binomial, en este caso la distribucién no se ve desplazada sino que lo tinico que
sucede es que se ensancha la campana (producto de la delta involucrada).



Distribucidn Binomial

0.25 -
0.20
™
. ™
[ & a " L N:ED,I]:UE
0.15
: ollls . e, o N=20p=07
o0f THIT N=40.p=0.5
ol [|l1elllg! ] ¢ hAteet
B 9 [ ] [ ]
0.05}
[ ™ d :- )| --
[ L - . ® ™
i PP FEPY T LRI L FUFL FPPPrrre- Trrewg gy
a 10 20 30 40
Figura 2: Distribuciéon binomial para distintos valores de N y de p.
Distribucidn Ec.(26)
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Figura 3: Distribucién segin la ec. para distintos valores de N y de p; se utilizd a = 1.
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