
Termodinámica Avanzada
Gúıa 7: Ciclo de Otto cuántico

Deconstruyendo la gúıa
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2m + 1
2 mω2(t)x2

donde ω(0) = ω1 y ω(τ) = ω2.

En general, los autoestados |n, 0〉 de H(t) no son solución de la ec. de
Schrödinger =⇒ si arrancamos en |n, 0〉 ∃ una prob. no nula pmn(τ) de ser
observado en |m, τ〉.

Nos será de conveniencia introducir la fc. generatriz de estas probabilidades

P(u, v) ≡
∑
m,n

umvnpmn(τ)

con u, v ∈ [−1, 1].



Gúıa 7 - Ejercicio 1

Resolviendo la ec. de Schrödinger se puede probar que la función
generatriz está dada por

P(u, v) =
√

2√
Q(1− u2)(1− v2) + (1 + u2)(1 + v2)− 4uv

con

Q = 1
2ω1ω2

{
ω2

1
[
ω2

2X 2(τ) + Ẋ 2(τ)
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+
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2Y 2(τ) + Ẏ 2(τ)
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donde X (t) e Y (t) son soluciones de la ec. de movimiento clásica
ẍ + ω2(t)x = 0, con C.I. X (0) = 0 , Ẋ (0) = 1 ,Y (0) = 1 , Ẏ (0) = 0.
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P(u, v) =
√

2√
Q(1− u2)(1− v2) + (1 + u2)(1 + v2)− 4uv

con

Q = 1
2ω1ω2

{
ω2

1
[
ω2

2X 2(τ) + Ẋ 2(τ)
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+
[
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2Y 2(τ) + Ẏ 2(τ)
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donde X (t) e Y (t) son soluciones de la ec. de movimiento clásica
ẍ + ω2(t)x = 0, con C.I. X (0) = 0 , Ẋ (0) = 1 ,Y (0) = 1 , Ẏ (0) = 0.

¿Pero de dónde sale todo esto?



* Husimi, Kôdi. Miscellanea in elementary quantum mechanics, II.
Progress of Theoretical Physics 9.4 (1953): 381-402.
(https://academic.oup.com/ptp/article/9/4/381/1849279).

https://academic.oup.com/ptp/article/9/4/381/1849279
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Queremos resolver

i~∂ψ
∂t = Hψ

= − ~2

2m
∂2ψ

∂x2 + m
2 ω

2(t)x2ψ

Proponemos como solución una función de onda del tipo Gaussiana

ψ = e i
2~ [a(t)x2+2b(t)x+c(t)]

Derivando y reemplazando

−1
2 [ȧx2 + 2ḃx + ċ] = 1

8m (4a2x2 + 4b2 + 8abx)− i~
2m a + m

2 ω
2x2

que debe ser solución para todo x .

−→ resolvemos ecuaciones para {x2, x , 1}.
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Soluciones a Schrödinger

−[ȧx2 + 2ḃx + ċ] = 1
4m (4a2x2 + 4b2 + 8abx)− i~

m a + mω2x2


ȧ = − a2

m −mω2

ḃ = − ab
m

ċ = i~
m a − b2

m

Proponemos como solución (ec. Riccati)

a(t) = mẊ (t)
X (t)

y por ende

Ẍ (t) + ω2(t)X (t) = 0



¿Y la función generatriz?
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I Sin embargo, como la dinámica del oscilador es Gaussiana, podemos
obtener las soluciones a partir de la función de onda inicial ψ(x0, t0)
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I

p(x , t|x0, t0) = 1√
2π(t − t0)

e−
(x−x0)2
2(t−t0)

I
p(x , t|x0, t0)→ δ(x − x0) , t → t0

−→ en este sentido decimos que es el propagador (∼ op. de ev. temporal)
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Recapitulando

Tenemos
U(x , t|x0, t0) =

√ m
2πi~(t − t0) e−

m(x−x0)2
2i~(t−t0)

y queremos que cuando t → t0 se comporte como δ(x − x0) =⇒ es
equivalente a pedir las condiciones iniciales X (0) = 0, Ẋ (0) = 1,
Y (0) = 1, Ẏ (0) = 0 tales que

U(x , t|x0, t0) =
√ m

2πi~X (t) e−
m

2i~X(t) [Ẋ(t)x2−2xx0+Y (t)x2
0 ]



Función generatriz (finalmente)

Sabiendo que U es el propagador, podemos escribir la probabilidad de
transición, pnm(τ), de terminar en un estado final |m, τ〉 dado que
empezamos en el estado inicial |n, 0〉 según

pmn(τ) =
∣∣∣∣∫ dx0

∫
dx φ∗m(x , τ)U(x , τ |x0, 0)φn(x0, 0)

∣∣∣∣2
con φn(x , t): autoestado de H(t).
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Utilizando expĺıcitamente la forma de las funciones de onda
φk(x , t) ∼ e−x2 e−iEk t y del propagador, podemos integrar la ec. y llegamos
a que

P(u, v) =
√

2√
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con Q = 1
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