
Termodinámica Avanzada

Gúıa 1: Probabilidad

1 Variable aleatoria

• Consideremos una magnitud X cuyo valor es aleatorio (variable aleatoria).
La función F (x) ≡ P (X < x) se llama función de probabilidad acumulada.

• Su derivada, f(x) ≡ F ′(x), es la densidad de probabilidad . Tenemos

P (X ∈ (a, b)) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

dx f(x) (1)

⇒ f(x)dx es la probabilidad de que X caiga entre x y x+ dx.

• Sean X e Y variables aleatorias. Si f(x, y)dxdy es la probabilidad de que
X caiga entre x y x+ dx e Y caiga entre y e y + dy, a la función f se la
llama densidad de probabilidad conjunta.

2 Relación entre variables

Conocemos la densidad de probabilidad conjunta f para las variablesX1, . . . , Xn

y queremos saber la densidad g para la variable Y = h(X1, . . . , Xn).

Caso n = 1, h invertible.

g(y)dy = f(x)|dx| = f(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ dy

⇒ g(y) = f(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ =

f(x)

|h′(x)|
. (2)

Por ejemplo, si Y = X3 tenemos

g(y) =
f(y1/3)

3y2/3
. (3)
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Caso general. Si G es la función de probabilidad acumulada para Y , tenemos

G(y) = P (Y < y) = P (h(X1, . . . , Xn) < y)

=

∫
h(x1,...,xn)<y

dx1 . . . dxn f(x1, . . . , xn)

=

∫
dx1 . . . dxn f(x1, . . . , xn) θ(y − h(x1, . . . , xn)). (4)

Como θ′(x) = δ(x), la densidad de probabilidad es

g(y) =

∫
dx1 . . . dxn f(x1, . . . , xn) δ(y − h(x1, . . . , xn)). (5)

Veamos que recuperamos lo anterior en el caso n = 1, h invertible. Para f
invertible la delta de Dirac cumple δ(f(x)) = δ(x−x0)/|f ′(x0)|, donde f(x0) =
0. Por lo tanto,

δ(y − h(x)) =
δ(x− x0)

|h′(x0)|
(6)

donde h(x0) = y. Reemplazando en (5) con n = 1 recuperamos lo anterior,

g(y) =

∫
dx f(x) δ(y − h(x)) =

∫
dx f(x)

δ(x− x0)

|h′(x0)|
=

f(x0)

|h′(x0)|
. (7)

Ejemplo importante. Tomemos Y = X1 + · · · + Xn, y supongamos que las
variables Xi son independientes, f(x1, . . . , xn) = f1(x1) . . . fn(xn). Entonces
tenemos

g(y) =

∫
dx1 . . . dxn f1(x1) . . . fn(xn) δ(y − x1 − · · · − xn). (8)

Ahora recordemos la definición de la transformada de Fourier f̃ de una función
f ,

f̃(k) =

∫
dx f(x) e−ikx. (9)

La transformada de Fourier es invertible,

f(x) =

∫
dk

2π
f̃(k) eikx. (10)

Aplicando la definición (9) a la delta obtenemos

δ̃(k) =

∫
dx δ(x) e−ikx = 1 (11)

y por lo tanto, reemplazando en (10),

δ(x) =

∫
dk

2π
eikx. (12)
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Usando este resultado podemos reescribir (8) en la forma

g(y) =

∫
dk

2π

∫
dx1 . . . dxn f1(x1) . . . fn(xn) eik(y−x1−···−xn)

=

∫
dk

2π
eiky f̃1(k) . . . f̃n(k). (13)

3 Función generatriz

Sea X una variable aleatoria con densidad de probabilidad f . La función Z :
C→ C definida por

Z(z) = 〈ezX〉 =

∫
dx f(x) ezx (14)

se llama función generatriz de momentos. Sus derivadas en el origen son los
momentos de la distribución,

dnZ

dzn

∣∣∣∣
z=0

= 〈Xn〉. (15)

Conocer la función generatriz es lo mismo que conocer f , porque Z(−ik) = f̃(k).
El logaritmo de la función generatriz de momentos,

W = logZ, (16)

se llama la función generatriz de cumulantes. Sus derivadas en el origen son los
cumulantes, que son polinomios de los momentos.

Ejemplo 1: f(x) = δ(x− µ).

Z(z) = ezµ ⇒ W (z) = zµ. (17)

Ejemplo 2: f(x) = (1/
√

2πσ) e−(x−µ)
2/(2σ2) (distribución gaussiana).

Z(z) = ezµ+z
2σ2/2 ⇒ W (z) = zµ+

1

2
z2σ2. (18)

Sean X e Y variables independientes, con distribuciones fX y fY respectiva-
mente. La función generatriz de la variable X + Y es

ZX+Y (z) = 〈ez(X+Y )〉 =

∫
dxdy fX(x)fY (y)ez(x+y)

= 〈ezX〉〈ezY 〉 = ZX(z)ZY (z). (19)

Nótese que esta ecuación, con z = −ik, es lo mismo que la ecuación (13):
la transformada de Fourier de la densidad de X + Y es el producto de las
transformadas de las densidades de X e Y . Tomando logaritmo obtenemos

WX+Y = WX +WY . (20)
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Otra propiedad sencilla de la función generatriz: dado un número real λ,

ZλX(z) = 〈ezλX〉 = ZX(λz) (21)

y por lo tanto también se tiene

WλX(z) = WX(λz). (22)

4 Ley de grandes números y teorema central del
ĺımite

Consideremos un experimento donde el evento E ocurre con probabilidad p, y
sea X la variable que toma el valor 1 si E ocurre y 0 si no ocurre. Entonces

ZX(z) = 〈ezX〉 = pez + 1− p, (23)

y por lo tanto
WX(z) = log (pez + 1− p) . (24)

Supongamos ahora que repetimos el experimento N veces. La frecuencia relativa
con la que ocurre el evento E (es decir, el número de veces que ocurre dividido
por N) es la variable aleatoria S = (X1 + · · ·+XN )/N , donde Xi es la variable
que toma el valor 1 si E ocurre en la i-ésima repetición y 0 si no ocurre en
esa repetición. Por las propiedades (20) y (22), junto con el resultado (24), la
función generatriz de cumulantes de S es

WS(z) = W(X1+···+XN )/N (z) = WX1+···+XN
(z/N) = NWX(z/N)

= N log
(
pez/N + 1− p

)
. (25)

Ahora supongamos que N es muy grande. Entonces tenemos ez/N ' 1 + z/N y
por lo tanto

WS(z) ' N log (1 + pz/N) ' pz. (26)

Como hemos visto en la ecuación (17), ésta es la función generatriz de la delta
centrada en p, aśı que

fS(s) ' δ(s− p). (27)

Es decir, si el número de repeticiones es muy grande, estamos seguros de que la
frecuencia relativa con la que ocurre el evento E es igual a su probabilidad. Ésta
es la ley de grandes números. En la siguiente figura mostramos un ejemplo: el
experimento consiste en lanzar una moneda, y E es el evento “sale cara”. Sim-
ulamos con la computadora una secuencia de N repeticiones del experimento,
repetimos la secuencia muchas veces y obtenemos un histograma para s. Como
se ve, a medida que N aumenta el histograma se va estrechando cada vez más
alrededor de s = p = 1/2.
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Volvamos al resultado (25) para la función generatriz de S, pero ahora ex-
pandamos hasta segundo orden en 1/N . Tenemos ez/N ' 1 + z/N + z2/2N2 y
por lo tanto

WS(z) ' N log
(
1 + pz/N + pz2/2N2

)
' N

(
pz

N
+

pz2

2N2
− p2z2

2N2

)
= pz +

p(1− p)
2N

z2. (28)

Comparando con (18) vemos que, a este orden, fS es una gaussiana centrada en
p y con anchura σ =

√
p(1− p)/N . Éste es el teorema central del ĺımite. En la

siguiente figura repetimos el mismo procedimiento de antes, pero ampliando la
escala de los histogramas para ver mejor su forma, y los comparamos con esta
gaussiana.
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