Termo avanzada
Guia 4: relaciones de trabajo, motores
moleculares




Relaciones de trabajo



Goma eldstica cuya longitud L controlamos externamente.




Un proceso

e Inicialmente la goma esta en equilibrio con un reservorio a
temperatura T, y su longitud es L;.

e Entre los instantes t = 0 y t = 7 cambiamos su longitud de acuerdo
con un protocolo especifico L = L(t), con L(0) = L; y L(7) = L.

e A partir de entonces dejamos que el sistema vuelva a equilibrarse

con el reservorio con longitud Ly.

En todo el proceso, el sistema sélo puede intercambiar calor con el

reservorio.



Qué dice la segunda ley?

La segunda ley impone cota inferior al trabajo hecho sobre el sistema.

W=AU-Q

= W>AU-TAS=AF
Q< TAS



Pero esto no puede ocurrir siempre

|
I

e Supongamos que el trabajo se hace con el sistema aislado del
reservorio = La evolucién estd determinada por las condiciones
iniciales (qj, p;) y el protocolo L(t) = El trabajo también.

e Supongamos que para un cierto (qg;, p;) se cumple W > AF.

e Consideremos el protocolo inverso, L*(t) = L(7 — t)
= AF* = —AF. Con las condiciones iniciales (gF, p/') = (qr, —ps),
la evolucién va a ser al revés

= W*=-W < —AF = AF*



Qué esta pasando?

e La segunda ley tiene un caracter estadistico. Hay que entenderla
mas bien como (W) > AF.

e Para sistemas macroscépicos las fluctuaciones estan muy suprimidas
= Nunca vamos a ver un comportamiento distinto.

e Para sistemas mds pequefios (por ejemplo, si la goma es un pedazo
de ADN), podemos observar fluctuaciones en las que se viole la
segunda ley.

e Las relaciones de trabajo ponen Iimites a la forma que pueden
tener estas fluctuaciones.



Relacién de trabajo 1: identidad de Jarzynski



Identidad de Jarzynski

<efﬁW> — efﬁAF



Demostracion

e La vamos a demostrar en el caso particular en que el trabajo se hace
con el sistema aislado del reservorio.

e En ese caso, la evolucién estd dictada por las condiciones iniciales
x; = (qi, pi) y por el protocolo L(t), y el trabajo es
W(x;) = AH = H(xs; Lf) — H(x;; L;).

e La dnica fuente de aleatoriedad estd en las condiciones iniciales, que
estan distribuidas segtin el ensamble candnico,

1 mier
p(xi) = 70)° BH(xiL:)



Demostracion

I —
_ Z(lL)/dX’ o~ BH(iL) o= BIH( L)~ HOiL)]
1
_ = BHOLY)
Z(0) /dx,e
1
— —BH(xfiLr)
Z(L,') /dee
Z(Ly)

_ — e BIF(L)—F(L)] — o—BAF



Consecuencias

o (W) >AF
(La segunda ley se cumple en promedio)

e P(W<AF—()<e#
(Las violaciones de la segunda ley estdn exponencialmente
suprimidas)



Relacion de trabajo 2: teorema de Crooks



Teorema de Crooks

Si p(W) es la densidad de probabilidad del trabajo y p*(W) es la
densidad para el protocolo inverso L*(t) = L(t — t), entonces



Demostracion

La condicién inicial x; y el protocolo determinan la evolucién. Para
observar la evolucién inversa con el protocolo inverso debemos arrancar
con x* = (qf, —pr). Cudl es la probabilidad de que eso ocurra?

1 & 1
L) = —r eBHu) - L
POl = Za Z(Lr)
1 -~ oL ) Z(L;) _ .
_ BH(siL) =AW () — ZWLi) ) a=BWia)
e e = Xj; Lj)e
70 Z(L) P L)

_ e_ﬁ[W(X’)_AF]p(X/;L/)

e—/jH(Xf;Lf)




Demostracion

Tenemos entonces p(x;; L;) = ePWOD=AFlp(x*: [ ). Usando que
dx; = dxp = dx* y que W*(x*) = —W(x),

p(W) = /dx,-p(x,-;L,-)(S(W— W(x;))
e~ PAF / dx; p(x; Le)ePWCI§(W — W(x;))
_ BW-nF) / d; p(xi; Le)O(W — W(x;))
_ Fw-aF) / dx” p(x's L)S(W + W*(x)

_ eﬁ(WfAF)/dX,.* p(xs L)S(— W — W* (7))

_ e[j(WfAF)p*(_W)



Consecuencias

e Crooks implica Jarzynski

o P(W < AF —() < e PSP*(W > —AF +()



Una aplicacion

Como podemos medir la diferencia de energia libre entre dos estados con
la misma temperatura? Medimos el trabajo necesario para ir de un estado
al otro en un proceso reversible isotermo (porque en ese caso W = AF).

Si el sistema es muy pequefio (por ejemplo, un pedazo de ADN), eso
suele no ser viable experimentalmente. Entonces, lo que se puede hacer
(y se hace) es medir p(W)/p*(— W) repitiendo muchas veces el mismo
protocolo y haciendo estadistica, y de ahi, por el teorema de Crooks, se
obtiene AF.



Motores moleculares



L esina de vuelta

Cémo puede funcionar esto? Aprovechando las fluctuaciones estadisticas.



Un modelito

NN NN



Algunas referencias

e Un review muy claro, muy recomendable, sobre las relaciones de
trabajo: Jarzynski, Seminaire Poincaré 2013

http://www.bourbaphy.fr/jarzynskitemps.pdf
e Un paper donde se verifica experimentalmente el teorema de Crooks

y se usa para medir diferencias de energias libres: Collins et al.,
Nature 2005

https:/ /arxiv.org/abs/cond-mat/0512266

e Un review sobre la aplicacion de las relaciones de trabajo a motores
moleculares: Lacoste, Mallick, Seminaire Poincaré 2009

https:/ /arxiv.org/abs/0912.0391
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