Termo avanzada
Guia 5: Matriz densidad, entropia de von
Neumann




Repaso relampago de cuantica



Postulados

e Estados. Los estados de un sistema cudntico se representan como
vectores unitarios |¢) en un Hilbert H.

e Observables. Los observables se representan como operadores
hermiticos sobre .

e Medida. Los resultados posibles de la medida de un observable A

son sus autovalores. La probabilidad de observar un autovalor a, con
autovector correspondiente |a), en un estado 1) es Py (a) = [(a|y)[?

= (A)y = > _aPy(a) = a(pla)(aly) =Y (| Ala)(aly)

a a a

= (¥[Al¢)

Después de medir a, el sistema pasa al estado |a).

e Evolucion: ecuacién de Schrodinger.



El sistema mas simple

Qubit: sistema con un Hilbert de dimensién 2.

El espacio de todos los operadores sobre # tiene dimensién 4. Una base
la forman la identidad 1 y las matrices de Pauli,

01 0 —i 1 0
Ox = Uy = . 0z =
10 i 0 0 -1



Matrices de Pauli

Propiedades de las matrices de Pauli:
e hermiticas y de traza 0
[ ] [O’,‘,Uj] =] 0i0j — 00 = 2/2,( €ijkT k

° {O’,’,O’j} =o0j0; +0j0; = 26,1]1

Las relaciones de conmutacién de s; = 0;/2 coinciden con las de las
componentes del momento angular de una particula L = ir'x V,

[L,’, Lj] = IZ E,jkLk

k

= §=(5«,Sy,S,) se interpreta como un momento angular (el spin)



Matrices de Pauli

Para cualquier versor i = sinf cos p X + sinfsinp y + cosf 2, el
observable 7 - § tiene autovalores +1/2, y los autovectores son

|+4) = e /% cos0/2|4) + e°/2sin /2 |-)
|—a) = e /2 gin 0/2|+) — ei/? cosf/2|—)

donde |+) = <(1)> —)= (2)




Matriz densidad



Matriz densidad

Nocién mas general de estado: ensamble {|¢;), pi}. Si el ensamble
tiene un solo ket, se dice que el estado es puro; si tiene mas de uno, es
mixto.

Valor de expectacién de un observable O:
(0) = Z pi(¥i| Oli) = Z pi Tr(|1i)(¥i]O)
Definiendo la matriz densidad

p= Z pi|vi) (il

tenemos (O) = Tr(pO) = Toda la fisica del ensamble esta
caracterizada por su matriz densidad.



Propiedades

(i) pf=p

(i) (lpl) > 0

(iii) Trp=1

Reciprocamente, cualquier operador p con estas tres propiedades es una

matriz densidad:

(i) = 3 base ortonormal {|i)} propia de p,
p= > Xli)il,

y los autovalores \; son reales.
(ii) =\ >0
(i) = > ;A =1
= podemos interpretar los \; como probabilidades, y p es la matriz
densidad correspondiente al ensamble {|/), A;}.



Indistinguibilidad entre ensambles

En general, puede haber mas de un ensamble que dé lugar a la
misma matriz densidad = Esos ensambles son fisicamente
indistinguibles.

Por ejemplo, si el ensamble {|v;), p;} tiene matriz densidad p, entonces
otro ensamble con la misma matriz densidad es {|i), A\;} (autovectores y
autovalores de p).

Excepcidn: estado puro. Supongamos |¢) (| = >, pj|i) (¢i|. Entonces
para cualquier |¢) ortogonal a [},

0 = (ply)(vl¢) = Zp, (pli)]

= (@lYi) =0 = [¢i) = [¢).



Geometria

p1y p2 matrices densidad, A € [0,1] = p = Ap; + (1 — X)p2 matriz
densidad.

PL

= el conjunto de matrices densidad es convexo.

p puro < no admite descomposicién no trivial.



Esfera de Bloch

Si dimH = 2, el conjunto de todas las matrices densidad es una bola de
radio 1 en R3, llamada la esfera de Bloch. Los estados puros son los
que estan sobre la superficie.
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Entropia de von Neumann



Pureza de un estado p:

Trp® =) M<1

1

Cuantifica el grado de mezcla de p: la igualdad sélo se da si p es puro.



Entropia de von Neumann

Entropia de von Neumann de un estado p:

S(p) = —Tr(plogp) = Z)\Iog/\

(es la entropia de Shannon de los autovalores de p).

Cuantifica el grado de mezcla de p: S(p) minima si p puro, méxima si
todos los autovalores son iguales.



Von Neumann vs Shannon

S(p) es la minima entropia de Shannon de entre todos los
ensambles asociados a p.

Ejemplo: ensamble formado por los estados

) =14 e = (4 +1-)

S

con pp =pp=1/2.
Entropia de Shannon: S(p) = log 2
Autovalores de p: Ax = (14 1/+/2)/2. No son iguales = S(p) < S(p).



Entropia e informacién

Compresion clasica. Una fuente emite caracteres independientes con
distribucién de probabilidad p (p(x) es la probabilidad del caracter x).

Mensaje = x1x5 ... Xp

Shannon 1948: cuando n — oo, el numero minimo de bits por caracter

para codificar el mensaje es S(p).



Entropia e informacién

Compresion cuantica. Una fuente emite estados cuanticos
independientes al azar, de acuerdo con una matriz densidad p.

Mensaje = [1)1)|1a) . . . [tn)

Schumacher 1995: cuando n — oo, el ndmero minimo de qubits por
caracter para codificar el mensaje es S(p).



Entrelazamiento



Producto tensorial

El producto tensorial de dos Hilberts Ha y Hp es un Hilbert Ha ® Hp
junto con un mapa bilineal

R HaXHp — Ha® Hp
(1¥),18)) = |¥) ® |8) = |¥)|d) = |4 ¢)
con las siguientes propiedades:

e Ha® Hp estd generado por los vectores de la forma [1) ® |¢)
o (1 d1lvh2 d2) = (Y1l1h2){¢1]¢2)

Consecuencia: si {|/)} y {|a)} son bases ortonormales de Ha y Hp,
entonces {|i )} es base ortonormal de Ha ® Hp.



Producto tensorial

Ejemplo:

o HA = 7'[3 = C2
e M ® Hpg espacio de matrices complejas 2 x 2 con el producto
interno (M, N) = Tr(MTN)

<V1 ws v W2>

e VR W=

VoW VoWp

Producto tensorial de operadores. Si O y P son operadores sobre H
y Hp respectivamente, O ® P es el operador sobre H 4 ® Hp definido por

(0@ P)(l¢) ®|¢)) = (Olp) © (P|9))

y extendido al resto de Ha ® Hpg por linealidad.



Entrelazamiento

Consideremos dos sistemas cuanticos Ay B. Si Ha y Hp son los Hilberts
respectivos, entonces el Hilbert del sistema global AB es Ha ® Hp.

Un estado |¢)) € Ha @ Hp es separable si existen [1a) € Ha'y
|g) € Hp tales que

[Y) = [va) ® [¢B).

Si [1)) no es separable, entonces estd entrelazado.



Entrelazamiento

Ejemplo: dos qubits.

o |¢)) = |+ +) es separable.
o |) = (| ++)+ | — —))/V2 estd entrelazado: si [¢)) = [1ha) ® |1B)

entonces
%u F )+ 1= =) = (BaslD) + da_|-) ® Wesl4) +ve_|-)
= Yar¥pe| ++) + Ya_tp_| — —)

+Yarpp—| + =) + Ya-vpi| — +)

= Yarp_ = Ya_1p. = 0 = Contradiccidn.
e [Y)=(++)+|-=)+|+-)+[-+))/2?



Matriz densidad reducida

Sea p una matriz densidad para el sistema AB. Matriz densidad
reducida a A: operador ps sobre Ha definido por

(ilpali) =D (i alplia).

[

Se dice que pa es la traza parcial de p sobre B, y se escribe pa = Trg p.



Matriz densidad reducida

Para cualquier observable O4 sobre H 4 tenemos

(Oa® 1) =Tr(pOa ®15) =Y (ia|pOa @ lglic)

i,

= Y (ialpliB){i B|Oa ® 1g|i )
i, ,B

= > (ialpli B)(j|0ali)das = > (i alplj a)(j|Oali)
RN N o)

= (ilpal))(jlOali) = (ilpaOali) = Tr(paOa)

iJ i

= pa describe el estado del sistema A.



Entrelazamiento vs mezcla

Supongamos estado global puro, p = [1)(¥|. Entonces, |¢)) separable
< pa puro.

o V) = |[Yathe) = p = [Yate)(Yavs]
= pa = (YelYave)(Yatbels) = [a)(¥al puro

e pa puro = Si {|i}} es una base propia de pa, entonces sélo uno de
sus elementos, digamos |1), tiene autovalor no nulo. Escribiendo

) = Z,a Yia|i @), para i # 1 tenemos
= (ilpali) = > (ialp)(@lia) = Y vusyf, (ialkB)(Ilia)

(e a,k,B,1,y
=" Wial?
«

= Yia =0= |Y) =) Y1a|la) =|1) ® Y, Y1a|a) separable.



Entrelazamiento vs mezcla

En otras palabras, |¢)) esta entrelazado < ps es mixto.

Este fendmeno no tiene andlogo clasico: conocemos el estado del
sistema (estado global puro) pero no el de sus partes (estado reducido
mixto).

Por eso, el entrelazamiento es un fendmeno intrinsecamente
cuantico.



Entropia de entrelazamiento

S(pa) cuantifica el grado de mezcla de pa, es decir, el grado de
entrelazamiento de |¢).

Por eso, a S(pa) se la conoce como la entropia de entrelazamiento de
A en el estado global |¢).



Propiedades

e Si el estado global es puro, S(pa) = S(ps) (+ descomposicién de
Schmidt)

e Subaditividad: S(pag) < S(pa) + S(ps) (+ positividad de la
entropia relativa)

e Subaditividad fuerte: S(pagc) + S(pe) < S(pag) + S(pac)

(dificil)



Referencias

e Libro de John Preskill sobre computacién cudntica (capitulos 2 y
10). Un clésico, y es de acceso libre.

http://theory.caltech.edu/~preskill /ph229/

e Un paper donde se cuenta por qué la entropia de von Neumann
minimiza la de Shannon:
https://arxiv.org/pdf/quant-ph/9909020.pdf

e |a clase de hoy de David Blanco en Tedrica 2, sobre teleportacién
cuantica:

https://youtu.be/TY20d T9oHDE


http://theory.caltech.edu/~preskill/ph229/
https://arxiv.org/pdf/quant-ph/9909020.pdf
https://youtu.be/TY2odT9oHDE
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