
Termo avanzada

Gúıa 7: Ciclo de Otto cuántico



El ciclo de Otto más sencillo



El motor

Sustancia de trabajo: qubit con hamiltoniano

H = E |1〉〈1|,

donde |1〉 estado fijo y E controlada externamente. Base de autoestados:

|1〉 y |0〉 ⊥ |1〉 (tiene enerǵıa 0).

Dos reservorios, a temperaturas T y T̄ > T .



El ciclo

• Compresión adiabática. El motor parte del equilibrio con el

reservorio T y con E = ε (estado A); se lo áısla del reservorio y se

vaŕıa E hasta alcanzar el valor final ε̄ > ε (estado B).

• Calentamiento isocórico. Se pone al motor en contacto con el

reservorio T̄ y se deja que equilibre manteniendo E = ε̄ fijo (estado

C ).

• Expansión adiabática. Se áısla el motor del reservorio y se vaŕıa E

hasta volver al valor ε (estado D).

• Enfriamiento isocórico. Se pone al motor en contacto con el

reservorio T y se deja que equilibre manteniendo E = ε fijo (estado

A).



El ciclo

Tramos adiabáticos ⇒ Evolución unitaria ⇒ Entroṕıa de vN constante.



Evolución en los tramos adiabáticos

• Evolución de una matriz densidad cualquiera

ρ(t) =
∑

i pi |ψi (t)〉〈ψi (t)|
|ψ̇i (t)〉 = −iH(t)|ψi (t)〉

}
⇒ ρ̇(t) = −i [H(t), ρ(t)]

• En nuestro caso, H(t) = E (t)|1〉〈1| ⇒ [H(t),H(t ′)] = 0

⇒ ρ(t) = ρ(0) =
e−βH(0)

Z
es solución

⇒ La matriz densidad se mantiene constante en los tramos

adiabáticos.



Estados A, B, C y D

ρA =
1

1 + e−βε
(
|0〉〈0|+ e−βε|1〉〈1|

)
= ρB

ρC =
1

1 + e−β̄ε̄

(
|0〉〈0|+ e−β̄ε̄|1〉〈1|

)
= ρD



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB = Tr(ρAHA − ρBHB)

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB = Tr[ρA(HA − HB)]

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB = (ε− ε̄) Tr(ρA|1〉〈1|)

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB = (ε− ε̄)〈1|ρA|1〉

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB = (ε− ε̄) e−βε

1 + e−βε

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC =

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = Tr(ρCHC − ρBHB)

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = Tr[(ρC − ρB)HB ]

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄Tr[(ρC − ρB)|1〉〈1|]

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄〈1|(ρC − ρB)|1〉

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄

(
e−β̄ε̄

1 + e−β̄ε̄
− e−βε

1 + e−βε

)

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄

(
1

eβ̄ε̄ + 1
− 1

eβε + 1

)

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄

(
1

eβ̄ε̄ + 1
− 1

eβε + 1

)

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo y calor

• Trabajo entregado en el tramo AB:

WAB =
ε− ε̄

eβε + 1

• Calor absorbido en el tramo BC :

QBC = ε̄

(
1

eβ̄ε̄ + 1
− 1

eβε + 1

)

• Trabajo entregado en el tramo CD:

WCD =
ε̄− ε

eβ̄ε̄ + 1

• Calor absorbido en el tramo DA:

QDA = ε

(
1

eβε + 1
− 1

eβ̄ε̄ + 1

)



Trabajo total y eficiencia

• Trabajo total:

W = WAB + WCD = (ε̄− ε)
(

1

eβ̄ε̄ + 1
− 1

eβε + 1

)

W ≥ 0 ⇐⇒ β̄ε̄ ≤ βε ⇐⇒ ε/ε̄ ≥ T/T̄

• Eficiencia:

η =
W

QBC
= 1− ε

ε̄
≤ 1− T

T̄



Fenómenos más cuánticos



1. Squeezing



Squeezing

Oscilador armónico ⇒ Operador de squeezing U = er [a2−(a†)2]/2

(∆x)U|n〉 = e−r (∆x)|n〉 (∆p)U|n〉 = er (∆p)|n〉



Squeezing y eficiencia

Roßnagel et al, 2014: si el reservorio caliente no está en el estado

térmico ρT̄ sino en el estado UρT̄U
†, entonces al ponerlo en contacto

con el qubit éste equilibra “a temperatura mayor a T̄” ⇒ La eficiencia

puede superar a Carnot.
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FIG. 1. E�ciency at maximum power ⌘⇤, Eq. (6), of the
Otto engine plotted as a function of the squeezing parameter
r. Black, red and blue lines (bottom to top) correspond to
the temperature ratio �2/�1 = 0.9, 0.6, and 0.3, respectively.
The dashed lines in the corresponding color denote the stan-
dard Carnot e�ciency for each temperature ratio. The in-
set shows the energy-frequency diagram of an idealized Otto
cycle. Squeezing is applied during the hot bath interaction
between points B and C, leading to an increase of ⌘⇤ with r,
approaching unity exponentially.

Otto engine with squeezed reservoir. We consider a
quantum Otto cycle for a time-dependent harmonic os-
cillator that consists of four consecutive steps (expansion-
heating-compression-cooling) [6–10], as shown in the in-
set of Fig. 1. During the expansion and compression
phases, the frequency of the oscillator is modulated be-
tween !1 and !2 > !1. Heating and cooling result from
the coupling to two heat baths at inverse temperatures
�i = 1/(kBTi), (�1 > �2), where kB is the Boltzmann
constant and Ti the corresponding temperature. The cy-
cle starts in a thermal state A, at !1 and at cold inverse
temperature �1, with an average energy,

hHiA =
~!1

2
coth

✓
�1 ~!1

2

◆
. (1)

During the initial isentropic compression from A to B,
the frequency increases from !1 to !2. This transforma-
tion is unitary for an isolated system and the von Neu-
mann entropy is constant. The mean energy at point B
can be calculated by solving the Schrödinger equation for
the driven quantum oscillator and is given by [46, 47],

hHiB =
~!2

2
Q⇤

1 coth

✓
�1 ~!1

2

◆
, (2)

where the parameter Q⇤
1 characterizes the speed of

the transformation. The system is then coupled to a
squeezed thermal reservoir at hot inverse temperature �2

and squeezing parameter r, and, as a result, relaxes to a
nondisplaced squeezed thermal state with mean phonon
number, hn(�2, r)i = hni + (2 hni + 1) sinh2(r) [41],

where hni = [exp(~�2!2) � 1]�1 is the thermal occupa-
tion number. We assume the duration of this interaction
to be much shorter than the duration of the isentropic
process, and thus the frequency stays constant (corre-
sponding to an isochoric process). The mean energy at
point C, hHiC = ~!2 hn(�2, r)i, is increased to [41],

hHiC =
~!2

2
coth

✓
�2 ~!2

2

◆
�H(r), (3)

where �H(r) = 1 + (2 + 1/ hni) sinh2 r. In the following,
we will keep the inverse temperature �2 constant and vary
the amount of squeezing r, hence the energy of the state
C (see Fig. 2). During the following isentropic expansion,
the frequency is brought back to its initial value !1, and
the mean energy at point D reads,

hHiD =
~!1

2
Q⇤

2 coth

✓
�2 ~!2

2

◆
�H(r). (4)

The cycle is closed by coupling the system to the cold
thermal bath. Because of the stochastic nature of this
process (which is again isochoric), it destroys any phase
relation and thus thermalizes the squeezed state. We
stress that the above expressions are valid for arbitrary
frequency modulations: Q⇤

i = 1 for adiabatic and Q⇤
i > 1

for nonadiabatic compression/expansion [46–48].
Work is done by the oscillator during the compression

and expansion phases, whereas heat is exchanged with
the reservoirs during the thermalization steps. These
quantities can be computed using Eqs. (1)-(4) by evalu-
ating the energy di↵erences during each individual stroke
[44]. The e�ciency ⌘ of the engine is defined as the ratio
of the net work produced per cycle to the energy absorbed
from the hot reservoir. Using Eqs. (1)-(4), we find,

⌘ = 1� !1

!2

coth
⇣

�1~!1

2

⌘
� Q⇤

2 coth
⇣

�2~!2

2

⌘
�H(r)

Q⇤
1 coth

⇣
�1~!1

2

⌘
� coth

⇣
�2~!2

2

⌘
�H(r)

. (5)

Expression (5) is exact and valid for any temperature,
squeezing, and adiabatic or nonadiabatic frequency mod-
ulation [44]. In the remainder, we will focus on adiabatic
modulation, Q⇤

i = 1, which lead to the highest e�cien-
cies. Note that the e�ciency (5) is una↵ected by the
squeezing in this situation. This is not the case for the
e�ciency at maximum power which we determine next.

Since the power of an engine vanishes at maximum
e�ciency, the e�ciency at maximum power is the quan-
tity of prime interest for practical applications [1]. We
maximize the power, given by the work produced by the
engine divided by the cycle time, with respect to the
frequency di↵erence �! = !2 � !1; we keep all other
parameters, such as inverse temperatures �1,2, squeezing
parameter r, cycle time ⌧ and the initial frequency !1,
constant. In the high-temperature limit, ~�i!i ⌧ 1, we
find that power is maximum when the frequencies satisfy

Verificado experimentalmente (Klaers et al, 2017)



2. Trabajo y entrelazamiento



Sistema y estado inicial

Sistema: dos qubits, A y B, con hamiltoniano H = 0.

Estado inicial: estado puro maximalmente entrelazado ⇔
ρA = ρB = 1/2.



“Casi” violación de la segunda ley

∃ proceso en el que

• El sistema interactúa con un único reservorio

• Cada qubit termina en el mismo estado en el que empezó

(ρA = ρB = 1/2)

• El sistema entrega trabajo



El proceso

• Subimos la enerǵıa de los estados desocupados ⇒ W = 0.

• Ponemos al sistema en contacto con el reservorio y dejamos que

equilibre ⇒ Los estados excitados se ocupan ⇒ El sistema adquiere

enerǵıa.

• Separamos del reservorio y bajamos la enerǵıa de los estados

excitados hasta volver a H = 0 ⇒ El sistema devuelve la enerǵıa que

adquirió en forma de trabajo.

• Volvemos a poner en contacto con el reservorio ⇒ Estado final

ρ = 1/4 ⇒ ρA = ρB = 1/2.
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