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Plasmas y teoria cinética

Un plasma es un gas a altisima temperatura (T~10°K) tal que la energia térmica
de sus constituyentes supera la energia de ligadura (k,T~1eV). Por lo tanto, parte

de los atomos se ionizan, liberando electrones al medio.

El plasma puede describirse con
modelos de fluidos (MHD, modelo de
dos fluidos) pero solo hasta cierta
escala de disipaciéon comparable al
“tamano” de los iones.

Ahi entra en juego la descripcion
cinética de los iones. A escalas

menores, tambiéen para los electrones.
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Plasmas y Boltzmann

La ecuacion de Boltzmann para la densidad de probabilidad f(x, p, t) es

8f (9f &)f Fuerzas internas
— 4+ v — +|F|- = =|l.ax, P de corto alcance
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Fuerzas externas de largo alcance

Pero un plasma esta compuesto por particulas ®
cargadas (iones, protones y electrones) que Fl /
interactuan electromagnéticamente. ° o
Y las fuerzas internas electromagnéticas son
de largo alcance... |
¢, Como modelamos entonces esta interaccion? ¢ o °




Ecuacion de Viasov (no relativista)

La propuesta es eliminar el término colisional y concentrar todas las fuerzas de
interaccion en la “fuerza externa” F
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dénde a referencia la especie de cada particula (electrones, protones, distintos
tipos de iones). Tenemos una ecuacion para cada especie.

=0

Ademas, E y B son los generados por las propias particulas, por lo que las
especies interactuan a través de los campos.
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Ecuacion de Viasov (no relativista)

La propuesta es eliminar el término colisional y concentrar todas las fuerzas de
interaccion en la “fuerza externa” F
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Densidad de particulas
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Ecuacion de Viasov (no relativista)

Podemos ver que cualquier plasma uniforme, neutro y sin movimiento neto es
solucion. En particular, la distribucion de Boltzmann es solucion

Uniforme: f,(x,v.t) = f9(v) Constante
| | )
T Ny NG — — Y (0) 3, )y —
Neutro: qu\n =0=p= qu\(,/fa (v)d’v =0 E -0
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Sin mov. neto: /Vf((f]) V)dPv=0=u,=0=j=0 B=0
>
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Ecuacion de Vlasov: Plasma de electrones

Vamos a analizar el caso de un plasma neutro de electrones con fondo positivo.
Esto corresponde a un plasma donde puede asumirse que los iones estan quietos
en un mar de electrones moviles (aproximacion de Born-Oppenheimer)

1
falx,v,t) = 6(v) Va#e fo(x,v.t) = f(x,v.1)
Para un caso cuasi-electrostatico (u_ despreciable, B=0)
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Linealizacion de Landau

Solucion
Landau propuso expresar . . | | |
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Si nos quedamos a primer orden en f, y dado que E~f, llegamos a
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Linealizacion de Landau: Fourier

Como el sistema es lineal, podemos transformar Fourier f, y E

VxE=0— ikxE(kt)=0= E(kt) = Bk )k oncitodnal
0 - 0
i(k,v,t) +iv - kfi(k, v, t) — E(k t)[ fo} 0 = z—/f1 k, v, t)d’v
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Las componentes de v perpendiculares a k no participan Folu) = /fu(V)([zl:‘l
en la evolucion (direcciones desacopladas). Expresamos | i
v = uk + v, € integramos en v, Fi(k,u,t) = /fl(k,vjt)d"'lu
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Linealizacion de Landau: Laplace

Finalmente, transformamos Laplace en el tiempo ambas ecuaciones

m,

|24 k,u,t)+ ikulF|(k, u,t) — B k.t)F(u)| e *dt =0
. ()t 0

sFy(k, u, s) + ikuFy (k, u, s) — iE‘(k, s)Fy(u) = Fi(k,u,0)
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/ Fy(k, u, s)du
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Con esto podemos despejar

Fi(k, u, s) [ (k,u,0) +—E(k s)Fy(u)
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Linealizacion de Landau: Campo eléctrico

Podemos resolver el sistema lineal para obtener el campo eléctrico

Nk, s) = ieA" /Fl(k’ u’o)(lu
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Y ahora invertimos Laplace
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Linealizacion de Landau: Relacion de dispersion

eN [ Fi(k,u,0)
E(k.f) =Y Res|E(k.s)sp| e g o N
Polos del G, o diduo en s, Bl ) = m o w2 Fo(u)
integrando ’ Dk,s)=1-— zT”V/ " ll\udu

Para una F, (k, u, 0) razonable, N(k,s) no tiene polos, asi que los polos de E(k,s)
seran unicamente los ceros de D(k,s). Tenemos la relacion de dispersion

2 O 5O
* F(u) , /’“ Fy(w)
— S ——=V — Wy / U
D(k,s) = i 7 Ly / " zlludu 1+w,) e 'ziku.)Qdu

Si nos interesa estudiar solo la estabilidad y/o la frecuencia de las perturbaciones,
nos basta con obtener los s(k) = (k) + iw(k) de la relacién de dispersion.



Ejemplo: Inestabilidad de dos haces frios

Un sistema de 2 haces frios consiste en tener una mitad de las particulas con

velocidad u, y otra mitad con -u e 00— 090 —0—90 —e
0 0 @ @ [ @ [ [ @ @
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Ejemplo: Inestabilidad de dos haces frios

Simulacion PIC (patrticle
in cell) de la ecuacion de
Vlasov para un plasma
de electrones bajo la
aproximacion
electrostatica pero sin
linealizar.



https://docs.google.com/file/d/1A8p_SFAKSZkhZDukpTA4Zpa2tQvdy7Pq/preview

Ejemplo: Oscilaciones de Langmuir

Para perturbaciones con longitud de onda grande (k=0), tenemos a orden 0

s

. Fu(n
o=1+udv [ — 1S sty = i,
S

. . ds
Oscilacion pura con velocidad de grupo nula v, = a5 =~ 0 No hay propagacion.
También se las conoce cOmo oscilaciones de plasma frio.

Para obtener una expansion de s(k) a mayor orden, usamos aproximaciones
sucesivas reescribiendo la relacion de dispersion

Fu(u) : - VEy(u) 5 o i V Fy(u)
0=1 + 1 / : L'l(, L du — 5% = —o.-’lf / , ,U(‘ l,f —du =52, (k) = —wﬁ / U.(f u)l —du
52 (1 +iku/s)? J (1+iku/s)- J [+ ikufs, (k)]

Podemos obtener s, (k) usando so(k)ziioop y calculando la integral.




Ejemplo: Amortiguamiento de Landau

Pero si reemplazamos por sO=-iu)p en la férmula, el denominador es real

. , [ VF(u) 2 [ VEy(u)
s2(k) = —w2/ 0 lu = —W‘Z/ 0 lu
(k) [1+ iku/so(k)]? R [1- ’f“/wp]?(u

Y debemos usar el limite hm

e—l W is

wy [ VFj(u) ) i / > VEF,(u) , / o
2 —U‘ U = W __p / — 0 g ) — 17 JEF (u — ku/w 7
si(k) = Wy — ku./'wpdu WpT, {\ P ( 1z ku!/’wpdu i _’x‘ Fo(u)o(1 — kufwy)du
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A este orden, vemos que el primer término siempre sera real y negativo,
mientras que el segundo sera imaginario puro.

1
= VP ( ) F ind(w) para poder calcular la integral.




Amortiguamiento de Landau

Para calcular la primer integral, expandimos el denominador en serie de potencias

: - y , oC ri—1
. R 0 211 €73 I I = [ ku |
VP (/_3c = lcu.,,a"'ijQdu) = VP (/_x VEy(u) Z n W—p du

n=1

o L n—1 e oC I n—1
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R n=1 P

s1(k) =17 (k) — wi (k) + 2im (ke (k) = —wp Y n(u"™) (fj) l“g‘”""Fé (%)
Si despreciamos el (i (k) & w) > n(u" ") (W—p) Recordar:
término cuadratico w3’f' ) — (R i (R
en y, obtenemos (k) =~ A—’j%IF{) (%) (k1) = Ex(k, 0)e™ e




. Amortiguamiento? de Landau

Para interpretar y, relacionamos F  con la cantidad de particulas con velocidad u
n(k) ~ F (22) ~ B (v7) ~ Folty +du) - Fo(vy = dw)

k
Velocidad de fase de la ~ # e  apenas mas ~ # e  apenas mas
perturbacion electrostatica  rapidos que la onda lentos que la onda

Solo los e con velocidad similar a la onda pueden “chocar” con ella: los e mas
lentos que la onda le roban energia mientras que los mas rapidos le entregan.

Y1(k) ~ # choques que entregan energia—# choques que roban energia

Si hay mas electrones lentos que rapidos
(y<0), la energia eléctrica de la onda se
transforma en energia cinética de los En ol SR
electrones y la perturbacion decae. de la onda
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Amortiguamiento de Landau
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Los momentos impares se anulan y usando la formula de Novikov
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Surge la longitud de Debye, que es la distancia de
apantallamiento de la interaccidén electrostatica
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Anatoli Vlasov (1908-1975) Lev Davidovich Landau (1908-1968)



Linealizacion de Landau: Fourier

Como el sistema es lineal, podemos transformar Fourier f, y E

VxE=0—sikxE(k,t) = o — E(k, 1) E(k Ok oretodnal
V-E= H)d*v — ik -E(k, t) = (k,v,t)d
afl afl € ()fo o df ()fo
dt e —mRE- T =0— ey —(k,v,t) +iv- kfl(kvt)—n—l(E(k t) - =0
0 ~ 0
T e, v, ) 4 i (v, ) — — Bk t)[ f“} 0 —z—/f1 k,v,1)d
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Las componentes de v perpendiculares a k no participan en la evolucion, las
direcciones estan desacopladas. Expresamos v = uk + v,



Linealizacion de Landau: Laplace

Integrando las componentes perpendiculares de Fo(u) = /fo("')dzﬂ
v = uk + v, y reemplazando en las ecuaciones Fi(k,u,t) = /fl(k,v,t)dgzu
OF e N
O Lk, u,t) +ikuFy(k,u,t) — —B(k, )Fi(u) =0  E(kt) =i— [ Fy(k,u,t)du
ot M, keg

Finalmente, transformamos Laplace en el tiempo ambas ecuaciones

/ [@(k u, t) + ikuF, (k,u, t) — —E(k,t)F.(2 )] e *ldt =0

m,

sFy(k, u,s) +ikuF)(k, u, s) — —E(k $)Fy(u) = Fi(k,u,0)

m,
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Ek, s) = / Fy(k, u, s)du
€0




Linealizacion de Landau: Campo eléctrico

Despejando  Fy(k.u,s) = — - [Fl(k u,0) + - E (k. 5)F)(u)

s +iku M,
eN
;

ke 0

E(k, s) = /Fl(k, u, s)du

Podemos resolver el sistema lineal para obtener el campo eléctrico
eN [ Fi(k,u0
R e e — N o

A £0 s+ iku “"12) _

egm V. egm

D(k,s)=1—1 EV/ Fo(u) du '
y5) = I s+iku Frecuencia de plasma

o+100
Invertimos Laplace E(k,t) = ! / E(k, s)e’ds = ZRes [ (k, s), sp] et

ZTZ T—in0 J
Polos del mtegrand Residuoen s




