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Presentacion del problema
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Remote sensing using active sensor system

Este problema solo puede describirse en términos
estadisticos. Se modela mediante una constante dieléctrica
del medio aleatoria.

La potencia que recibe el sensor del satélite queda
completamente caracterizada por (E(7)) y (E(F)E*(7")).



De Maxwell a Dyson

El problema a resolver esta dado por,
V x V x E(F) — w?ue(F)E(F) =0, (1)

donde € = (e) + € f(7), con ¢, f(7) variable gaussiana
centrada. Reemplazando,

V XV x E(F) - ulE(F) = QREF @)

con Q(7) = w?peo f (7).

Q(7) E(7) puede pensarse como una corriente j(7) y
pasar al formalmente problema inhomogéneo.



Funciones de Green

Si encuentro G(7, ') que cumpla,

V x V x G(F,7) — w?ue(P)G(F, ) = I6(F — 7),  (3)

puedo calcular el campo dispersado mediante la ecuacion:
B = / dr'G(r,7)j() = / dr'G(r,7)Q(F)E().  (4)

G(7,7") es la diada de Green. Para el caso homogeneo,
e = (€), su valor es:

GO (7, ) = (i +W) gl )

k2 ) Arx|r — 7|
con k = w+/p(e).



Puedo escribir G(7, #) en términos de GO (7, 7):

V x V x G(F,7) — w?ule)G(F,7) = I6(F — T
V x V x GO®F,7) — w?u(e) GO, 7) = I§(F — 7)

= G(7,7) = GO®F,7) + /drlG (7,7) - Q(F)G(71,7)
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El primer término de la serie perturbativa (6) es la
aproximacion a orden cero y corresponde a la solucion
homogénea, en la que no hay scaterring.

El siguiente término corresponde a la aproximacion de
Born, en el que se considera un solo proceso dispersivo.

7

Q7))

El término n-ésimo término representa representa un
proceso en el que la onda incidente se dispersa n veces.



Valores medios de la funcion de Green

En nuestra formulaciéon es necesario _calcular Yalorgs
medios del campo y su cuadrado: (E(7)) y (E(7)E*(")).

Esto se traduce a CaICuI:ar valores m:eolios d:e la funcion de
green y su cuadrado: (G(7,79)) Yy (G(7, 7o) G* (7', 7()).

Para ello es util recordar que e, f(7), y por lo tanto Q(7),
son variables gaussiana centradas y vale para n entero:

(Q(r1)Q(72)...Q(T2n11)) =0 (7)
(QIF)Q(T)..Q(Fwm)) = Y (QF)Q(F)).(Q(F)Q(T))

parejas
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Utilizando lo anterior en la expansion (6), y teniendo en

cuenta que (GO (7, 7)) = GO (7, 7,), llegamos a la
ecuacion de Dyson:

/dﬁd@é(o) (7, 71) - GOy, ) - G072, o) (Q(71) Q(F2))
+/dr1dr2dr3dr4é(0)(r, 1) - GO(Fy, ) - GO(Fa, 73) - GO(F3, 74)
x [(Q(T1)Q(72) ) (Q(T3)Q(74)) + (Q(T1)Q(73))(Q(T2)Q(74)) +
(Q(r1)Q(Ta) (Q(T2)Q(73))] + ... (¢)

De éste modo el valor medio de la funcion de green queda
expresada en potencias de la funcion de correlacion del
medio y del la funcidén de green del problema homogéneo.



Diagramas de Feynman

Es conveniente expresar la ecuacion (9) de forma
diagramatica haciendo uso de las siguientes equivalencias:

=G (7, m0) = (G(r,70)); (. (Q(r)Q(r2))

bl

Por ejemplo:
/) :/dﬁdrgé(o)(r, ) - GO(7y,72) - GO(F2, 7o)
x (Q(11)Q(72))

La ecuacion de Dyson queda representada como:

AW = + N +[_Q_Q_




Diagramas irreducibles y Operador de masa

En la expresion diagramatica de la Ec. de Dyson existen
dos tipos de diagramas:

NN

Ireducibles Reducibles
Los diagramas reducibles puede escribirse como
productos de diagramas irreducibles conectados por un
propagador.
Es posible escribir la ecuacion de Dyson de forma mas
compacta si definimos un operador que contenga todos los
diagramas irreducibles: el operador de masa Q.

Q=+ LN L LN

El primer diagrama reducible se obtiene multiplicando dos
veces el diagrama irreducible anterior.



La ecuacion de Dyson en términos de diagramas del
operador de masa resulta:

UVAVAVAVE

Si reescribimos el Ultimo factor de forma recurrente:
+ — XN

Lo que es equivalente a la siguiente ecuacion analitica:

AVAVAVAVE

EH

7,7)) = GO(F, f0)+/ dr1di GO (F, 71)Q(71, 72 ) (G(72, 7o ))
(10)



Bethe-Salpenter

Resta encontrar una expresion para (G (7, 70)G*(, 7)). Se
calcula realizando el producto de las series de Neumann
correspondientes y tomando valor medio.

(G(F, 7o) G (7, 7)) = GO(F, 70) GO (7, %)

L GO, 1) / 47, dr GO (7 7,) GO (7, 74) GO (7%, 7))
x(Q7(r)Q"(73))
+GO (r/,f{])/dfld@é(o)(f, 71)GO (71, 7)) GO (7, 7o)

x (Q(r1)Q(72)) + ... (11)



Diagramas para Bethe-Salpenter

A las equivalencias entre términos y diagramas agregamos,

BS = (G(F,70)G" (7, 7))

De la ecuacion (11) surgen tres tipos de diagrama:
N &£

e ) O

» Los que involucran funciones de correlacion entre
puntos de una sola funcion de Green.
» Los que involucran funciones de correlacion entre
puntos de distintas funciones de Green, pero cuyas
lineas internas no se cruzan.
» Los que poseen lineas internas que se cruzan entre si
(Irreducibles). 14




Operador Intensidad

Siguiendo el mismo esquema que antes, se puede definir
un operador que contenga las sumas de todos los
diagramas irreducibles, a través del cual se puede escribir
la ecuacion de Bethe-Salpenter de forma compacta:

UVAVAVAVAV) AVAVAVAVAV
BS = + I BS
AVAVAVAVAV

Que es equivalente a la ecuacion analitica:

(G, 70)G" (7', 74)) = (G (T, Fo)(G" (7', 7))

+ [ dFdradP iy (G (7, T )G (7, F)) (P, Ta; 74, T)

X (G2, 70) G (75, 7)) )



Aproximaciones para la ecuacion de Dyson
Aproximacion Bilocal
Me quedo con el primer término del operador de masa.

® ~ Q Q(71,72) = O (71 — 72)GO (71, )

Bajo esta aproximacion la ecuacion de Dyson resulta, en
terminos de diagramas:

AW = WY

lterando, vemos que solo obtenemos productos del
término bilocal:

AN = + &N +_Q_Q_+---




El desarrollo diagramatico anterior es equivalente a la
ecuacion analitica:

{

Qi

(7, 7)) = GO(F,7) + /dﬁd@é“)) (7, 71)GO (7, 75)

{(G(re,70))C(11 —T2)  (13)

A pesar de que la aproximacion bilocal es la mas simple
que se puede dar, la ecuacion de Dyson sigue siendo una
ecuacion integral.

Esta aproximacion impone la restriccion de que la varianza
de las fluctuaciones del medio sea pequena. Equivale a
decir que que la permitividad dieléctrica del medio no difiera
mucho de la permitividad de sus inhomogeneidades. Esto
es un gran limitante en las aplicaciones reales.



Aproximacion No lineal

La siguiente aproximacion posible es hacer que el operador
de masa dependa de la funcion de green del problema real.
Para ello lo reescribimos considerando el siguiente
operador:

= LODN N O

El operador de masa se puede reescribir como potencias
de este operador:

R = K + KR + -



Con el operador de masa escrito en potencias del operador
No lineal, trunco la serie en el primer termino como
aproximacion:

X~ &> Q(71,72) = C(1 — 72)(G (7, 7))

De modo que la ecuacion diaaramatica de Dvson resulta:
AW = + — KA

Que se traduce en la siguiente ecuacion analitica,

(G(F, 7)) = GO(F, 7o) + / drydr GO (7, 7, ) (G (71, 72))
(G(ry, 70))C (M —7)  (14)
Al resumar el operador de masa con productos de
diagramas cuyas lineas internas no se cruzan obtengo una
ecuacion no lineal.



Aproximaciones para la escuacion de BS
Aproximacion escalera o ladder

Al igual que el operador de masa, el operador intensidad
viene dado como una suma de infinitos términos. Las
aproximaciones a la ecuacion de Bethe-Salpenter, como
las de la ecuacion de Dyson, surgen de truncar dicha
suma. La aproximacion mas simple es:

I:<f1,772;771777'2) ~ 0(F, — 72)0(F, — 7)C(F — 7)

Reemplazando en la ecuacion de Bethe-Salpenter:

(G, 70)G" (', 75)) = (G(F, 7o) (G" (', 77))

20



Redondeando un poco...

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell obtuvimos
ecuaciones perturbativas para los dos primeros momentos
del campo: Ecuaciéon de Dyson y de Bethe-Salpenter,
respectivamente.

Resumando los diagramas de estas, redujimos los
desarrollos perturbativos a ecuaciones integrales.

Truncando las sumas de infinitos diagramas en los
operadores de masa e intensidad, obtuvimos dos
aproximaciones para la ecuacion de Dyson, bilocal y no
lineal, y una aproximacion para la ecuacion de BS, ladder
approximation.

Restaria obtener una expresion cerrada para los dos
primeros momentos del campo eléctrico.
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