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1 Elmodelo de Caldeira y Leggett

En esta nota vamos a hacer un repaso de la teoria de sistemas cudnticos abiertos tomando como hilo con-
ductor el modelo de Caldeira y Leggett, que consiste de un oscilador armonico, el sistema, acoplado bi-
linealmente a un medio ambiente formado por (muchos) osciladores arménicos. Ya que siempre podemos
describir al medio ambiente en términos de sus modos normales, no hay pérdida de generalidad en suponer
que los osciladores del medio ambiente estan desacoplados entre si. El Hamiltoniano del modelo es

H=Hg+ Hp + H; (1)
donde Hg es el Hamiltoniano del sistema
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Por sencillez,vamos a asumir que m, = M [wa] Yy Aa = A [wa). Como todo es lineal, las ecuaciones de
Heisenberg coinciden con las ecuaciones clasicas, es decir

MX + MQP*X +) Maga = 0
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La solucidn para los osciladores del medio ambiente es

t
Ga (t) = ¢ (1) — Aa / dt’ sinw, (t —t') X (') (7
0

MmaoWy

donde

Do (0)

OCO‘)OC

q" (t) = qa (0) coswat + sinwqt (8)



es la solucién homogénea, es decir el operador de Heisenberg del oscilador arménico libre.
Reemplazando en la ecuacion para el sistema encontramos
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Es conveniente escribir la ecuacion para el sistema en términos de su transformada de Fourier. La transfor-
mada de f () = sinwyt 6 (t) es

o0 .
gw) = / dt sinwat et
0

Wa

= - (11)
[(w +i€)* — wg}
Y por lo tanto
A2 1 1
0y o X (W) = ——j (w) (12)
za: Mmeq [(w + i€)2 — wg} M

Es conveniente pasar al limite del continuo introduciendo la densidad de osciladores
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Vemos que la ecuacion para el sistema se reduce a una ecuacion de Langevin, con disipacion I" y forzado j.
SiI' = constante decimos que el medio ambiente es 6hmico.
Respecto del forzado j (t), supongamos que el estado inicial es un estado térmico, y escribamos

() = 2:%0 [awe_m + aLeiwt] (16)
Entonces (j (¢)) = 0 pero
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N es el niicleo de ruido. Transformando Fourier



N [w] =T [w] hw (2N, + 1) (18)

Esta relacion entre I' y NV expresa el teorema de fluctuacién-disipacion, e implica que, en aquellas frecuen-
cias para las cuales pA? # 0, el sistema termaliza a la temperatura del medio ambiente (que en este caso
tiene capacidad infinita).

2 El modelo de Caldeira y Leggett en representacion de interaccion

Para describir la evolucion de la matriz densidad del sistema, entendida como la traza de Landau de la matriz
densidad total sobre las variables del medio ambiente, es natural adoptar la representacién de interaccidn.
Entonces los operadores evolucionan como los operadores de Heisenberg para el sistema desacoplado, mien-
tras que la matriz densidad total obedece

ihp = [Hf (), p] (19)
Escribamos las matrices reducidas
ps = trpp
pp = trsp (20)

En general el estado total no es un estado producto, pero podemos escribir

p=ps®pp+pc 2D

con

trp pc = trs pc =0 (22)

pc describe el entrelazamiento entre los dos subsistemas. Entonces

ih[ps ® pB + ps ® pp + pc] = [H (t), ps @ pp] + [H1 (t), pc] (23)
donde

[H(1),p5 ® pi) = 5 > Ao {1, 5] © (a0, o5} + (X, 95} g p]} (24)

La idea es hacer un desarrollo perturbativo en potencias de las A,

pB = PB+ppt...
pc = p};-i—... (25)
Supongamos por simplicidad que
trp pBga =0 (26)

Entonces tomando trazas parciales obtenemos

ihps = trp [H(t),ps @ pp + pe]
ihpy = trs [Hi(t),ps ® p%]
(27)



y por diferencia

ihpe = [Hi (t),ps ® p%] — ps @ trg [Hi (), ps ® pih] (28)
Entonces
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Dos términos se cancelan dejando
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Asumimos que si o # «/, entonces
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Asumiendo que
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Encontramos
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Hacemos la aproximacion de Markov pgs (t') = pg (t) y usamos que
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A tiempos largos podemos aproximar
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donde T', Q¢ y N fueron definidos previamente (ecuaciones y[I8). y
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Como chequeo vamos a obtener las ecuaciones de movimiento para los valores medios de X y P.
Usando que

N:hvp/ dw’ (42)
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Obtenemos

d Q]
7 <P> = —-M QQ <)<> — T <P> - M [Qgen - S22} <AX> (44)

3 La ecuacion de Lindblad

Lindblad demostré que todo operador local que preserve la traza y la positividad puede escribirse como una
suma de términos de la forma

LpLt — % {LTL, p} 45)

, donde el operador L no es necesariamente hermitico. Para ver qué efecto fisico tiene cada término, supong-
amos una ecuacién con un unico Linbladiano y una matriz densidad diagonal (por ejemplo, en la base de
energia). Entonces

pan = {10 L1} o = [ (0] L 117 pun | (46)
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Vemos que los médulos al cuadrado de los elementos de matriz del Linbladiano pueden interpretarse como
las probabilidades de transicion entre los estados respectivos. Una ecuacidn con esta estructura se denomina
una ecuacion maestra.

Como ejemplo, vamos a intentar llevar la ecuacidén que encontramos para el modelo de Caldeira y
Leggett a la forma de Lindblad. Como cabia esperar, el término

(X, {X, ps}] = [X?, ps] (47)

s6lo renormaliza el Hamiltoniano, mientras que

X, 1 psl] = -2 (XX - 5 (X% s} @)

ya estd en forma de Lindblad con . = X. Para reducir los otros términos introducimos operadores de
creacién y destruccién
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Entonces
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Reuniendo todos estos términos, descartando los que s6lo renormalizan el Hamiltoniano del sistema,
obtenemos



OMQhps = KO { <ApSAT - % {ATA,pS}> — (ATpSA - % {AAT,pS}>}

+ N <ApSAT _ % {ATA,pS} + AfpgA — % {AAT,pS} + ApgA — % {42, p) + Afpg AT — % {ATZ’,p})
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o bien

OMEQps = (N + HQD) (ApSAT _ = {ATA ,05})
+ (N — QD) <ATpSA _ = AAT,pS}>
+ N—i—zN (ApSA— 2{A2,p}>

+ (N - ZN) <ATpSAT - % {ATQ,p}> (53)

Esta ecuacion NO tiene la estructura de una ecuacion de Lindblad. Sin embargo, si aceptamos que A
e~ ®%_ vemos que los tltimos dos términos son oscilatorios, y presumiblemente es posible despreciarlos en
el limite en que 2t > 1. En este limite obtenemos una ecuacién de Lindblad, que apelando al teorema de
fluctuacioén - disipacién [18|se convierte en

ps = % {(N Q] +1) (ApsAT - % {ATA,ps}) + N Q) <ATPSA - % {AAT,ps}>} (54)

Si el medio ambiente se encuentra en un estado térmico, entonces
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N7 Q) ps = 5 {e <ApsA 5 {A A,ps}> +AlpsA =2 {AA ,ps}} (55)

que admite al estado térmico e ~?Hs como solucién estacionaria.

4 Comentarios finales

La dificultad de llevar la ecuacién maestra para el modelo de Caldeira y Leggett a la forma de Lindblad
muestra que ésta no es una ecuacién fundamental, y por lo tanto debe usarse con cuidado de permanecer
dentro de su zona de validez. Como la evolucién de la matriz densidad debe conservar traza y positividad,
la conclusiodn es que la hipétesis critica es la markovianidad. En general, ecuaciones de tipo Lindblad son
validas cuando los tiempos de relajacion del sistema son extremadamente cortos.

Muchos de los temas de esta nota estdn discutidos en mi libro, especialmente la deduccion de la ecuacion
de Langevin (capitulo 2) y termalizacion (capitulo 12) [[1]]. Breuer y Petruccione [2] y Gardiner y Zoller [3]
son dos monografias cldsicas. Ver también Percival [4]]. Manzano [3S]] es una introduccién breve a lo més
importante de la ecuacién de Lindblad.
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