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1 Introduccion

Un cristal de tiempo |1, 2] es un sistema de muchos cuerpos en que la simetria de traslaciones en el tiempo estd espontdneamente rota.
Es decir, aunque el Hamiltoniano del sistema es invariante frente a traslaciones en el tiempo, el estado del sistema sélo presenta una
invariancia discreta, es decir, el sistema evoluciona de una manera periddica.

Con esta definicion, los cristales de tiempo no existen, o al menos no se conocen sistemas que presenten este comportamiento ya sea
en su estado fundamental o en estados de equilibrio térmico. Sin embargo, si hay sistemas que presentan una gran sensibilidad frente
a perturbaciones periddicas, estableciéndose en una evolucién estable cuyo periodo no es necesariamente el de la perturbacién. Estos
sistemas, llamados cristales de Floquet estan siendo activamente investigados por sus aplicaciones en metrologia, informacién cudntica
y, cuando no, para fabricar miquinas térmicas.

2 Time Crystals o Non-equilibrium steady states?

Antes de empezar, debemos hacer notar que hay muchisimos ejemplos de sistemas que, en condiciones fuera de equilibrio pero bajo
un forzado externo estacionario, presentan auto-organizacion, pudiendo adoptar un comportamiento periédico en el tiempo [3} 4]. Un
ejemplo conspicuo es la conveccidon de Bénard [3], que se produce cuando una capa de fluido es calentada por debajo. El fluido frio
en la parte superior es mas denso que el fluido caliente en la capa inferior y tiende a desplazarlo, generando una inestabilidad tipo
Rayleigh-Taylor, pero al descender se calienta lo cual hace que el ciclo recomience. Cuando la inestabilidad satura se produce un patrén
de celdas convectivas, en las cuales el fluido circula periédicamente.

Un aspecto importante es que para que se dispare la inestabilidad es necesario que la diferencia de temperaturas entre la capa inferior
y la superior supere un cierto umbral. Cuando un elemento de fluido frio desplaza a un elemento de fluido caliente, hay una densidad de
fuerza neta resultante entre la fuerza peso y la fuerza de sustentacion
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Para que la inestabilidad se dispare es necesario que esta fuerza no pueda ser compensada por la fuerza restauradora generada por la
viscosidad

Af, = prAU ~ Z—ZU )

d es el espesor de la capa. La velocidad U es la velocidad critica en la cual se obtiene una distribucién de temperaturas estacionaria.
Para eso el transporte de calor por conduccion tiene que ser compensado por la transmisién por conveccién

UVT:HAT:Umg 3)
Entonces, la condicion de que A f, > Af, se convierte en
ATd?
RRa = gaf > RRa,cr (4)
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RRaq es el niimero de Rayleigh, o = (dp/dT) /p, y el valor critico del niimero de Rayleigh es del orden de 10°.
El caso de la conveccion de Bénard es tipico de problemas donde un estado de equilibrio se vuelve inestable al variar un parametro.
Si consideramos fluctuaciones lineales alrededor del equilibrio, encontramos los modos normales que satisfacen ecuaciones del tipo



X = —i0X ®)
donde en general €2 es complejo

Q=w—1iy (6)

Mientras v > 0 el modo normal es estable, pero v cambia de signo cuando algtin pardmetro alcanza un valor critico, por ejemplo

Y =" (AT() — AT) 7
Mientras la evolucion es lineal obtenemos
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Pero cuando el modo se desestabiliza es necesario considerar términos de orden superior. Si promediamos sobre escalas de tiempo
grandes respecto de 1/w pero chicas respecto de 1/, los términos cibicos en X, que son todos oscilatorios, promedian a 0. Por lo tanto,
la primer correccion es el término de cuarto orden
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con solucién
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Siy > 0, vemos que la perturbacion revierte al estado de equilibrio. Si~y < 0, la amplitud satura en un valor
2]
X? = (11)
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y la perturbacién continia oscilando con frecuencia w =~ w (ATp). Si § también es negativo, es necesario considerar términos de sexto
orden, y asi siguiendo [3].

3 La propuesta de Wilczek

Si bien los intentos por construir un moébil perpetuo se pierden en la noche de los tiempos [6]], el concepto moderno de cristales de tiempo
se origina en dos articulos de Wilczek [[7] y Shapere y Wilczek [8]].

La propuesta de Wilczek se puede desarrollar en tres etapas: a) el estado fundamental de una particula en un anillo que atrapa un
flujo magnético que no es un multiplo del cuanto de flujo tiene momento angular y energia cinéticas distintos de cero; b) el estado
fundamental de un condensado (de pares de Cooper) en que las particulas se atraen entre si es inhomogéneo en densidad; ergo c) un
condensado en un anillo etc. forma una onda de densidad que gira alrededor del anillo en su estado fundamental.

Veamos estos elementos por separado.

3.0.1 Una particula en un anillo

El montaje es similar al del efecto Aharonov-Bohm [9]]. Puesto que el anillo atrapa un flujo magnético ®, sobre el anillo hay un potencial
vector
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y por lo tanto el Hamiltoniano de la particula
1 ed \?
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Donde L = —ihd/0,. Como L esta cuantizado, el estado fundamental corresponde a L = nf, donde n es el entero que mejor aproxima

a e®/2mch. Si esta cantidad no es un entero, el valor de la energia en elestado fundamental no es cero, lo que puede interpretarse como
que se ha generado una corriente persistente en el anillo.



3.0.2 Ondas de densidad en condensados

En el estado fundamental de un condensado de Bose-Einstein en una dimension, con interaccion atractiva entre las particulas, la funcién
de onda del condensado obedece la ecuacion de Gross - Pitaievsky [10]
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Si escribimos ¥ = ¢t/ 51/1, entonces existe una solucion no trivial
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El valor del potencial quimico p se obtiene de ajustar el nimero de particulas en el condensado

N:/dxw2:2dA2:§ 2 (17)
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y por lo tanto
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Si 27r > d, podemos “enrollar” una solucién de este tipo en el anillo, obteniendo una onda de densidad.

3.0.3 Voila le cristal du temps

La propuesta de Wilczek se basa en asumir que si el condensado forma una onda de gravedad en el anillo, y se enciende el flujo
magnético, entonces la onda se va a poner a girar, arrastrada por la corriente persistente generada por las particulas individuales.

4 No hay cristales de tiempo en equilibrio
La demostracion de que no hay cristales de tiempo con sistemas en su estado fundamental es de Watanabe y Oshikawa [[11]].
Supongamos que queremos construir un cristal de tiempo sobre un sistema extenso. El valor de expectacion de cualquier observable

en un estado de equilibrio por definicién es independiente del tiempo, por lo cual si hay algin tipo de comportamiento peridédico debe
manifestarse en correlaciones del tipo G (t) = (A (t) B (0)), donde A y B son observables locales sobre el sistema

A(t) = %/dgra(r,t)
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B(0) = V/ d3r b (r,0) (19)
El Hamiltoniano tiene una estructura similar
H= / & b (r) (20)

Para demostrar que G (¢) se anula en el limite termodindmico V' — oo, W-O van a demostrar que G estd acotada, y que la cota es
0] (Vﬁl). Supongamos que la energia del estado fundamental es Y = 0. Entonces

A(t) = TP A (0) e~ /R 1)
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Como el Hamiltoniano es no-negativo, H'/2 existe, y

’hc':f < {A(0) HA(0)) (B (0) HB(0)) = i ([A(0),[H, AO)])([B (0),[H, B (O)]) @3)

Si asumimos que los conmutadores s6lo son distintos de cero entre operadores locales evaluados en puntos préximos, es decir que
integrales del tipo

/ &z [a (@), h(0)] (24)

convergen, entonces cada valor de expectacién escalea como V/, pero los operadores A y B escalean como V !, de manera que efecti-
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vamente ’G‘ x V2.

5 El ejemplo de Sacha

Si bien el resultado anterior excluye el rompimiento de la simetria de traslacidn en el tiempo en un estado de equilibrio, la verdad es que
ninguna simetria se rompe de esa manera. Lo que caracteriza una verdadera transicién de fase, por ejemplo la transicion ferromagnética,
es que un campo aplicado infinitesimal es suficiente para que el sistema desarrolle una magnetizacién finita.

Por lo tanto, lo que debemos preguntarnos es si una perturbacion dependiente del tiempo es suficiente para poner a oscilar al sistema,
y en particular en frecuencias que no sean las de la perturbacidn.

En su libro [1]], K. Sacha presenta lo que podria considerarse un cristal de tiempo de Floquet paradigmatico. El sistema es una cadena
de espines. 771 es el operador de spin en el sitio j, y hay una base en que todos los espines estdn bien definidos

iy ) = m ) (25)

Consideramos un mapa en vez de una evolucion continua. En cada iteracion, el mapa estd dado por un operador

U=UP (26)
donde P es el spin flip
Pm) = |-m) 27
y U es la evolucion unitaria durante un tiempo 7'
U= TH/M (28)
con un Hamiltoniano
H ==Y Jjiig (29)
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No nos interesan los valores de los coeficientes J;; pero si que el Hamiltoniano es cuadrdtico en los espines. Los estados |172) son
autoestados de H

H |m) = E[m] |m) (30)

con el mismo autovalor para |171) y |—1), pero no son autoestados de P. En cambio, los cat states
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son autoestados de H y de Py por lo tanto del mapa
Plimt) = +|mt)
Ulmt) = de TP/ 54 (32)



pero no son autoestados de spin

1y ) = mj [mF) (33)

Consideremos el caso en que la cadena estd en el estado |77i+) Como en el argumento de Watanabe y Oshikawa, los valores de ex-
pectacién del espin son independientes del tiempo

(M| my; (nT) |m+) = (m+|m; (0) |m+) =0 (34)

Pero las funciones de correlacion resultan
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Vemos que las funciones de correlacién son periddicas, pero el periodo es 27" en vez de T', lo que demuestra que el proceso es no lineal.
Ademds, Sacha [[1]] demuestra que este comportamiendo es robusto frente a perturbaciones del Hamiltoniano.

En mi opinidn, la inversién de espin no se puede considerar una pequesia perturbacion, y por lo tanto este ejemplo estd mds cerca
de un estado estacionario fuera de equilibrio, como la conveccién de Bénard, que de la idea original de cristales de tiempo propuesta
por Wilczek. Sin embargo, el hecho es que la biisqueda de la construccién de cristales de tiempo en el laboratorio llevé a avances en la
preparacion y control de este tipo de sistemas, y en ese sentido la polémica ha sido valiosa.

Apéndice: La respuesta de Nozieres

La propuesta de Wilczek gener6 una polémica y eventualmente una refutacioén detallada por parte de P. Bruno [[12]. A su vez, Nozieres
desarroll6 una presentacién simplificada de los argumentos de Bruno [13]]. El modelo de Nozieres busca demostrar que el estado de la
onda de densidad con velocidad angular no nula siempre tiene mas energia que el estado sin rotacion.

Si el condensado estd en movimiento, entonces la funcién de onda toma la forma de Madelung

Y =vne? (36)
El momento angular por particula es
h
L=— [ dpS 37
o P O 37
y estd cuantificado, de manera que
1
= [ daps,=tez (38)
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Empecemos con el caso ¢ = 0. En el referencial que rota junto con el condensado, la densidad de carga es independiente del tiempo, y
por lo tanto la densidad de corriente es uniforme

,_en Cer
y== [, CA] (39)

donde A’ es el potencial vector en el sistema rotante. Por lo tanto
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Integrando sobre el anillo encontramos ~
1

eA/ynJ/() —0 (41)
c e n

donde la barra indica promedio sobre el anillo. Si el contraste de densidad no es muy grande, n = ng (1 + J), § < 1, entonces

(1> _ L (14 (62)] (42)

n no



En el sistema del laboratorio la corriente es

de modo que A’ = A 4+ mcQr/e, y la energia
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Jo = —e*ngA (1 — (82)) /me. El término lineal en Q2 es

2 2 1 =
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Reemplazando al orden requerido

vemos que la integral se anula,

/d<p (6—0%+(62) =0

y el término cuadritico es definido positivo, por lo cual la energia es minima cuando €2 = 0.

Si ¢ # 0, entonces B
1 h
Sy mJ’() =20
c e n e

y el argumento es idéntico, reemplazando A’ — A’ — chf/e?.
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