Temas avanzados de termodinamica y fisica estadistica — 2do cuatrimestre de 2023

Guia 6: Relaciones de trabajo cudnticas
Se trata de verificar la identidad de Jarzynski,
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para un sistema cudntico muy sencillo. Un spin 1/2 estd sometido a un campo magnético de médulo B
constante en una direccion 7 variable del plano xy, de manera que su hamiltoniano es
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H = —§Bﬁ 0= —§B(nxam + nyoy),

donde ¢ = (o, 0y,0) es el vector formado por las tres matrices de Pauli, y hemos elegido unidades en las
que tanto i como el factor giromagnético son iguales a 1. El sistema experimenta el siguiente proceso:

* A tiempo t < 0, el sistema estd en equilibrio con un reservorio a temperatura 7', y la direccion del
campo magnético es n = .

At = 0 el sistema se aisla del reservorio y se mide su energia.

En el intervalo 0 < ¢ < T, con el sistema aislado del reservorio, se hace rotar la direccién del campo a
velocidad angular w constante, 71(t) = cos(wt)z + sin(wt)y.

At = 7 se vuelve a medir la energia del sistema.

At > T, el sistema se vuelve a poner en contacto con el reservorio, con la direccion del campo
constante, 1. = n(7).

Si E; es el resultado de la primera medicion de la energia y F; el de la segunda, el trabajo realizado sobre el
sistema es W = E; — E;. Dado que la energia solo puede tomar dos valores, £5/2, hay tres valores posibles
para el trabajo, W = B, — B, 0. El primer resultado se obtiene si la primera medicién arroja £; = —B/2y la
segunda Ey = B/2, asi que la probabilidad de ese resultado es

P(W = B) = P(E; = —B/2,E; = B/2) = P(E; = B/2| E; = —B/2)P(E; = —B/2)
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donde | 1, 7n) es el autoestado de 7. - & con autovalor 1, | |, 72) lo mismo con autovalor —1, U(7) es el operador
de evolucién entre t = 0y t = 7,y Z es la funcién de particién correspondiente a 7 = 2. El objetivo del
problema es calcular explicitamente la probabilidad de cada valor del trabajo, y a partir de ahi verificar que
se cumple la identidad de Jarzynski.

(a) Primero de todo, jcuanto vale AF en este caso?
(b) Obtenga expresiones andlogas a (1)) para las probabilidades de los otros dos valores posibles del trabajo.

(c) Calcule los vectores | T,7(t)) y | 4, n(t)) para0 <t < 7.
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Calcule los vectores |¢4(t)) = U(t)| 1,2) y | (t)) = U(t)| |,2) para 0 < ¢ < 7, resolviendo la
ecuacién de Schrodinger i|¢)) = H|t)) con las condiciones iniciales adecuadas.

Ayuda: la ecuacién de Schrodinger puede parecer complicada porque el hamiltoniano depende del
tiempo, pero en realidad es sencilla. Escribiendo [¢)) = (11,12), se obtiene un sistema de ecuaciones
acopladas para 1, y 105, que se pueden desacoplar multiplicando una de las ecuaciones por un factor
adecuado y derivandola. Para que sirva de referencia, la primera componente de |i+(t)) es

_ e W+ BY o W+ B\ o
)= (1557 e (1557 ) ).

donde €2 = vw? + B? (nbtese que, con nuestra eleccion de unidades, w y B tienen las mismas unidades).

Se recomienda chequear sus resultados estudiando lo que pasa cuando w = 0.

A partir de lo anterior, calcule la probabilidad de los distintos valores del trabajo y verifique que se
cumple la identidad de Jarzynski.

Estudie el caso en que la rotacion es infinitamente lenta (w — 0, 7 — oo con w7 fijo) y discuta sus
resultados.



