La cuna de Rindler y el efecto Unruh
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1 Introducciéon

La vez pasada mostramos que la trayectoria de un observador uniformemente acelerado en el universo de
Minkowski en una dimension espacial se puede parametrizar como
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Alternativamente podemos introducir coordenadas

p =
9 —

(2)

Q‘SQ‘QM

Estas coordenadas cubren la cuna de Rindler x > 0, —x < ¢t < x. En estas coordenadas, la métrica es
ds® = —p*do® + dp* (3)
Por lo tanto, los observadores de Rindler se perciben a si mismos como viviendo en un Universo estético.

Si el espacio estuviera ocupado por un campo cuantico en su estado de vacio, y uno de estos observadores
llevara consigo un detector de particulas, ;qué detectaria?

2 Cuantificaciéon del campo escalar libre

Para empezar, tenemos que caracterizar el estado de vacio de un campo cudntico, que tomaremos como
un campo escalar, porque es lo mas sencillo.
Un campo escalar libre obedece la ecuacion de Klein-Gordon. En una dimension

10% 0% mic?

coe o =0 @




y se cuantifica observando que si descomponemos el campo en modos

dk 1.
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Entonces ¢, es un oscilador armonico
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El operador del campo en representacién de Heisenberg se escribe en términos de los operadores de
creacion y destruccién para cada modo

dk he —iw W
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la, al| = (2m)" 6 (k — &) (9)
Ny = a,tak es el operador numero de particulas. En el estado de vacio
(Nk) =0 (10)
En un estado térmico )
(Ne) = (1)

3 Detectores de particulas

Reducido a lo esencial, un detector de particulas es un sistema de dos niveles en el que la amplitud de
transicién de un nivel a otro es proporcional a la amplitud del campo en la posicion del detector. El sistema
acoplado campo-detector tiene un Hamiltoniano

H:HC+HD+HCD (12)

H¢ es el Hamiltoniano del campo libre, Hp es el Hamiltoniano del detector con dos autovectores Hp |G) = 0
y Hp |E) = E|E) y Hep es el Hamiltoniano de interaccién en representacién de Schrédinger. Estamos
considerando el caso en que el detector es una particula puntual que sigue una trayectoria (xp (t),tp (t))
parametrizada por el tiempo propio del detector t. La interaccion con el campo induce transiciones entre
los dos niveles del detector, con una probabilidad de transicién proporcional a la amplitud del campo en
el evento en que se encuentra el detector y a un observable del detector que acopla los dos estados entre
si. En la representaciéon en que
1
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podemos tomar este observable como

m = |E)(G|+|G)(E|

(1))

= o, (14)

Para seguir la evolucién del sistema acoplado, es conveniente utilizar la representacion de interaccion [1]. Si
|C — D) g (t) es un estado del sistema acoplado en representacién de Schrodinger, entonces en representacion
de interaccion

0
ih=>|C' = D) (t) = Hep |C = D) (1) (15)
donde H/.}, es el Hamiltoniano de interaccién en la representacion de interaccion
Hip = e et inlt g pe Mt DN = 5 (2 (1) tp (1)) m(2) (16)

¢ (xp(t),tp(t)) es un campo libre, y por lo tanto se puede desarrollar en operadores de creacién y
destruccion como vimos mas arriba. Andlogamente

m (t) _ eiHDt/hUmefiHDt/h (17>

Si la interaccion entre campo y detector es débil, entonces la ecuacion de movimiento para el estado se
puede resolver perturbativamente en . Si en el pasado lejano el campo estd en el estado | X) y el detector
en su estado fundamental |G), entonces a primer orden

ihgt |C' = D) (t) = ¢ (zp (1) . tp (1)) m (1) | X) |G) (18)
con la integral trivial
0= D) (0) = 1X)1G) ~ T [t 6 (ep () 0 () m (1) 1X)1G) (19)

La amplitud de encontrar al detector en el estado F, y al campo en algin estado |Y'), a tiempos muy
largos, es

4 = _hw/_o;dt (Y[ (zp (t).tp (1) |X) (E|lm (1) |G)
= _;y<E|Om|G)/O:OdteiEt/h<Y|¢(xD(t),tD(t))|X> (20)

y la probabilidad
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Con [(E| o, |G)* =1
Si s6lo nos interesa la probabilidad de que el detector se excite, sumamos sobre |Y')

= [ i DX 6 e (1) () 6 i (1), 1 (1) X) (22

El préximo paso es descomponer el operador de campo en operadores de creacién y destruccién. Si el
estado | X)) tiene nimeros de particulas bien definidos en cada modo, entonces

(X|al,a, |X) = ©@2m)" Nub (k—K)
(X|awa |X) = (2m)" (1+ Ny)§ (k= F)
(X|awar |X) = (X|ala}|X) =0 (23)

y obtenemos

P — 72/ dk hC/ dtdt’ i Bt—t)/

(27) 2wy,
{ (14 Np)e —ik(zp(t)—zp(t')+iw(tp (t)—t _|_Nkeik(fDD(t)*xD(tl))*iwk(tD(t)*tD(t/))} (24)
que identificamos como
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4 Detectores inerciales

Antes de probar con los observadores acelerados, probamos el caso en que el detector esta en reposo, es
decir zp (t) =0, tp (t) = t. En este caso

A = 27T5<wk+E):0

B = 216 (wk - ) (27)

Usamos que

5(0)=T (29)
es el tiempo total que estd encendido el detector. Vemos que efectivamente la probabilidad de que el
detector se excite es proporcional al nimero de particulas en el modo k en resonancia con el gap del
detector. En particular, si el campo se encuentra en un estado térmico, la probabilidad de excitaciéon es
proporcional a (Ng); ~ e 7P,



5 Detectores acelerados

Si el detector esta siguiendo una trayectoria arbitraria, la integral sobre el tiempo se reemplaza por una
integral sobre la trayectoria, parametrizada por el tiempo propio ¢ del detector

t
xp(t) = pcoshc—
p
t
ctp(t) = psinhc— (30)
p

Ademads tomamos la masa del campo m = 0, de modo que wy = c|k|, y el estado inicial del campo como
su estado de vacio. La probabilidad de excitacién del detector se reduce a

P ; (;’j)z’z AP (31)
donde ahora, si k > 0,
PRy o
ysik <0
A= / "t e Brmiklert 7} (33)

Aunque la integral se puede hacer, para nuestros propdsitos es mas interesante notar que existe un
punto silla cuando

E
=+ k| ceEt/P =0 (34)
de modo que
E E TP
*et/p _ ot =41 + — 35
‘ he k| " [hc|k|1 c (35)

Aproximando la integral por su valor en el punto silla obtenemos
|A|2 ~ e—?T(Ep/hC (36)

como corresponde a un detector sumergido en un bano térmico con temperatura 5 &~ 27p/hc, o sea

T = n a (37)
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El hecho de que la temperatura de Unruh depende de la constante de Planck muestra que el efecto es de
origen cuantico. De todas formas el efecto es minusculo:

T~ 1078K (“) (38)
g

(g =98 ms?).



Apéndice A: ;MRUA o MRU?

Consideremos una trayectoria p = constante en la cunia de Rindler. En este caso, el tiempo propio
—cdr? = —p*do* + dp? (39)
se reduce a

cdr = pdf (40)

o sea 0 = c1/p, p = constante. La velocidad

0 do 1
u = _— = —
cdr  p
dp
Fr= —=0 41
“ cdr (41)
(u?> = =1, comme il faut). Obsérvese que la velocidad es constante a lo largo de la trayectoria. ;Cémo

puede ser que el movimiento sea acelerado?
Notamos que la condicién de que u,a* = 0 efectivamente requiere que a’ = 0, de manera que la cuestion
concierne a a”

2
a’ = *u'uly = & {ueufe + 1%, (ue) } (42)
El primer término es efectivamente cero, pero en el segundo ', = p, y finalmente

a=— (43)

como debia ser.

Apéndice B: acerca de las representaciones en mecanica cuantica

Como se ve en el texto principal, la evolucién de un sistema cudntico toma aspectos muy distintos segin
qué representacion de la dindmica se use.
Las dos reglas que nos permiten pasar de una a otra repreentaciéon son que

e [: Todas las representaciones coinciden en el tiempo inicial, que tomamos t = 0

e II: Los valores medios de un observable A se pueden calcular indistintamente en cualquier representacion

En la representacion de Schrodinger, la matriz de un observable A es independiente del tiempo, mientras
que un estado |¢) evoluciona en el tiempo como

[0 (1)) = e 7 |4 (0)) (44)

que es equivalente a la ecuacién de Schrodinger



i 1 ()5 = H 1 (1) (15)

En la representacion de Heisenberg, los estados son independientes del tiempo. Por la regla II, debemos
tener

(¥ (0)| A (8) [¥(0)) =s (¥ ()] A(0) ¢ (t)) (46)
Por lo tanto
AH (t) _ 6’th/ﬁA (0) e—z’Ht/ﬁ (47)
que es equivalente a la ecuacién de movimiento
h A (1) = i [H, A (1) (48)

La representacion de interaccion es util cuando el Hamiltoniano admite una descomposicion H = Hy+ H;
(decimos que Hj es el hamiltoniano libre y H; el Hamiltoniano de interaccion). Entonces, definimos

AI (t) — eiHot/hA (O) 6—1’H0t/h (49)

Es decir, el operador en representacion de interaccion con el Hamiltoniano H es el mismo que el operador en
la representacion de Heisenberg con el Hamiltoniano Hy. Calculando un valor medio en las representaciones
de interacciéon y de Schrodinger, encontramos que

T g (£)) ;= e 1) (0)) (50)
de donde es facil ver que
L d
they [0 () = Hu (8) |4 (1)) (51)
donde
H]_[ (t) —_ eiHot/hHle—iHot/h (52)

es el Hamiltoniano de interacciéon H; en representacién de interaccion. Hip; es generalmente dependiente
del tiempo, lo cual expresa el principio de conservacién de la dificultad.
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