Teoria Cuantica de Campos

Guia 1: Ecuacién de Klein-Gordon y Dirac
Primer Cuatrimestre 2016

Parte A: Simetrias de las ecuaciones relativistas y propiedades de transformacion del espinor de

Dirac
1. (a) Considere una transformacién de Lorentz dada por una matriz A: z'* = A* z”. Muestre que la matriz \ definida
por A = e satisface Ay = — Ay, siendo A, = 1,0
(b) Muestre que las relaciones entre los generadores M, = —M,,,, que definen el dlgebra de Lorentz:

10.

[M,uya Mpa] = i(g,quup + gl/pM[LO' - gule/a - guaM,up)

pueden re-escribirse como:
[JZ‘, Jk] = iEilel [Ki, Kj] = 72'67;le[ [Jz, Kj] = ’L'Gilel
con Jl = %eijijk y Ki = MZ‘Q.

Halle las relaciones que definen el dlgebra de Poincare evaluando la diferencia en un cuadrivector al realizar las transfor-
maciones sucesivas (A1, a1) y (A, az) permutando el orden entre ellas. Aqui la notacion (A, a) indica la transformacién
at — Abz¥ 4 a*. Sino le sale, al menos escriba esas relaciones.

(a) Formule y verifique la condicién de invariancia relativista de la ecuacion de Klein-Gordon.

(b) Si ¥ es una solucién de la ecuacion de Dirac, encuentre la condicion que debe cumplir la matriz S para que 0,
definida por ¥(z) = S(A)¥(A~12) sea solucién.

Compruebe que S = ez Zmwe™ con ¥ = i[’ﬂu v ], satisface la condicién previa a primer orden en el parametro w"”

de la transformacion de Lorentz A .

. Verifique que las matrices X satisfacen el algebra de Lorentz. (Ayuda: use la condicién anterior sobre el conmutador

[Yu, Xup] y utilice la identidad de Jacobi)

Construya la representacién (1/2,0) ® (0,1/2) = (1/2,1/2) del grupo de Lorentz y muestre que corresponde a una
representacion vectorial. Para ello, construya una matriz 2 X 2 con un espinor izquierdo y uno derecho. Escriba esta
matriz como A°1 + A.G'y muestre que (A%, A) transforma como un cuadrivector.

Definiendo A = 1 / 2(7> + z?) y B =1 / 2(7 - z?) (siendo J y K los generadores de las rotaciones y boost
respectivamente) muestre que el dlgebra de Lorentz es suma directa de dos su(2).

Encuentre las propiedades de transformacién de las siguientes formas bilineales:

Ty, Tyly® T, Uylealy,

(a) Muestre que en una representacion del dlgebra de Poincare, la matriz/operador P? = P* P, conmuta con todos los
generadores del dlgebra.

(b) Elvector de Pauli-Lubansky W* es definido por: W# = %GMVPUPVM vo (siendo M, generadores del algebra de
Lorentz). Muestre que W2 tambien conmuta con todos los otros generadores.

(c) Muestre que en el sistema en reposo W2 resulta ser proporcional al .J2. Halle la constante de proporcionalidad.
(a) Construya las soluciones tipo onda plana de la ecuacion de Dirac, usando la representacion standard para las matri-

ces de Dirac. Para ello, aplique un boost sobre los espinores ¥ (z) = u(0)e =™ ¥ (x) = v(0)e'™ correspondi-
entes a una particula en reposo.

(b) Halle la normalizacién de los espinores obtenidos.



11. Alternativamente, muestre que e~ **u(k) con u(k) = c(k)(¥ + m)u(0) (c una constante dependiente del momento) es
solucién de la ecuacién de Dirac. Muestre también que ety (k) con v(k) = d(k)(f — m)v(0) es solucién (d una
constante dependiente del momento). Relacione ambas con los espinores obtenidos en el inciso anterior.

12. Determine las constantes ¢ y d del inciso anterior por la condicién de normalizacién @(®u(?) = §,, 8y 7B = —5, 8

Parte B: Presencia de soluciones de energia negativa

13.  (a) Para entrar en calor, mostrar que la corriente j, = —%(go* L — @0,p*) satisface la ecuacion de continuidad
Oy j" = 0si ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon.

b) Evalie la corriente para la soluciones de frecuencia positiva y negativa v (., t) = e¥"_siendo ko = vk2 + mZ2.
p p y neg vz,

(c) Muestre que la componente jy no es definida positiva (o negativa) en el espacio de soluciones generado por solu-
ciones frecuencia positiva y negativa.

14. Proyectores de energia positiva y negativa

(a) Muestre que los espinores v y v satisfacen las relaciones:

Z W@ (k)al® (k) = k+m _ Z 0@ (£)5(@) (k) = —kt+m

2m 2m

(b) A partir de esta expresién muestre que 21:1 u® (B)a (k) y — Zizl v(®) (k)5(®) (k) son proyectores en el

subespacio de energias positivas y negativas respectivamente.

15. Estudie la evolucién temporal del paquete Gaussiano

7‘2
U(r,0) = (7rd2)_3/4efm

oo o

Muestre que para formar dicho paquete es necesario incluir soluciones de energia negativa con peso comparable a las de
energia positiva sélo si d < 1/m. Interprete fisicamente.

16. La operacién de conjugacion de carga se define como
U, =CU*
donde la matriz C satisface C2 = 1, Ot = 0, Cy**C = —*

(a) Muestre que si U satisface la ecuacion de Dirac en presencia de un campo electromagnético entonces W, satisface
la misma ecuacién cambiando el signo de la carga.

(b) Pruebe que C' = iy en la representacion standard.
17. Limite no-relativista. Considere la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético (p* — p* — e AH).

-,
—

(a) Muestre que en el limite no relativista v ~ ﬁa.(ﬁ — eA)u donde u y v son las componentes superior e inferior del
espinor de Dirac.

(b) Usando este resultado, pruebe que

1 . .
—(p—eA)? 4 eA” - e Blu= (E—m)u
2m m

(en consequencia, el factor giromagnético del electrén es igual a 2).



