3.2 Campos de espin 3

3.2.1 Campo de Dirac

Para cuantizar el campo de Dirac, que es un campo complejo,
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convertimos los coeficientes a, 5, b,s y sus complejos conjugados en operadores y sus
operadores adjuntos, como hicimos con el campo escalar. Antes de imponer ninguna
relacion de (anti)conmutacién sobre los mismos, veamos qué forma tiene el operador
hamiltoniano resultante (de nuevo hacemos el calculo en t = 0 por simplicidad):
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donde hemos usado
u (p)ul (p) = 2E,6,5, o (p)o (p) = 2E,6rs,
u(=p)o® (p) = o (=p)ul (p) =0. (3.38)

Si ahora impusiéramos las mismas reglas de conmutacion que al campo escalar complejo
y aplicdramos el orden normal (substraccion de la energia del vacio), obtendriamos un



hamiltoniano no acotado inferiormente, pues los estados creados por b%,, que llamaremos
antiparticulas, contribuyen con energia negativa arbitrariamente grande. Para obtener un
espectro de energias que tenga sentido, debemos imponer las reglas de anticonmutacion

{p(t,x), y(t,y)} = i*(x — y)
Wt x), 9(ty); = Ty(t %), y(ty)} =0
{ap, “:;,s} = {bp,, b:r;,s} = (27)°0°(p — 9)ys

(3.39)
{apr agsy = {bpr byst = {ap: by} =0.
y definir, consistentemente, el orden normal para operadores fermioénicos,
pylly,, = =y, Gy, bp,by = b by, (3.40)
lo que conduce al hamiltoniano
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Andlogamente, para el operador momento se obtiene
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El momento angular (carga de Noether conservada asociada a la invariancia bajo rotacio-
nes) tiene una parte orbital (idéntica a la del campo escalar) y otra de espin (adicional).
Aplicando las expresiones generales para las corrientes de Noether, se puede demostrar
que la parte de espin en la representacion quiral es

S = /d3 “Zgb donde X' = (% (Si) : (3.43)

Expresado en el espacio de Fock, el espin en la direccion del eje z queda
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Entonces el espin ], del estado creado por a;r,,s 0) o b;;,S |0) en su sistema de referencia en
reposo (p = 0) se obtiene aplicando S, a estos estados. Recordemos que

u(0) = uf) (0) = vim &9, oP(0) = —0(0) = vm 5 (3.45)

y que hemos introducido
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La ultima linea en (3.44) se anula aplicando (3.38) y obtenemos
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t Ly + Ly
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donde se ha tenido en cuenta que : by by, : = —b), ;bys. Nétese que gracias a que dado
un s hemos introducido 7(®) = —ig?&®)* para los espinores de las antiparticulas, que es

autovector de ¢® con autovalor opuesto al de &), los estados de particula y antiparticula
con el mismo s tienen el mismo espin.

Como (K, J;] = 0, el estado resultante de hacer un boost en la direccién del eje z (en
la que hemos definido el espin) sigue siendo un autoestado del espin. A la proyeccion
del espin en la direccién del movimiento se le llama helicidad y se puede comprobar
usando las expresiones explicitas de los espinores



ul? (p) = —u® (p) (3.49)
o? (p) = +0?(p) (3.50)

p-Zull(p)=+ul(p), p-
p-Zol(p)=—o(p), p-

con lo que el resultado de (3.47) y (3.48) es extensible a los estados de helicidad:
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p-S b;,l 0) = +§b;,1 0), p-S by,|0) = _Ebp,Z 0), (3.52)
es decir, los estados de particula y antiparticula con el mismo s tienen la misma helicidad. Re-

cordemos por ultimo que las helicidades son invariantes Lorentz solamente para estados
sin masa (quiralidades).

En cuanto a la carga U(1),

0= [@xiytyi= [0y

Por tanto, el campo cuantico i destruye particulas y crea antiparticulas de igual masa,
espin 3 y carga opuesta.
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Veamos ahora qué significan las etiquetas s = 1,2 de los autoestados de espin. Aso-
ciamos s con el espin del fermién correspondiente a lo largo de una direccién dada.
Consideremos una direccion cualquiera 7(6, ¢). Entonces los autoestados de espin en esa
direccion son

1 cos & .
(1) = DO = (gomty),  pues (i 0)E(h) = +E(D), (354
2
_e i9gin @
£(1) = DA (8, 9)E® = ( ew;g“z), pues (- )e(L) = —&()). (359
2
(En particular, ¢®) = (1), #(2)) son los autoestados de espin a lo largo del eje z.) Pues
bien, el estado que tiene espin opuesto a cualquier & es 1 = —io*¢*, pues si (- 0)& = C
entonces

(-0)n = (- 0)(—ic?*¢*) = ic*h - o* & = —(—ioc*F*) = —7, (3.56)
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donde se ha usado que c0* = —o“c*. Asi que podemos denotar también

¢ =9 = —ig?g®* = (g(U), —E(1)) (3.57)

para recordarnos que son autoestados con espin opuesto al dado. Noétese, por cierto, que
una doble inversion del espin de ¢ lo lleva a

—ig?y* = —io?*(—ic?*E*)* = 0?0HE = —¢ (3.58)

que no coincide con ¢, lo que refleja el hecho de que un giro de 271 no devuelve un

sistema de espin 5 a su estado original (para ello hay que rotar 477).

Resumiendo, los espinores que introdujimos en el tema anterior son
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Asi que, dado el campo ¢(x) de (3.35), el operador a, s destruye particulas cuyo espinor
u®) (p) contiene a &) y el operador b;[,/s crea antiparticulas cuyo espinor v(*) (p) contiene

a (=), Esto simplificard mucho las cosas. Por ejemplo, veremos en §3.2.3 que el conju-
gado de carga del campo (x) intercambia particulas por antiparticulas preservando el
mismo estado s, es decir, con el mismo espin o la misma helicidad.



