3.3 Campo electromagnético

Recordemos que en el gauge de radiacion,

A’(x) =0, V-A=0, (3.83)

las tres componentes no nulas de A¥(x) satisfacen una ecuacién de Klein-Gordon sin
masa,

OA' = 0. (3.84)
Sus soluciones son de la forma
A(x) = / d?)sk y (e(k,A)ak,Ae_ik’C +e*(k,\)a Aei’“) (3.85)
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con

kt = (wk,k), Wy = ‘k‘ <~ k? = 0,
k-e(k,A) =0 & V-A=0 (3.86)



y €(k,1), e(k,2) dos vectores de polarizacion ortogonales entre si. Hallemos los momentos
conjugados,
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IT(x) 3(30/A0) 0, pues L 4FWF (3.87)
IT (x) = oL _ —FY%(x) = —3°A’(x) = E'(x) (campo eléctrico). (3.88)
d(doA;)

Vemos que A%(x) = 0 (en este gauge) y I1°(x) = 0 (en general), asi que no son variables
dindmicas. Para cuantizar el campo electromagnético promovemos, como hasta ahora,
A(x) a operador e imponemos

(i ay 0] = (21)°8 (k=)o larr, aga] = laj p,ah ] =0, (3.89)

donde a} , (ax ) son operadores sobre el espacio de Fock que crean (destruyen) fotones.



3.3.2 Cuantizacion covariante

Nos gustaria poder imponer una cuantizacién covariante,

[AF(t,x), I (t,y)] = 18" (x —y) ., [AF(t,x), A"(ty)] =0,

(3.106)

sin embargo eso no es posible pues, como hemos visto en (3.87) y (3.88), I1°(x) = 0. En

cambio, si el lagrangiano fuera
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que no es el langragiano de Maxwell, tendriamos

oL _ I10(x) = —0, AF(x)

K —
T E IT(x) = —F% = Ei(x) (como antes)

y reescribiendo
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(3.107)

(3.108)

(3.109)



las ecuaciones de Euler-Lagrange son

L’ AL’ 1 1
. _ I ny /L AP 12, |
. a”a(ayAv) 0 = ay( SF — g9, ) 0
= OA" —93"3,A" +3"9,A" =0

—~ DAY =0, (3.110)

es decir, A* tiene masa cero, donde se ha usado

0, = 3,(# A — 9" AF) = DAY — 3"9, A"

0,(8" 0, A%) = 0"0, A", (3.111)
cuyas soluciones son
Al (x) = / dk i (e“(k,)\)ak re & e (K, A)al Aeikx) : (3.112)
(271')3 2Wj A=0 ' ’

Como ahora no hemos impuesto €’ = 0 ni k,e/ = 0, el campo A tiene cuatro grados
de libertad, que etiquetamos mediante A = 0,1,2,3. Obviamente el lagrangiano £’ no
es invariante gauge. En particular, si tomamos k¥ = (k,0,0,k) entonces €”(k,A) = 5%,
es decir, €#(k,0) = (1,0,0,0), €*(k,1) = (0,1,0,0), e#(k,2) = (0,0,1,0), €*(k,3) =
(0,0,0,1). Solamente €*(k,1) y € (k,2) satisfacen k e = 0.



Es facil comprobar que las reglas de conmutacion (3.106) implican

[ak,/\/ a;,)\/] — g/\é/\)\/ (27T)353(k T 5]) ’ [ak,/\/ aq,/\’] — [ai/\, a;,/\/] =0 , (3113)

donde

Co=-1, G1=0=0=1. (3.114)

Los estados de una particula,

|k, A) = /2wy ay , |0) (3.115)

tienen norma negativa para A = 0, ya que

(g, A1k, A) = 2wy (0] ag aaj. 5 |0) = 2wy (0] [aga, af 1] |0) = {x2wk (271)°8° (k — q) .
(3.116)

Esto no es aceptable, pues la normas se interpretan como probabilidades. De todas for-
mas, el lagrangiano £’ no es el del electromagnetismo vy, si lo fuera, los estados |k,0) y
|k, 3) no son fisicos.

Nos podemos plantear recuperar el electromagnetismo imponiendo que sobre los esta-
dos fisicos,

(fis'| 9, A" |fis) = 0. (3.117)



Es decir, en lugar de tomar d,A" = 0 a nivel del lagrangiano, supondremos que el
lagrangiano es £’ pero imponemos la ecuacién anterior sobre los estados fisicos, lo que

se conoce como cuantizacion de Gupta-Bleuler. Veamos que en efecto esto es suficiente para
eliminar del espacio de Fock todos los estados no fisicos. Para ello, notemos que

0, A = (9,A")" + (9, A")” (3.118)

donde hemos separado los estados de frecuencia positiva de los de frecuencia negativa,
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(0, AF)” = i/ (znd Z kue (k,A)ay e . (3.119)

Como (9, A")™ = [(9,A")"]", 1a condicién (3.117) se satisface siempre que

(9, AM)* |fis) = 0. (3.120)



Ademas, como (9, A*)™ es un operador lineal, si |fis;) y |fisy) son estados fisicos también
lo son una combinacién arbitraria « |fis;) 4 B |fis;). Entonces, si tenemos un estado fisico
de una particula

p) =) caay . |0) (3.121)
A
la condicion (3.120) implica
O — (a,uA ) ‘11b> = —1 (27_[)3\/m/\z)\/c)\qﬂ€ (q’A )aq,)\’ak,/\ ‘O>
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. Wk
= 14 7(C0 -+ C3) |O> =0 = c¢+c3=0 (3.122)
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si k' = (wy,0,0,wy) y €#(k,A) = 6. Es decir un estado fisico es una combinacién
arbitraria |p7) de los estados transversos creados por af, y al,, como esperabamos.
Pero también es fisica una combinacién de la forma

§) = (afo— ag3)|0) (3.123)



pues satisface la condicion cg 4¢3 = 0. Asi que el subespacio de estados fisicos de una
particula de momento k mas general es de la forma

) = |pr) +clp) , [Py = Y caag, |0) . (3.124)

A=1,2

Sin embargo, vamos a ver que, primero

@lp) =0, (Yrip)=0 = (¢lp) = (YrlPr) (3.125)

y, segundo, |) y |Pr) tienen la misma energia, momento, momento angular, etc. Por
tanto, podemos introducir una relaciéon de equivalencia

) ~ lpr) st ) = [yr) +clg) (3.126)



y elegir cualquier |¢) de la clase |ir) ya sea transverso o no, pues esta eleccion no tiene
consecuencias fisicas. En efecto, demostremos lo primero,

(@|¢) = (0] (ako — axs)(ag o — aj5) [0) = (0| (axoay o + axzaz3) |0)
= (0| ([ak0, 2% o) + [axs, ax5]) [0) =0 (3.127)
(Yr|¢) = (0] (cfar + chaxz)(aro — ag3) [0) = 0. (3.128)

y ahora demostremos lo segundo: la energia y el momento vienen dados por

d3k t t
H = —ay ofk,0 + ag A0k, \ (3.129)
A=123
dk
P = / k| —a} qaxo+ aj Aam> . (3.130)
(271)° ( ' A=123



Si calculamos los elementos de matriz de estos operadores, que contienen siempre la
. ., -|- -I- s e

combinacion (_ak,o”k,o + ak’3ak,3), entre dos estados fisicos, tengamos en cuenta que so-

bre un estado fisico |) = |¢P1) + ¢ |¢P),

(ak0 — ax3) ) = c(aro — axs) [¢) = claxo — axs)(ago — ag3) [0) =0 (3.131)

y, por tanto

(fis'| (—ay. gax0 + ay sax3) [fis) = (fis'| (—ay gax0 + aj o(ako — ax3) + aj, sax3) |fis)
(fis'| (—ay gax 3 + ay zax,3) [fis)
= — (fis'| (a} o — aj.5)ax3) [fis) =0, (3.132)

lo que significa que a la energia y al momento solamente contribuyen los osciladores
transversos.



