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Notemos primero que si H es invariante bajo inversión temporal entonces T ha de ser
un operador antiunitario pues Te�iHt = eiHtT. Entonces para dos estados cualesquiera,

hTa|Tbi = ha|bi⇤ = hb|ai , T(z |ai) = z⇤T |ai . (3.76)

La acción de T queda definida por

Tap,sT = a�p,�s , Tbp,sT = b�p,�s , (3.77)

donde

a�p,�s ⌘ (a�p,2,�a�p,1) , b�p,�s ⌘ (b�p,2,�b�p,1). (3.78)

Entonces,
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= g1g3 y(�t, x) , (3.79)

donde primero se ha usado que

u(�s)(�p) =
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ps(�is2x(s)⇤)pps(�is2x(s)⇤)
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) [u(s)(p)]⇤ = g1g3u(�s)(�p), (3.80)

[v(s)(p)]⇤ = g1g3v(�s)(�p), (3.81)

y después se ha cambiado s por �s y p por �p que implica sustituir px por �px0 con
x0 = (�t, x).

Para un campo escalar, es fácil obtener

Tf(t, x)T = f(�t, x). (3.82)

3.3 Campo electromagnético

3.3.1 Cuantización en el gauge de radiación

Recordemos que en el gauge de radiación,

A0(x) = 0, r · A = 0, (3.83)
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las tres componentes no nulas de Aµ(x) satisfacen una ecuación de Klein-Gordon sin
masa,

2Ai = 0. (3.84)

Sus soluciones son de la forma
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con

kµ = (wk, k), wk = |k| ( k2 = 0,
k · e(k, l) = 0 ( r · A = 0 (3.86)

y e(k, 1), e(k, 2) dos vectores de polarización ortogonales entre sı́. Hallemos los momentos
conjugados,

P0(x) =
∂L

∂(∂0 A0)
= 0, pues L = �1

4
FµnFµn (3.87)

Pi(x) =
∂L

∂(∂0 Ai)
= �F0i(x) = �∂0Ai(x) = Ei(x) (campo eléctrico). (3.88)

Vemos que A0(x) = 0 (en este gauge) y P0(x) = 0 (en general), ası́ que no son variables
dinámicas. Para cuantizar el campo electromagnético promovemos, como hasta ahora,
A(x) a operador e imponemos

[ak,l, a†
q,l0 ] = (2p)3d3(k � q)dll0 , [ak,l, aq,l0 ] = [a†

k,l, a†
q,l0 ] = 0, (3.89)

donde a†
k,l (ak,l) son operadores sobre el espacio de Fock que crean (destruyen) fotones.

Nótese que las relaciones de conmutación anteriores implican
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En el último paso se ha usado que el término entre llaves debe ser covariante bajo rota-
ciones y por tanto es una combinación de los tensores de dos ı́ndices bajo rotaciones que
pueden construirse con dij y ki, es decir,

Adij + B
kikj

k2 =
1
2 Â

l

n
ei(k, l)ej⇤(k, l) + ei⇤(�k, l)ej(�k, l)

o
. (3.91)
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obtenemos
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Tomemos ahora k = (0, 0, wk) y hallemos la helicidad de los fotones, es decir, el espı́n
en la dirección del eje z, S3 = S12. Elijamos la base de estados de polarización lineal
e(k, 1) = (1, 0, 0) y e(k, 2) = (0, 1, 0), es decir, ei(k, l) = di

l. Entonces,
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Vemos que las polarizaciones lineales no son autoestados de helicidad. Sin embargo, sı́ lo
son las polarizaciones circulares,

e(k,±) =
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Por tanto, los estados
p

2wk a†
k,± |0i describen partı́culas sin masa, espı́n 1 y helicidad

±1.

Conviene destacar finalmente que, a pesar de que la covariancia Lorentz está rota
por la elección de este gauge, se puede comprobar que si se escriben los generadores de
Poincaré en términos de operadores creación y destrucción se satisface el álgebra.

3.3.2 Cuantización covariante

Nos gustarı́a poder imponer una cuantización covariante,

[Aµ(t, x), Pn(t, y)] = igµnd3(x � y) , [Aµ(t, x), An(t, y)] = 0 , (3.106)

sin embargo eso no es posible pues, como hemos visto en (3.87) y (3.88), P0(x) = 0. En
cambio, si el lagrangiano fuera

L0 = �1
4

FµnFµn � 1
2
(∂µ Aµ)2 , (3.107)

que no es el langragiano de Maxwell, tendrı́amos

Pµ(x) =
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∂(∂0 Aµ)
)

P0(x) = �∂µ Aµ(x)

Pi(x) = �F0i = Ei(x) (como antes)
(3.108)

y reescribiendo
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2
(∂µ An∂µ An � ∂µ An∂n Aµ)� 1

2
gµn∂µ An∂a Aa (3.109)



58 Tema 3: Cuantización de campos libres

las ecuaciones de Euler-Lagrange son
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) 2An � ∂n∂µ Aµ + ∂n∂µ Aµ = 0
) 2An = 0 , (3.110)

es decir, Aµ tiene masa cero, donde se ha usado

∂µFµn = ∂µ(∂
µ An � ∂n Aµ) = 2An � ∂n∂µ Aµ

∂µ(gµn∂a Aa) = ∂n∂µ Aµ , (3.111)

cuyas soluciones son

Aµ(x) =
ˆ

d3k
(2p)3

p
2wk

3

Â
l=0

⇣
eµ(k, l)ak,le�ikx + eµ⇤(k, l)a†

k,leikx
⌘

. (3.112)

Como ahora no hemos impuesto e0 = 0 ni kµeµ = 0, el campo Aµ tiene cuatro grados
de libertad, que etiquetamos mediante l = 0, 1, 2, 3. Obviamente el lagrangiano L0 no
es invariante gauge. En particular, si tomamos kµ = (k, 0, 0, k) entonces eµ(k, l) = d

µ
l,

es decir, eµ(k, 0) = (1, 0, 0, 0), eµ(k, 1) = (0, 1, 0, 0), eµ(k, 2) = (0, 0, 1, 0), eµ(k, 3) =
(0, 0, 0, 1). Solamente eµ(k, 1) y eµ(k, 2) satisfacen kµeµ = 0.

Es fácil comprobar que las reglas de conmutación (3.106) implican

[ak,l, a†
q,l0 ] = zldll0(2p)3d3(k � q) , [ak,l, aq,l0 ] = [a†

k,l, a†
q,l0 ] = 0 , (3.113)

donde

z0 = �1 , z1 = z2 = z3 = 1 . (3.114)

Los estados de una partı́cula,

|k, li =
p

2wk a†
k,l |0i (3.115)

tienen norma negativa para l = 0, ya que

hq, l|k, li = 2wk h0| aq,la†
k,l |0i = 2wk h0| [aq,l, a†

k,l] |0i = zl2wk(2p)3d3(k � q) .
(3.116)

Esto no es aceptable, pues la normas se interpretan como probabilidades. De todas for-
mas, el lagrangiano L0 no es el del electromagnetismo y, si lo fuera, los estados |k, 0i y
|k, 3i no son fı́sicos.

Nos podemos plantear recuperar el electromagnetismo imponiendo que sobre los esta-
dos fı́sicos,

⌦
fis0

�� ∂µ Aµ |fisi = 0 . (3.117)

Es decir, en lugar de tomar ∂µ Aµ = 0 a nivel del lagrangiano, supondremos que el
lagrangiano es L0 pero imponemos la ecuación anterior sobre los estados fı́sicos, lo que
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se conoce como cuantización de Gupta-Bleuler. Veamos que en efecto esto es suficiente para
eliminar del espacio de Fock todos los estados no fı́sicos. Para ello, notemos que
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Como (∂µ Aµ)� = [(∂µ Aµ)+]†, la condición (3.117) se satisface siempre que

(∂µ Aµ)+ |fisi = 0 . (3.120)

Además, como (∂µ Aµ)+ es un operador lineal, si |fis1i y |fis2i son estados fı́sicos también
lo son una combinación arbitraria a |fis1i+ b |fis2i. Entonces, si tenemos un estado fı́sico
de una partı́cula
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la condición (3.120) implica
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si kµ = (wk, 0, 0, wk) y eµ(k, l) = d
µ
l. Es decir un estado fı́sico es una combinación

arbitraria |yTi de los estados transversos creados por a†
k,1 y a†

k,2, como esperábamos.
Pero también es fı́sica una combinación de la forma

|fi = (a†
k,0 � a†

k,3) |0i (3.123)

pues satisface la condición c0 + c3 = 0. Ası́ que el subespacio de estados fı́sicos de una
partı́cula de momento k más general es de la forma

|yi = |yTi+ c |fi , |yTi = Â
l=1,2

cla†
k,l |0i . (3.124)

Sin embargo, vamos a ver que, primero

hf|fi = 0 , hyT |fi = 0 ) hy|yi = hyT |yTi (3.125)

y, segundo, |yi y |yTi tienen la misma energı́a, momento, momento angular, etc. Por
tanto, podemos introducir una relación de equivalencia

|yi ⇠ |yTi si |yi = |yTi+ c |fi (3.126)
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y elegir cualquier |yi de la clase |yTi ya sea transverso o no, pues esta elección no tiene
consecuencias fı́sicas. En efecto, demostremos lo primero,

hf|fi = h0| (ak,0 � ak,3)(a†
k,0 � a†

k,3) |0i = h0| (ak,0a†
k,0 + ak,3a†
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hyT |fi = h0| (c⇤1ak,1 + c⇤2ak,2)(a†
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k,3) |0i = 0 . (3.128)

y ahora demostremos lo segundo: la energı́a y el momento vienen dados por
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Si calculamos los elementos de matriz de estos operadores, que contienen siempre la
combinación (�a†

k,0ak,0 + a†
k,3ak,3), entre dos estados fı́sicos, tengamos en cuenta que so-

bre un estado fı́sico |yi = |yTi+ c |fi,

(ak,0 � ak,3) |yi = c(ak,0 � ak,3) |fi = c(ak,0 � ak,3)(a†
k,0 � a†

k,3) |0i = 0 (3.131)

y, por tanto
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k,3)ak,3) |fisi = 0 , (3.132)

lo que significa que a la energı́a y al momento solamente contribuyen los osciladores
transversos.

3.3.3 C, P, T

Finalmente, hallemos las propiedades de transformación de Aµ(x) bajo C, P y T. Como
CygµyC = �ygµy, para que C sea una simetrı́a del lagrangiano de QED necesitamos
que LQED � qygµyAµ permanezca invariante, es decir

CAµ(x)C = �Aµ(x) ) Cak,lC = hCak,l , (3.133)

donde la conjugación de carga del fotón es hC = �1. En cuanto a P, como A(x) es un
vector tenemos que

PAµ(t, x)P = Aµ(t,�x) , Pak,lP = hPa�k,l (3.134)

donde la paridad intrı́nseca del fotón es hP = �1, como corresponde a un estado que
tiene momento angular J = 1, consistentemente con la paridad de un sistema de mo-
mento angular orbital L = 1, cuya función de onda viene dada por el armónico esférico
YLM(q, f), que vale (�1)L = �1. Por último,

TAµ(t, x)T = Aµ(�t, x) ) Tak,lT = a�k,�l (3.135)
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