Teoria de perturbaciones

4. Campos con interacciones, representacion de interaccion, funciones
de correlacion y diagramas de Feynman



Dada una teoria con interacciones del tipo: H — Ho+ Hint Vamosa

definir el campo en el picture de interaccion,
p1(t,x) = el g1y, x)e Hhli=t) (4.33)

que es un campo que coincide con el campo ¢(t,x)  del picture ce Heisenberg sola-
mente en un tiempo de referencia t = tg y que por definicién es un campo libre,

d3p

0102 = | G gy

cuya evolucion con el tiempo viene, por tanto, determinada por el hamiltoniano libre Hj.

(ape P* +ajelr), (4.34)

Recordemos que un campo en el picture de Heisenberg evoluciona con el tiempo segiin
q p 8 P &

o(t,x) = et (1, x)e 1HE—) (4.35)
Asi que, despejando de (4.33)

P (to,x) = e U0y (f, x)elHolt =10 (4.36)



vemos que ¢(x) y ¢r(x) estan relacionados mediante
Bt x) = =) iHalt—t0) g (1, ) HHali=0)g=iH—10) — U (1 1)y (1, x)U(E bo) ,  (437)
U(t, ty) = etFolt—to)g=iH{i—t0) (4.38)

Vamos ahora a escribir perturbativamente ¢ en funcién de ¢;. Para ello notemos que

i%U(t, to) = el (| — Hpy)e H(I=H)

_ eiHo(f—fo)H. —iH(t—tp)

int €

— Hy(HU(t, o) (4.39)

—iHo(t—to) oiHo(t—t0)

donde hemos introducido el hamiltoniano en el picture de interaccion?®
H(t) = elthlt-t) f;  e~iHolt=to) (4.40)

La soluciéon de la ecuacion diferencial (4.39) con la condicién de contorno U(t,t) = 1 es
(compruébese sustituyéndola en la ecuacion):



t t

U(t, tg) =1+ (—i) dtlHI(tl)Jr( )/ttdtl dt, Hi(t1)H(t,)

to

t
/dh/ dtz dt3 Hi(t1)Hr(t2)Hy(t3) + ..
tO to
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1 (i) [ dt =)+ () % /t dt [ dt, T{H(t))Hi(t,)}

to to
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- (_1)3§ / dt / dt, dt; T{Hl(t1)H1(t2)H1(t3)} + ...
* J i to to

=T {exp [—i tdt’ Hl(t’)] } . (4.41)
to

a N6tese que en general [H0, H] _ [HO/Hint] £ 0. Producto temporalmente ordenado

Tpew) = 40



Otra forma de escribir U que nos permite deducir propiedades ttiles es

U(t, t/) — eng(t—tQ)e—iH(t—t,)e—iHo(t/—to)

que efectivamente satisface U(t,t) = 1y (4.39) pues
J

lgu<t, t,) — eiHO(t_tO) (H o Ho)e—iH(t—t/)e—iHo(t/—to)
_ oiHo(t—t0) p. o =iHo(t—t0) giHo(t—t0) g —iH (t—t') g=iHo (¥ ~t0)

= H(t)U(t,t') .

De aqui se deduce facilmente que U es unitario y que

(4.42)

(4.43)

U(tll tZ) u(tzl t3) — eiHO(tl—tO)e—iH(tl—tz)e—ng(tz—to)eiHo(tz—to)e—iH(tz—t3)e—iH0(t3—t0)

= U(t, t3)
= U(ty, t3)U (o, t3) = U(t, 1) .

(4.44)



Veamos como calcular (0| ¢(x1) - - - ¢(x;,) |0), donde ya hemos tomado las x; ordenadas
temporalmente (t; > t, >... > t,),

pr(x1)U(t1, to) U (2, to)pr(x2)U (b2, to) - - - U (£, t0)pr (xn )U (t4, t0) |O)
Pr(x1)U(t1, t2)pr(x2)U(t2, t3) - - - U(tn—1,tn)Pr(xn)U(tn, to) |0)

£t U (E ) (x) ) U (11, £2) - - Uty 1, )1 () U (£ —E) U (—1 £0) [0)
tto) T{Pr(x1) - - r(xen)U(E, 1)U (t1, £2) - - - U(tn, —1) } U(—1, £0) [0)
) T

= (0| U™ (¢, tg {¢1(x1) -1 (x,) exp [—1/ dt’ H(t )” U(—t,ty) |0) (4.45)

donde en sucesivos pasos hemos introducido t > t; > tp >... > t, > —t y sustituido

U (t1,to) = UT (L to)U(E, 1), Uty to) = U(tn, —t)U(—t, ko) (4.46)

U(t, ) U (b ) - - - Uty —F) = U(, —t) = T{exp [—i /_ tt dr Hl(t’)]} @44



Tomando ahora ty) = —t con t — o0 y sustituyendo el adjunto de

U (oo, —00) [0) = €% [0) , e = (0] T{exp [—i/i dt’ Hl(t’)] } 0) (4.48)

tenemos finalmente que

(0| T {cp[(xl) -+~ dr(xy) exp [—i/d4x Hl(x)] } 0)

0| T {exp [—i/d4x Hl(x)] } 0)

Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresion y utilizando el
teorema de Wick, segtin veremos , podremos calcular orden a orden en teoria de

O] T{p(x1) - - - Pp(x0) } 0) =

(4.49)



perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la férmula LSZ con ayuda de
los diagramas de Feynman

Conviene notar que la dependencia funcional de H; en ¢; es la misma que la de Hint
en ¢. Por ejemplo,
A s
4!
. A .
Hl — elHo(t—to) agb‘le—lf‘.’()(t—lf())

Hint = (450)

— % (eiHo(t—to)(Pe—iHo(t—to)) (eiH()(t—to)(Pe—iH()(t—to))

< (eiHo(t—f0)4)e—iHo(f—to)) (eiHo(t—to)qbe—iHo(f—to)) _ %(P% (4.51)



