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Si definimos ahora la función de Green de N puntos,

G(x1, . . . , xN) = h0| T{f(x1) · · · f(xN)} |0i , (4.29)

y la escribimos en términos de su transformada de Fourier eG,
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Ésta es la fórmula de reducción de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann). Recuérdese
que para una partı́cula fı́sica se cumple la relación p2 � m2 = 0 (se dice que está on-shell o
sobre su capa de masas). Por tanto, el miembro de la derecha de la fórmula LSZ tendrá
polos cuando las partı́culas entrantes o salientes estén on-shell, pero (como veremos y
es de esperar) se cancelarán con los polos del prefactor del elemento de matriz S de la
izquierda, de modo que la matriz S tiene un valor finito.

4.3 Teorı́a de perturbaciones

Los campos f de la fórmula LSZ son soluciones de H = H0 + Hint y por tanto no vienen
dados por combinaciones de ondas planas, cuyos coeficientes hemos interpretado como

4. Campos con interacciones, representación de interacción, funciones 
de correlación y diagramas de Feynman
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operadores creación y destrucción de partı́culas a nivel cuántico. Sin embargo, podemos
definir el campo en la imagen de interacción,

fI(t, x) ⌘ eiH0(t�t0)f(t0, x)e�iH0(t�t0) , (4.33)

que es un campo que coincide con el campo f(t, x) de la imagen de Heisenberg sola-
mente en un tiempo de referencia t = t0 y que por definición es un campo libre,

fI(t, x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

(ape�ipx + a†
peipx) , (4.34)

cuya evolución con el tiempo viene, por tanto, determinada por el hamiltoniano libre H0.
Recordemos que un campo en la imagen de Heisenberg evoluciona con el tiempo según

f(t, x) = eiH(t�t0)f(t0, x)e�iH(t�t0) . (4.35)

Ası́ que, despejando de (4.33)

f(t0, x) = e�iH0(t�t0)fI(t, x)eiH0(t�t0) (4.36)

vemos que f(x) y fI(x) están relacionados mediante

f(t, x) = eiH(t�t0)e�iH0(t�t0)fI(t, x)eiH0(t�t0)e�iH(t�t0) = U†(t, t0)fI(t, x)U(t, t0) , (4.37)

U(t, t0) ⌘ eiH0(t�t0)e�iH(t�t0) . (4.38)

Vamos ahora a escribir perturbativamente f en función de fI . Para ello notemos que

i
∂

∂t
U(t, t0) = eiH0(t�t0)(H � H0)e�iH(t�t0)

= eiH0(t�t0)Hint e�iH0(t�t0)eiH0(t�t0)e�iH(t�t0)

= HI(t)U(t, t0) (4.39)

donde hemos introducido el hamiltoniano en la imagen de interaccióna

HI(t) ⌘ eiH0(t�t0)Hint e�iH0(t�t0) . (4.40)

La solución de la ecuación diferencial (4.39) con la condición de contorno U(t, t) = 1 es
(compruébese sustituyéndola en la ecuación):
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. (4.41)

a Nótese que en general [H0, H] = [H0, Hint] 6= 0.

Vamos a 

el picture

del picture

el picture
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ya que k2 = m2; y en la penúltima se ha usado que
ˆ

d3x r(e�ikxrf) = 0 )
ˆ

d3x (re�ikx)rf = �
ˆ

d3x e�ikxr2f (4.20)

de donde
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ˆ
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Por tanto, podemos en efecto escribir (4.15) en forma covariante,
⌦

p1 p2 · · · pn; t f
��k1k2 · · · km; ti

↵

= iZ�1/2
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d4x e�ik1x(2+ m2)
⌦
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�� f(x) |k2 · · · km; tii . (4.22)

Se trata ahora de iterar el procedimiento hasta eliminar todas las partı́culas de los
estados inicial y final, dejando solamente combinaciones de campos actuando sobre el
vacı́o. Para ello, escribamos ahora
⌦

p1 p2 · · · pn; t f
�� f(x) |k2 · · · kn; tii =

q
2Ep1
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p1 � a(in)p1 )f(x)} |k2 · · · km; tii (4.23)

donde hemos usado que a(in)p1 |k2 · · · km; tii = 0 y hemos tenido que introducir el producto
ordenado temporal,

T{f(y)f(x)} =

⇢
f(y)f(x) , y0 > x0

f(x)f(y) , y0 < x0 (4.24)

que implica
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A partir de (4.17) tenemos
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y sustituyendo en (4.23) llegamos a
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De donde ya es directo deducir
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Producto temporalmente ordenado
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Otra forma de escribir U que nos permite deducir propiedades útiles es

U(t, t0) = eiH0(t�t0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0) (4.42)

que efectivamente satisface U(t, t) = 1 y (4.39) pues

i
∂

∂t
U(t, t0) = eiH0(t�t0)(H � H0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0)

= eiH0(t�t0)Hint e�iH0(t�t0)eiH0(t�t0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0)

= HI(t)U(t, t0) . (4.43)

De aquı́ se deduce fácilmente que U es unitario y que

U(t1, t2)U(t2, t3) = eiH0(t1�t0)e�iH(t1�t2)e�iH0(t2�t0)eiH0(t2�t0)e�iH(t2�t3)e�iH0(t3�t0)

= U(t1, t3)

) U(t1, t3)U†(t2, t3) = U(t1, t2) . (4.44)

Veamos cómo calcular h0| f(x1) · · · f(xn) |0i, donde ya hemos tomado las xi ordenadas
temporalmente (t1 � t2 �. . .� tn),

h0|f(x1) · · · f(xn) |0i
= h0|U†(t1, t0)fI(x1)U(t1, t0)U†(t2, t0)fI(x2)U(t2, t0) · · ·U†(tn, t0)fI(xn)U(tn, t0) |0i
= h0|U†(t1, t0)fI(x1)U(t1, t2)fI(x2)U(t2, t3) · · ·U(tn�1, tn)fI(xn)U(tn, t0) |0i
= h0|U†(t, t0)U(t, t1)fI(x1)U(t1, t2) · · ·U(tn�1, tn)fI(xn)U(tn,�t)U(�t, t0) |0i
= h0|U†(t, t0) T{fI(x1) · · · fI(xn)U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,�t)} U(�t, t0) |0i

= h0|U†(t, t0) T
⇢

fI(x1) · · · fI(xn) exp

�i
ˆ t

�t
dt0 HI(t0)

��
U(�t, t0) |0i (4.45)

donde en sucesivos pasos hemos introducido t � t1 � t2 �. . .� tn � �t y sustituido

U†(t1, t0) = U†(t, t0)U(t, t1) , U(tn, t0) = U(tn,�t)U(�t, t0) (4.46)

U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,�t) = U(t,�t) = T
⇢

exp

�i
ˆ t

�t
dt0 HI(t0)

��
. (4.47)

Tomando ahora t0 = �t con t ! • y sustituyendo el adjunto de

U(•,�•) |0i = eia |0i , eia = h0| T
⇢

exp

�i
ˆ •

�•
dt0 HI(t0)

��
|0i (4.48)

tenemos finalmente que

h0| T{f(x1) · · · f(xn)} |0i =
h0| T

⇢
fI(x1) · · · fI(xn) exp


�i
ˆ

d4x HI(x)
��

|0i

h0| T
⇢

exp

�i
ˆ

d4x HI(x)
��

|0i

(4.49)

Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresión y utilizando el
teorema de Wick, según veremos en §4.5, podremos calcular orden a orden en teorı́a de
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U(t, t0) = eiH0(t�t0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0) (4.42)

que efectivamente satisface U(t, t) = 1 y (4.39) pues

i
∂

∂t
U(t, t0) = eiH0(t�t0)(H � H0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0)

= eiH0(t�t0)Hint e�iH0(t�t0)eiH0(t�t0)e�iH(t�t0)e�iH0(t0�t0)

= HI(t)U(t, t0) . (4.43)

De aquı́ se deduce fácilmente que U es unitario y que

U(t1, t2)U(t2, t3) = eiH0(t1�t0)e�iH(t1�t2)e�iH0(t2�t0)eiH0(t2�t0)e�iH(t2�t3)e�iH0(t3�t0)

= U(t1, t3)

) U(t1, t3)U†(t2, t3) = U(t1, t2) . (4.44)

Veamos cómo calcular h0| f(x1) · · · f(xn) |0i, donde ya hemos tomado las xi ordenadas
temporalmente (t1 � t2 �. . .� tn),

h0|f(x1) · · · f(xn) |0i
= h0|U†(t1, t0)fI(x1)U(t1, t0)U†(t2, t0)fI(x2)U(t2, t0) · · ·U†(tn, t0)fI(xn)U(tn, t0) |0i
= h0|U†(t1, t0)fI(x1)U(t1, t2)fI(x2)U(t2, t3) · · ·U(tn�1, tn)fI(xn)U(tn, t0) |0i
= h0|U†(t, t0)U(t, t1)fI(x1)U(t1, t2) · · ·U(tn�1, tn)fI(xn)U(tn,�t)U(�t, t0) |0i
= h0|U†(t, t0) T{fI(x1) · · · fI(xn)U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,�t)} U(�t, t0) |0i

= h0|U†(t, t0) T
⇢

fI(x1) · · · fI(xn) exp

�i
ˆ t

�t
dt0 HI(t0)

��
U(�t, t0) |0i (4.45)

donde en sucesivos pasos hemos introducido t � t1 � t2 �. . .� tn � �t y sustituido

U†(t1, t0) = U†(t, t0)U(t, t1) , U(tn, t0) = U(tn,�t)U(�t, t0) (4.46)

U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,�t) = U(t,�t) = T
⇢

exp

�i
ˆ t

�t
dt0 HI(t0)

��
. (4.47)

Tomando ahora t0 = �t con t ! • y sustituyendo el adjunto de

U(•,�•) |0i = eia |0i , eia = h0| T
⇢

exp

�i
ˆ •

�•
dt0 HI(t0)

��
|0i (4.48)

tenemos finalmente que

h0| T{f(x1) · · · f(xn)} |0i =
h0| T

⇢
fI(x1) · · · fI(xn) exp


�i
ˆ

d4x HI(x)
��

|0i

h0| T
⇢

exp

�i
ˆ

d4x HI(x)
��

|0i

(4.49)

Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresión y utilizando el
teorema de Wick, según veremos en §4.5, podremos calcular orden a orden en teorı́a de
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U†(t1, t0) = U†(t, t0)U(t, t1) , U(tn, t0) = U(tn,�t)U(�t, t0) (4.46)

U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,�t) = U(t,�t) = T
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Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresión y utilizando el
teorema de Wick, según veremos en §4.5, podremos calcular orden a orden en teorı́a de
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perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la fórmula LSZ (4.32) con ayuda de
los diagramas de Feynman, que veremos en §4.6.

Conviene notar que la dependencia funcional de HI en fI es la misma que la de Hint
en f. Por ejemplo,

Hint =
l

4!
f4 (4.50)

HI = eiH0(t�t0) l

4!
f4e�iH0(t�t0)

=
l

4!

⇣
eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)

⌘ ⇣
eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)

⌘

⇥
⇣

eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)
⌘ ⇣

eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)
⌘
=

l

4!
f4

I . (4.51)

4.4 Propagador de Feynman. Causalidad

Hallemos el propagador de Feynman, definido como

h0| T{fI(x)fI(y)} |0i . (4.52)

De ahora en adelante omitiremos el subı́ndice I, pues siempre nos referiremos a campos en
la imagen de interacción, que se pueden descomponer en f(x) = f+(x) + f�(x) con

f+(x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

ape�ipx , f�(x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

a†
peipx . (4.53)

Recuérdese que f+ |0i = 0 y h0| f� = 0. Entonces,b

si x0 � y0 > 0 :
T{f(x)f(y)} = f(x)f(y)

= f+(x)f+(y) + f+(x)f�(y) + f�(x)f+(y) + f�(x)f�(y)
= : f(x)f(y) : + [f+(x), f�(y)] , (4.54)

donde se ha sustituido

f+(x)f�(y) = f�(y)f+(x) + [f+(x), f�(y)]
=: f+(x)f�(y) : +[f+(x), f�(y)] (4.55)

Análogamente,

si x0 � y0 < 0 :
T{f(x)f(y)} = f(y)f(x)

= f+(y)f+(x) + f+(y)f�(x) + f�(y)f+(x) + f�(y)f�(x)
= : f(x)f(y) : + [f+(y), f�(x)] , (4.56)

b Si x0 = y0 entonces los campos ya están ordenados temporalmente, ası́ que también se cumple

T{f(x)f(y)} = f(x)f(y) =: f(x)f(y) : +[f+(x), f�(y)] = : f(x)f(y) : +f(x)f(y)

ya que entonces [f+(x), f�(y)] = [f+(y), f�(x)], como puede comprobarse explı́citamente en (4.63, 4.64).


