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perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la fórmula LSZ (4.32) con ayuda de
los diagramas de Feynman, que veremos en §4.6.

Conviene notar que la dependencia funcional de HI en fI es la misma que la de Hint
en f. Por ejemplo,

Hint =
l

4!
f4 (4.50)

HI = eiH0(t�t0) l

4!
f4e�iH0(t�t0)

=
l

4!

⇣
eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)

⌘ ⇣
eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)

⌘

⇥
⇣

eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)
⌘ ⇣

eiH0(t�t0)fe�iH0(t�t0)
⌘
=

l

4!
f4

I . (4.51)

4.4 Propagador de Feynman. Causalidad

Hallemos el propagador de Feynman, definido como

h0| T{fI(x)fI(y)} |0i . (4.52)

De ahora en adelante omitiremos el subı́ndice I, pues siempre nos referiremos a campos en
la imagen de interacción, que se pueden descomponer en f(x) = f+(x) + f�(x) con

f+(x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

ape�ipx , f�(x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

a†
peipx . (4.53)

Recuérdese que f+ |0i = 0 y h0| f� = 0. Entonces,b

si x0 � y0 > 0 :
T{f(x)f(y)} = f(x)f(y)

= f+(x)f+(y) + f+(x)f�(y) + f�(x)f+(y) + f�(x)f�(y)
= : f(x)f(y) : + [f+(x), f�(y)] , (4.54)

donde se ha sustituido

f+(x)f�(y) = f�(y)f+(x) + [f+(x), f�(y)]
=: f+(x)f�(y) : +[f+(x), f�(y)] (4.55)

Análogamente,

si x0 � y0 < 0 :
T{f(x)f(y)} = f(y)f(x)

= f+(y)f+(x) + f+(y)f�(x) + f�(y)f+(x) + f�(y)f�(x)
= : f(x)f(y) : + [f+(y), f�(x)] , (4.56)

b Si x0 = y0 entonces los campos ya están ordenados temporalmente, ası́ que también se cumple

T{f(x)f(y)} = f(x)f(y) =: f(x)f(y) : +[f+(x), f�(y)] = : f(x)f(y) : +f(x)f(y)

ya que entonces [f+(x), f�(y)] = [f+(y), f�(x)], como puede comprobarse explı́citamente en (4.63, 4.64).

el picture
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ya que : f(x)f(y) : = : f(y)f(x) :. Por tanto,

T{f(x)f(y)} = : f(x)f(y) : +DF(x � y) (4.57)

donde

DF(x � y) = q(x0 � y0)D(x � y) + q(y0 � x0)D(y � x) (4.58)

y como [ap, a†
q] = (2p)3d3(p � q),

D(x � y) = [f+(x), f�(y)] =
ˆ

d3 p
(2p)32Ep

e�ip(x�y) . (4.59)

Ası́ que el propagador de Feynman es

h0| T{f(x)f(y)} |0i = h0| (: f(x)f(y) : +DF(x � y)) |0i = DF(x � y) (4.60)

Veamos que podemos escribir (prescripción de Feynman)

DF(x � y) =
ˆ

d4 p
(2p)4

i
p2 � m2 + ie

e�ip(x�y) , con e ! 0+ . (4.61)

En efecto,
ˆ

d4 p
(2p)4

i
p2 � m2 + ie

e�ip(x�y) =
ˆ

d3 p
(2p)3 eip·(x�y)

ˆ •

�•

dp0

2p

ie�ip0(x0�y0)

(p0)2 � E2
p + ie

(4.62)

donde se ha escrito p2 � m2 = (p0)2 � p2 � m2 = (p0)2 � E2
p pues recordemos que

Ep ⌘ +
p

m2 + p2. Por otro lado, nótese que

D(x � y) =
ˆ

d3 p
(2p)32Ep

e�ip(x�y) =
ˆ

d3 p
(2p)3 eip·(x�y) e�iEp(x0�y0)

2Ep
(4.63)

D(y � x) =
ˆ

d3 p
(2p)32Ep

e+ip(x�y) =
ˆ

d3 p
(2p)3 eip·(x�y) e+iEp(x0�y0)

2Ep
(4.64)

(en la segunda lı́nea se ha cambiado p por �p). Ası́ que basta demostrar que
ˆ •

�•

dp0

2p

ie�ip0(x0�y0)

(p0)2 � E2
p + ie

= q(x0 � y0)
e�iEp(x0�y0)

2Ep
+ q(y0 � x0)

e+iEp(x0�y0)

2Ep
(4.65)

donde nótese que, cuando e ! 0,

(p0)2 � E2
p + ie =


p0 +

✓
Ep � i

e

2Ep

◆� 
p0 �

✓
Ep � i

e

2Ep

◆�
(4.66)

Para evaluar la integral sobre p0 en (4.62) hay que elegir el contorno apropiado sobre el
plano de p0 complejo (figura 4.1). El factor ie aleja ligeramente los polos del eje real. El
polo p0 = Ep se desplaza hacia abajo, p0 = Ep � ie/(2Ep) y el polo p0 = �Ep se desplaza
hacia arriba, p0 = �Ep + ie/(2Ep). Ası́ si x0 � y0 > 0 conviene cerrar el contorno en el
plano inferior, rodeando el polo p0 = Ep � i0+ en sentido horario de modo que

⇢
f (z) dz = �2pi Res( f , z = z0) si (x0 � y0) > 0
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Figura 4.1: Posición de los polos en el plano de p0 complejo.

ˆ •

�•

dp0

2p

ie�ip0(x0�y0)

(p0)2 � E2
p + ie

= �2pi lı́m
p0!Ep

(p0 � Ep)
ie�ip0(x0�y0)

(2p)(p0 + Ep)(p0 � Ep)
=

e�iEp(x0�y0)

2Ep
.

(4.67)

Y si x0 � y0 < 0 cerramos por arriba, rodeando p0 = �Ep + i0+ en sentido antihorario‰
f (z) dz = 2pi Res( f , z = z0) si (x0 � y0) < 0

ˆ •

�•

dp0

2p

ie�ip0(x0�y0)

(p0)2 � E2
p + ie

= 2pi lı́m
p0!�Ep

(p0 + Ep)
ie�ip0(x0�y0)

(2p)(p0 + Ep)(p0 � Ep)
=

e+iEp(x0�y0)

2Ep
.

(4.68)

Por tanto,

DF(x � y) =
ˆ

d4 p
(2p)4

i
p2 � m2 + ie

e�ip(x�y)

=
ˆ

d3 p
(2p)32Ep

eip·(x�y)
h
q(x0 � y0)e�iEp(x0�y0) + q(y0 � x0)eiEp(x0�y0)

i

= q(x0 � y0)D(x � y) + q(y0 � x0)D(y � x) , (4.69)

como querı́amos demostrar.c

La expresión (4.61) es conveniente porque de ella se lee directamente el propagador
de Feynman en el espacio de momentos, eDF(p),

DF(x � y) ⌘
ˆ

d4 p
(2p)4 e�ip(x�y) eDF(p) ) eDF(p) =

i
p2 � m2 + ie

. (4.70)

Nótese también que DF(x � y) es una función de Green del operador de Klein-Gordon
(2x + m2) pues

(2x + m2)DF(x � y) =
ˆ

d4 p
(2p)4

i
p2 � m2 + ie

(�p2 + m2) e�ip(x�y) = �id4(x � y) (4.71)

(independientemente de la prescripción adoptada para sortear los polos) lo que justifi-
ca por qué hemos llamado función de Green de N puntos a h0| T{f(x1) · · · f(xN)} |0i.
Nótese además que el propagador de Feynman no es la única función de Green del
operador de Klein-Gordon, pues cambiando la prescripción se obtienen otras.

c Ahora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalización covariante relativista
de los estados.
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Nótese además que el propagador de Feynman no es la única función de Green del
operador de Klein-Gordon, pues cambiando la prescripción se obtienen otras.

c Ahora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalización covariante relativista
de los estados.
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Figura 4.2: Contorno para integrar D(x � y) en un intervalo espacial.

Causalidad

El propagador de Feynman DF(x � y) expresa la amplitud de probabilidad de que una
partı́cula que se crea en y se propague libremente hasta x donde es aniquilada, si x0 �
y0 > 0, o que se propague y a x, si x0 � y0 < 0. En efecto,

h0| f(x)f(y) |0i = DF(x � y) = D(x � y) = [f+(x), f�(y)] = h0| f+(x)f�(y) |0i .
(4.72)

Veamos que, aparentemente, surge un problema: la probabilidad de propagación de una
partı́cula desde y hasta x con (x � y)2 < 0 (intervalo espacial), es decir, fuera de su cono
de luz no es cero sino que cae exponencialmente para distancias grandes. En efecto, en
tal caso podemos elegir un sistema de referencia en el que (x � y) = (0, r) y entonces
(aquı́ llamaremos p ⌘ |p| y r ⌘ |r|)
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ˆ
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(4.73)

En el plano de p complejo, el integrando tiene cortes de rama que comienzan en p =
±im (figura 4.2). Podemos evaluar la integral llevando el contorno alrededor de la rama
superior (introduce un factor 2) y haciendo el cambio de variable p = ir,

D(x � y) = � i
(2p)22r

i22
ˆ •

m
dr

re�rr

i
p

r2 � m2
=

1
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ˆ •
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. (4.74)

Por último, haciendo el cambio de variable r = mt,

D(x � y) =
m

4p2r

ˆ •

1
dt

te�mrt

t2 � 1
=

m
4p2r

K1(mr) ���!
mr�1

m
4p2r

r
p

2mr
e�mr , (4.75)

donde se ha usado el lı́mite de la función de Bessel modificada K1.
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Este resultado parece indicarnos que se viola causalidad. Sin embargo no es ası́. En
mecánica cuántica lo importante es si conmutan dos observables medidos en x e y separados
espacialmente, i.e. con (x � y)2 < 0. En tal caso ambas medidas no están correlacionadas
y por tanto no pueden afectar una a la otra. En la práctica, el principio de causalidad se
preserva siempre que se anule el conmutador de dos campos evaluados en dos puntos separados
por un intervalo espacial. Veamos que en efecto, en ese caso, el conmutador se anula.

[f(x), f(y)] =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

ˆ
d3q

(2p)3
p

2Eq

h⇣
ape�ipx + a†
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qeiqy
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=
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d3 p
(2p)3

n
e�ip(x�y) � eip(x�y)

o
= D(x � y)� D(y � x) , (4.76)

donde se ha usado [ap, a†
q] = (2p)3d3(p � q). Ahora, si (x � y)2 < 0 podemos elegir

un sistema de referencia en el que (x � y) = (0, r) y entonces (y � x) = (0,�r), y
como hemos visto que para puntos separados un intervalo espacial D(x � y) solamente
depende del módulo de r (4.75) tenemos que D(x � y) = D(y � x) y

[f(x), f(y)] = 0 , si (x � y)2 < 0 , (4.77)

como querı́amos demostrar.d En este punto es conveniente hacer varios comentarios
importantes.

Para un campo escalar complejo el propagador se define como

DF(x � y) = h0| T{f(x)f†(y)} |0i
= q(x0 � y0) h0| f(x)f†(y) |0i+ q(y0 � x0) h0| f†(y)f(x) |0i (4.78)

que expresa la amplitud de probabilidad de que una partı́cula que se crea en y se pro-
pague libremente hasta x donde es aniquilada, si x0 � y0 > 0, o bien la amplitud de
probabilidad de que una antipartı́cula que se crea en x se propague libremente hasta y
donde es aniquilada, si x0 � y0 < 0.

Recordemos que si el campo es real, partı́cula y antipartı́cula coinciden.

Para entender mejor el significado de las dos contribuciones al propagador de Feyn-
man (4.58) que se cancelan en (4.76) cuando (x � y)2 < 0, hallemos el conmutador análo-
go para campos escalares complejos,
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d Si (x � y)2 > 0 (intervalo temporal) podemos elegir un sistema de referencia en el que (x � y) = (t, 0) y
entonces
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ası́ que D(x � y)� D(y � x) 6= 0 en este caso.
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= h0| f(x)f†(y) |0i � h0| f†(y)f(x) |0i = D(x � y)� D(y � x) (4.79)

donde vemos que D(x � y) es la amplitud de probabilidad de que una partı́cula creada
en y se propague hasta x mientras que D(y � x) es la amplitud de probabilidad de que
una antipartı́cula creada en x se propague hasta y. Si no existieran las antipartı́culas se
vioları́a el principio de causalidad! pues ambas contribuciones son necesarias y gracias
a que tienen valores idénticos el conmutador (4.76) (o el (4.79) si el campo escalar es
complejo) puede anularse fuera del cono de luz impidiendo correlaciones entre observa-
ciones no conectadas causalmente.

Finalmente, nótese que en lo anterior ha sido fundamental que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutación y no de anticonmutación, pues de lo contrario el
principio de causalidad no se habrı́a preservado. Puede verse que los campos fermiónicos
han de anticonmutar por la misma razón. Se pone de manifiesto entonces la estrecha
conexión entre el teorema espı́n-estadı́stica y la causalidad a nivel cuántico.

4.5 Teorema de Wick

Hemos visto que el producto ordenado temporal de dos campos en la imagen de in-
teracción es T{f(x1)f(x2)} = : f(x1)f(x2) : +DF(x1 � x2). Queremos ahora hallar el
producto ordenado temporal de n campos fi ⌘ f(xi). El teorema de Wick, que demos-
traremos a continuación, establece que

T{f1 · · · fn} = : f1 · · · fn : +
✓

todas las combinaciones de orden normal
y contracciones de dos campos

◆
(4.80)

donde contracciones de dos campos f(xi) y f(xj) significa

f(xi)f(xj) = DF(xi � xj) , o abreviadamente fifj = Dij , (4.81)

y “todas las combinaciones de orden normal y contracciones de dos campos” significa,
por ejemplo,

T{f1f2f3f4} = : f1f2f3f4 : + :
�
f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4

+ f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4
�

: , (4.82)

donde

: f1f2f3f4 : = f1f3 : f2f4 : = D13 : f2f4 : , : f1f2f3f4 : = D12D34 , etc. (4.83)

Por consiguiente, al valor esperado en el vacı́o del producto ordenado temporal de cam-
pos sólo contribuyen los términos en los que todos los campos están contraı́dos, por
ejemplo,

h0| T{f1f2f3f4} |0i = f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4

= D12D34 + D13D24 + D14D23 (4.84)
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donde se ha usado [ap, a†
q] = (2p)3d3(p � q). Ahora, si (x � y)2 < 0 podemos elegir

un sistema de referencia en el que (x � y) = (0, r) y entonces (y � x) = (0,�r), y
como hemos visto que para puntos separados un intervalo espacial D(x � y) solamente
depende del módulo de r (4.75) tenemos que D(x � y) = D(y � x) y

[f(x), f(y)] = 0 , si (x � y)2 < 0 , (4.77)
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= h0| f(x)f†(y) |0i � h0| f†(y)f(x) |0i = D(x � y)� D(y � x) (4.79)
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a que tienen valores idénticos el conmutador (4.76) (o el (4.79) si el campo escalar es
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ciones no conectadas causalmente.
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principio de causalidad no se habrı́a preservado. Puede verse que los campos fermiónicos
han de anticonmutar por la misma razón. Se pone de manifiesto entonces la estrecha
conexión entre el teorema espı́n-estadı́stica y la causalidad a nivel cuántico.

4.5 Teorema de Wick
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◆
(4.80)

donde contracciones de dos campos f(xi) y f(xj) significa

f(xi)f(xj) = DF(xi � xj) , o abreviadamente fifj = Dij , (4.81)

y “todas las combinaciones de orden normal y contracciones de dos campos” significa,
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donde

: f1f2f3f4 : = f1f3 : f2f4 : = D13 : f2f4 : , : f1f2f3f4 : = D12D34 , etc. (4.83)

Por consiguiente, al valor esperado en el vacı́o del producto ordenado temporal de cam-
pos sólo contribuyen los términos en los que todos los campos están contraı́dos, por
ejemplo,

h0| T{f1f2f3f4} |0i = f1f2f3f4 + f1f2f3f4 + f1f2f3f4

= D12D34 + D13D24 + D14D23 (4.84)
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donde al final hemos usado que : y(y)y(x) := � : y(x)y(y) : y hemos definido

y(x)y(y) = q(x0 � y0){y+(x), y
�
(y)}� q(y0 � x0){y

+
(x), y�(y)} (4.133)

Es fácil comprobar que, como {ap,s, b†
q,r} = 0, las siguientes contracciones se anulan,

y(x)y(y) = y(x)y(y) = 0 . (4.134)

Puede mostrarse que el teorema de Wick tiene la misma forma para campos fermiónicos.
Hay que tener cuidado porque el orden normal de contracciones de Wick fermiónicas
puede llevar aparejado un cambio de signo. Por ejemplo,

: y1y2 : = �y2y1

: y1y2y3y4 : = �y1y3y2y4 . (4.135)

Como el valor esperado en el vacı́o del orden normal de operadores es cero, tenemos
que, análogamente al caso de campos escalares, el propagador de Feynman para fermiones
es

h0| T{y(x)y(y)} |0i = y(x)y(y) = SF(x � y) , (4.136)

que puede escribirse, usando las relaciones de completitud (2.156), como

SF(x � y) = q(x0 � y0)
ˆ
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2Ep
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s

u(s)
p u(s)

p e�ip(x�y)

g Si x0 = y0 entonces los campos ya están ordenados temporalmente, ası́ que también se cumple

T{y(x)y(y)} = y(x)y(y) =: y(x)y(y) : +{y+(x), y
�(y)} = : y(x)y(y) : +y(x)y(y)

ya que entonces {y+(x), y
�(y)} = �{y

+(x), y�(y)}, como puede comprobarse explı́citamente en (4.138).
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y, en el espacio de momentos,

eSF(p) =
ˆ

d4x SF(x � y)eip(x�y) =
i

/p � m + ie
(4.139)

donde hemos usado que /p/p = p2. Vemos que el propagador de fermiones es una función
de Green del operador de Dirac pues

(i/∂x � m)SF(x � y) = �(2x + m2)DF(x � y) = id4(x � y) . (4.140)

Es muy importante notar que eSF(p) 6= eSF(�p), ası́ que hay que tener cuidado con el signo
del momento.

Para hallar la matriz S entre estados fermiónicos necesitamos despejar los operadores
creación y destrucción del campo libre yfree,
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lo que conduce a
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Para hallar la matriz S entre estados fermiónicos necesitamos despejar los operadores
creación y destrucción del campo libre yfree,

yfree(x) =
ˆ

d3 p
(2p)3

p
2Ep

Â
s

h
ap,su(s)(p)e�ipx + b†

p,sv
(s)(p)eipx

i
(4.141)

lo que conduce a

p
2Ek ak,r =

ˆ
d3x u(r)(k)eikxg0yfree(x) (4.142)

p
2Ek b†

k,r =
ˆ

d3x v(r)(k)e�ikxg0yfree(x) (4.143)

p
2Ek a†

k,r =
ˆ

d3x yfree(x)g0e�ikxu(r)(k) (4.144)

p
2Ek bk,r =

ˆ
d3x yfree(x)g0eikxv(r)(k) . (4.145)


