Propagador de Feynman. Causalidad

Hallemos el propagador de Feynman, definido como

O T1¢1(x)p1(y) 1 10) - (4.52)

De ahora en adelante omitiremos el subindice I, pues siempre nos referiremos a campos en
el picture de interaccién, que se pueden descomponer en ¢(x) = ¢+ (x) + ¢~ (x) con

+ d3 —ipx — d3 ipx
o= | Eve 0= TpaE e 45)
Recuérdese que ¢ |0) = 0y (0| ¢~ = 0. Entonces,”
six—yY >0:
T{p(x)p(y)} = o(x)p(y)
= ¢ (x)¢" () +¢ ()" () + ¢~ (x)¢" (v) + ¢~ (x)¢™ (v)
=:p(x)¢(y) : + [97 (x). 9~ ()], (4.54)

donde se ha sustituido



¢T ()" (y) = ¢~ ()" (x) + 9" (x), ¢~ (y)]
=T ()¢ (y) : +[o" (x), ™ (y)] (4.55)
Andlogamente,
six’ -y’ <0:
Tp(x)¢(y)} = ¢(y)P(x)
=9 (W)PT () +¢T (V)P (x) +¢~ ()T (x) +¢~ (y)¢~ (x)
=:¢(x)p(y) : + 97 (W), ¢~ ()], (4.56)

b Si x0 = /0 entonces los campos ya estan ordenados temporalmente, asi que también se cumple

T{p(x)p(y)} = p(x)p(y) =: p(x)P(y) : +[p7 (x), ¢~ (y)] = : p(x)P(y) : +¢(x)¢(y)
ya que entonces (¢ (x), ¢ (y)] = [97 (y), ¢~ (x)]



ya que : $(x)p(y) : = : $(y)g(x) :. Por tanto,
H{p(x)p(y)} =: ¢(x)¢(y) : +Dr(x —y)
donde
Dr(x —y) = 0(x" = y°)A(x —y) +0(y° — x°)A(y — x)
y como [a,, ay] = (271)°6° (p — q),

3 .
M=) = 0" @0 W) = [ g e 7Y

Asi que el propagador de Feynman es

(0] T{p(x)¢(y)} [0) = (O] (- p(x)¢(y) : +Dr(x —y)) [0) = De(x —y)

Veamos que podemos escribir (prescripcion de Feynman)

4 .
Dp(x —y) = d'p : e P | cone — 0T .
P (27)% p? — m? + ie ’

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)



En efecto,

4 : 3 0 0 = —ipO(x0—_y0

/ d p4 5 12 : e—ip(x—y) :/ d p3 eip°(x—y)/ dp loe 2}9 (x Zy ) (462)
(271)* p? — m? +ie (277) —eo 270 (pY)* — E5 +i€

donde se ha escrito p* —m* = (p)*> — p*> —m* = (p)* — E; pues recordemos que

E, = ++/m? + p?. Por otro lado, nétese que

3 . 3 . —iEp (x°—1°)
Mx—y) = [ o e = [ SR drtn € (463

(27)32E, (271)3 2E,
d3p i d3 ' e—l—iEp(xO—yO)
X)) = ip(x—y) _ P_ oip-(x—y)
Aly=x) / (2n)%2E, / (2n)3 © 2E, (.64)
(en la segunda linea se ha cambiado p por —p). Asi que basta demostrar que
* dpY je—ir"(x"=y") 0 o e—iEp(x"—y") 0 0 e HEp(x"—y")
/_oo 2 (p9)? — E% +ie O =v) 2E, +0y —x) 2E, (4.65)

donde nétese que, cuando € — 0,

(p°)? — E, +ie = [po - (E,, —~ 1%)] [po - (E,, - 1%” (4.66)



Para evaluar la integral sobre p' en (4.62) hay que elegir el contorno apropiado sobre el
plano de p' complejo (figura 4.1). El factor ie aleja ligeramente los polos del eje real. El
polo p° = E, se desplaza hacia abajo, p° = E, —ie/(2E,) y el polo p° = —E, se desplaza
hacia arriba, p° = —E, +ie/(2E,). Asi si x’ —y’ > 0 conviene cerrar el contorno en el
plano inferior, rodeando el polo p° = E, —i0" en sentido horario de modo que

%f(z) dz = —27mi Res(f,z = zp) si (x¥ —y%) >0

Figura 4.1: Posicién de los polos en el plano de po complejo.



ie—ir"(x"—y’) —iEp(x"—y")
= —27i lim (p° — Ep)( © _c "

/00 dp? e "y

—eo 270 (pV)* — E5 i€ pO>E, 271)(p° + Ep) (p° — Ep) 2E,
(4.67)
Y si x¥ — ¥ < 0 cerramos por arriba, rodeando p = —E, +i0" en sentido antihorario
§l§f(z) dz = 2mti Res(f,z = zo) si (x%—1%) <0
© qp0 je—ir’(x"—y") . —ip?(x0—y0) HE, (x0—10)
/ = 1§2 > =2mi lm (p"+Ep) 13 0 =
oo 270 (PV)% — E5 +1ie p'——Ep (27t) (p° + Ep) (P’ — Ep) 2E,
(4.68)

Por tanto,
d4p i —ip(x—
Dp(x—y):/(zﬂ)4p2_m2+i€e plx—y)

3
= / (273)3215 el (x=y) {Q(XO — e E () g0 — xo)eiEp(xo—yo)}
p

=0(x" —y)A(x —y) +0(y° —2°)A(y — x), (4.69)

como queriamos demostrar.



La expresion (4.61) es conveniente porque de ella se lee directamente el propagador
de Feynman en el espacio de momentos, Dr(p),

i (4.70)

4 ~ ~
Dex—y) = [ G5by e Ds(p) = Delp) =

Noétese también que Dr(x — y) es una funciéon de Green del operador de Klein-Gordon
(Ox + m?) pues

(O + m?)Dp(x —y) = | (

(independientemente de la prescripcién adoptada para sortear los polos) lo que justifi-
ca por qué hemos llamado funcién de Green de N puntos a (0| T{¢(x1)---¢(xn)}|0).
Notese ademés que el propagador de Feynman no es la tinica funcién de Green del
operador de Klein-Gordon, pues cambiando la prescripcion se obtienen otras.

p? —m? +ie

dp i
270)% p? — m? + ie

(—p? +m?) e PV = _igt(x —y) (4.71)

¢ Ahora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalizacién covariante relativista
de los estados.



Causalidad

El propagador de Feynman Dr(x — y) expresa la amplitud de probabilidad de que una
particula que se crea en y se propague libremente hasta x donde es aniquilada, si x" —

y? > 0, 0 que se propague y a x, si x’ — y¥ < 0. En efecto,

(0| p(x)p(y) 0) = Dr(x —y) = Ax—y) = [¢7(x),¢ (y)] = (0] ¢" (x)$~ () 0) -
4.72)

Veamos que, aparentemente, surge un problema: la probabilidad de propagacién de una
particula desde y hasta x con (x — y)? < 0 (intervalo espacial), es decir, fuera de su cono
de luz no es cero sino que cae exponencialmente para distancias grandes. En efecto, en
tal caso podemos elegir un sistema de referencia en el que (x —y) = (0,r) y entonces
(aqui llamaremos p = |p| y r = |r|)

d3p eip-r 27 elprcost
A(x—y):/(zﬂ)3 T 3/ d(p/ dcos@/ dpp JE T
00 elp” —ipr

_ B pelpr
2\/P2+m2 iPT B ZZr/ a VpE+m?

(4 73)




En el plano de p complejo, el integrando tiene cortes de rama que comienzan en p =
+im (figura 4.2). Podemos evaluar la integral llevando el contorno alrededor de la rama
superior (introduce un factor 2) y haciendo el cambio de variable p = ip,

Alx—7) = —— 122/ do " L [T, £ (4.74)
V="emr ), PiJe—me )y P om |

Por ultimo, haciendo el cambio de variable p = mt,

A(x —vy)

—mrt m T
dt K : - 4.75
/ 47‘(2 1(mr) mr>1 472r \| 2mr (4.75)

S

> >

T 42y

donde se ha usado el limite de la funcién de Bessel modificada Kj.

] %

Figura 4.2: Contorno para integrar A(x — y) en un intervalo espacial.



Este resultado parece indicarnos que se viola causalidad. Sin embargo no es asi. En
mecédnica cudntica lo importante es si conmutan dos observables medidos en x e y separados
espacialmente, i.e. con (x —y)? < 0. En tal caso ambas medidas no estan correlacionadas
y por tanto no pueden afectar una a la otra. En la préactica, el principio de causalidad se
preserva siempre que se anule el conmutador de dos campos evaluados en dos puntos separados
por un intervalo espacial. Veamos que en efecto, en ese caso, el conmutador se anula.

—ipx T ipx —iqy T _iqy
ape + a,e ) p (aqe + aze )}

d d’
[p(x), ¢(y)] :/(2”)3%/ (27()3\‘]/E K

d’p d’q —i(px— t i(px—qy) 1t
:/(271)3,/215;; (27)3,/2E, {e P [ay, a5] + €' W)[ap,aq]}
o N R T
:/(2H)3{e p(x—y) _ ip y}:A(x_y)_A(y_x), (4.76)

donde se ha usado [ap,a;] = (271)°6°(p — q). Ahora, si (x —y)? < 0 podemos elegir
un sistema de referencia en el que (x —y) = (0,r) y entonces (y —x) = (0,—r), y
como hemos visto que para puntos separados un intervalo espacial A(x — y) solamente

depende del médulo de r (4.75) tenemos que A(x —y) = Ay —x) y

[p(x), p(y)] =0, si(x—y)*<0, (4.77)



como queriamos demostrar. En este punto es conveniente hacer varios comentarios
importantes.

Para un campo escalar complejo el propagador se define como

Dr(x —y) = (0| T{p(x)¢" (y) } |0)
= 0(x" —y") (0] p(x)¢" () [0) + O(y" — x°) (0] ¢ (y) () |0} (4.78)

que expresa la amplitud de probabilidad de que una particula que se crea en y se pro-
pague libremente hasta x donde es aniquilada, si xX° — 3’ > 0, o bien la amplitud de
probabilidad de que una antiparticula que se crea en x se propague libremente hasta y
donde es aniquilada, si x’ — " < 0.

Recordemos que si el campo es real, particula y antiparticula coinciden.

Para entender mejor el significado de las dos contribuciones al propagador de Feyn-
man (4.58) que se cancelan en (4.76) cuando (x — y)? < 0, hallemos el conmutador analo-
go para campos escalares complejos,



Kape_ipx + b;eipx) , (bqe_iqy + a;eiqy)]

3 d’
P(x), 0" (y)] :/ 27 33? (27 3?/@
d3p d361

(27)3/2E, )3\/2E,

= (0] p(x)p" (v) [0) — (0] p" (v)p(x) |0) = A(x —y) — A(y — x) (4.79)

{e—i(px—qy) a,, a;] + el(px—aqy) [b;, b, }

4 Gi (x —y)? > 0 (intervalo temporal) podemos elegir un sistema de referencia en el que (x —y) = (t,0) y
entonces

d3}9 e 1Ept 47( ol p2+m2 t 1
(r—y) = / (27)3 2E, 2\/W e / VES T (£ = o)

asi que A(x —y) — A(y — x) # 0 en este caso.



donde vemos que A(x — y) es la amplitud de probabilidad de que una particula creada
en y se propague hasta x mientras que A(y — x) es la amplitud de probabilidad de que
una antiparticula creada en x se propague hasta y. Si no existieran las antiparticulas se
violaria el principio de causalidad! pues ambas contribuciones son necesarias y gracias
a que tienen valores idénticos el conmutador (4.76) (o el (4.79) si el campo escalar es
complejo) puede anularse fuera del cono de luz impidiendo correlaciones entre observa-
ciones no conectadas causalmente.

Finalmente, n6tese que en lo anterior ha sido fundamental que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutacién y no de anticonmutacioén, pues de lo contrario el
principio de causalidad no se habria preservado. Puede verse que los campos fermiénicos
han de anticonmutar por la misma razén. Se pone de manifiesto entonces la estrecha
conexion entre el teorema espin-estadistica y la causalidad a nivel cuédntico.



el propagador de Feynman para fermiones

(&)

O T{yp(x)¢(y)} |0)

que puede escribirse, usando las relaciones de completitu 0

d°p 1 $)—(5) —ip(x—
Sr(x —y) = G(xo—yo)/(ZH’;?,zEpZu;)u,(,)e p(x=y)

d3p 1 -
a0 0 p Z (s)=(s) Jip(x—y)
oy" —x )/ (2m)32E, &P P ©



Por tanto,

d’p 1 -
= 0(x"—¢") / (f +m)e P—Y)
(27)3 2E,

3 .
o) [ 8L e

dPp 1

- ﬂﬁ—ﬁ%ﬁh+m%/cﬂpﬂ#€www

dPp 1

—0(y° — 10 (—igy — m) / (2703 2E, elP(¥=v)

= (idx +m)Dr(x —y)
d*p i

— (i —ip(x—y)
(19 +m) / (270)% p2 — m? + e '

srx—y)= [ ¢

d4p 1(% + m) e_ip(x_y) _ / d4p 1
270)% p?2 — m? + ie (2m)* ¥ — m +ie

e_ip(x_y)

(4.137)

(4.138)



y, en el espacio de momentos,

i
y—m+ie

Se(p) = /d4x Sp(x —y)elP¥) = (4.139)

donde hemos usado que #¥ = p*. Vemos que el propagador de fermiones es una funcién
de Green del operador de Dirac pues

(idy — m)Sp(x —y) = —(Ox + m*)D(x — y) =i6*(x —y) . (4.140)

~

Es muy importante notar que Sp(p) # Sr(—p), asi que hay que tener cuidado con el signo
del momento.



