La matriz S

En el tema anterior hemos cuantizado campos libres. Ahora supondremos interaccion
entre los campos,

H = HO + Hmt ’ mt /d3x Hmt /de Emt (41)

(si Lint no contiene derivadas de campos).

Por ejemplo, en QED, Lin = e@vytpAy y en la teoria Aq>4, Lint = —%4)4. Supondremos
siempre que la constante de acoplamiento es pequefia, lo que significa que podremos
tratar la interaccion perturbativamente. (En realidad el parametro relevante para el desa-
rrollo perturbativo en QED es « = 2/ (471) ~ 1/137 < 1.)



Nuestro objetivo es hallar la probabilidad de transicion entre un estado inicial y otro
final en un proceso de colision o scattering. En el picture de Schrodinger los estados depen-
den del tiempo. Sea |a(t)) la evolucion en un tiempo ¢t de |a) = |a(t;)), que en un instante
inicial ¢; es autoestado de un conjunto de observables compatibles cuyos autovalores a
sirven para etiquetarlo (e.g. momentos y espines de las particulas incidentes). Sea |b) el
estado que en un instante de tiempo iy, tras la colision, serd autoestado con autovalores
b, |b) = |b(tf)). La amplitud de probabilidad de que |a) evolucione hasta |b) es entonces

(bla(ts)) = (b|e i) |a) (4.2)

Se llama matriz S al operador evolucién e (t7=t) en el limite (¢ f—t;) — oo, donde H es
el hamiltoniano de la teoria de campos. La amplitud de scattering viene dada por

BlSla) = tim (ble 0 a) 43)

Notese que si (a|a) =1y |n) es una base completa de estados, ) _ |n)(n| = 1, tenemos
n

1= Y| {nlSla) P = X (al " m)(n] S o) = (a| S a) (4.4

n



lo que significa que STS = 1, es decir, S es unitaria. Por tanto, la unitariedad de S expresa
la conservacion de la probabilidad. Conviene escribir

gé i+1 i (T-TY)=T'T. (4.5)

Entonces, definiendo Ty, = (b| T |a) tenemos que

i( Ty, — ZTbn m = 2ImT, =) |Ta|? (4.6)
n

En el picture de Heisenberg son los operadores y no los estados los que dependen
del tiempo, lo cual es més apropiado para la TQC en la que los campos son operado-
res ¢(t,x). Los estados |a) = |a(t;)) y |b) = |b(tf)) son en el picture de Heisenberg
) = et |a(t)) y |b); = et |b(t)), independientes del tiempo. Por tanto, definiendo
los estados en el picture de Heisenberg |a; t;) = el |a) y )y = e’ |b), la matriz S
serd

b|S|a) = I ble HE =) |0y = i ;
blsla) = Hm ol = ¢

i) (4.7)



La formula de reduccion de LSZ

Vamos a ver que la matriz S entre estados iniciales y finales de la misma especie etique-
tados por sus momentos (supongamos por simplicidad que no tienen indices de espin),

(pip2---pulSlkika - - kp) = (pip2- - puits|kika - ku;ti) (4.8)

donde se sobreentiende que t; — —oo y tf — +o00, puede expresarse en funcion de
valores esperados en el vacio de productos de campos ordenados temporalmente (que ense-
guida definiremos). Para ello, notemos en primer lugar que si tenemos un campo escalar
real libre,

d3p

Qbfree(x):/(zn,)g,\/m

(a0 + a;r,eipx) (4.9)

entonces

L = N s
\/ZEk A — i/d3x elkx 80 (Pfree(x) p \/ZEk Lli — —i/d3x e—1kx 80 (])free(x) . (4.10)



En efecto,

/de elkx a (Pfree _ I/dS / 2E <ape1kx g e ipx a;e1kx g elpx)
=i / d3x / 2E (—ia,,(Ep+Ek)ei<k—P>X+ia;(Ep —Ek)ei<k+P>x)
2Ey ay . (4.11)
Esperamos que
p(x) —— 2% (x), ¢(x) > 2 pout(x) , (4.12)

donde ¢in(X) y ¢Pout(x) son campos libres (antes y después de la interaccién, respecti-
vamente) y Z es un factor denominado renormalizacion de la funcién de onda. Por tanto,
usando (4.10),

2Er at™ = iz 12 1im [ dPx e *¥ 9, (4.13)
k t——o0 (P
2Er at® = iz V2 lim [ dPx ek 3, (4.14)
k P(x

t—+o00



Asi que

(pip2- - Pn;tf|k1k2 - km;ti) = \/2Ex, (p1p2- - - Pu; tf‘ aliiﬂ) ky - ks ti)
. <
= —iZ_l/z lim d3x e—1k1x <p1p2 “ Py tf‘ ao gb(x) ‘kz T km,’ ti> . (4.15)

t——o0

Conviene escribir esta expresion en forma covariante notando que

V2Ek, (p1p2- - ity “ziim k2 - Kews 1)
=+/2Ex, {p1p2- - - Pn; tf] (“ng) - a;iout)) k2 -+ ks ) (4.16)
pues aziom) actda sobre (p1p2 - - pu;t f] destruyendo una particula en el estado final de
momento ki y como supondremos que en el proceso de scattering no hay particulas que

se comporten como meros espectadores (ningun k; coincide con un p;) esta operacion da

cero. Es decir, en realidad estamos calculando la parte iT de la matriz S. Y, por otro lado,
a partir de (4.13) y (4.14),



V2E: (az(in) _ a;(Out)) _i71/2 / dix 9, (e—ikx Y <P>
— iZ_l/Z/d4x ao e—ikxao¢_¢aoe_ikx)
:iZ_l/Z/d4 | —1kxa%¢_|_w W (Paz —1kx]
— iz—l/Z/d4x :e—ikxa%gb — (V2 - mZ)e—ikx}

=iz~ 1/? / d*x e ¥ (3% — V3¢ + m*¢)

— iz 1/2 / d*x e (O + m?)p(x) (4.17)

donde en la primera igualdad se ha usado que

o 3 3 4
(tgr_noo tgrfoo>/dxftx /dt /dxftx /dxatftx) (4.18)



) —
con f(t,x) = —iZ"Y2e7** 9y ¢; en la antependtiltima se ha sustituido

poZe kY — (V2 — m?)e—ikx (4.19)
ya que k* = m?; y en la pendltima se ha usado que
/ dBx V(e mvp)=0 = / d3x (Ve ™)V = — / d3x e ¥ V2¢ (4.20)
de donde
0= / d’x VZ (e ") / d’x v Ve ") + e—lkxw}
= /d3x _(Vze_lkx)(,b +2(Ve M) V¢ + eikxvch}
_ /d3x :(vze—ikx)(P _ e—ikaZCP}
= / d’x pVPe ™ = / d’x eV . (4.21)




Por tanto, podemos en efecto escribir (4.15) en forma covariante,

(pip2- - putrlkika - ki ti)
= iZl/Z/d4x e M0 +m?) (p1p2- - prite|@(x) ko Knsti) . (4.22)
Se trata ahora de iterar el procedimiento hasta eliminar todas las particulas de los

estados inicial y final, dejando solamente combinaciones de campos actuando sobre el
vacio. Para ello, escribamos ahora

(pip2- - puste| p(x) [ko- - ks ti) = /2Ep, (p2- Pn,tf\a"“t (x) [k2- - - ks ty)
= \/2Ep, (p2- - puits| T{( apl - ) (X))} ko - ks ti) (4.23)

donde hemos usado que afniln ) ko - - - ks ;) = 0 y hemos tenido que introducir el producto
ordenado temporal,

T{p()9(x)} = { 24)

que implica

T{ayVp(x)} = p(x)ab™ , T{a"p(x)} = ayV(x) . (4.25)



A partir de (4.17) tenemos
2Ep(a’(,OUt> . al(gin)) _ iZ—l/Z/d4y eipy<|:|y 4 mz)gb(y) (4.26)
y sustituyendo en (4.23) llegamos a

(prp2- - paits| (x) [la - - ko 1)
:12—1/2/d4y eV (O, +m?) (pa- - pustr| T{p(y)p(x)} ko -+ ki ti) . (4.27)
De donde ya es directo deducir

(pip2-- putrlkika - kit

— (iZ—l/Z) e / (ﬁ d*x; eikixi> (ﬁ d4y]- e%‘%‘)
=1

i=1

X (O +m?) -+ (Oy, +m?) O T{P(x1) - ¢(xm)p(y1) - - p(yn) } [0) . (428)



Si definimos ahora la funcion de Green de N puntos,

G(x1,...,2n) = (0] T{P(x1) - - - p(xn)} [0) , (4.29)

y la escribimos en términos de su transformada de Fourier G,

N d4g, T R .
G(Xl,... / (H q 1q1x1> G(C]l,...,qN) p (430)

+igx :I:iqx)

vemos que (sustituyendo De™'7* = —g%e

(p1p2- - putrlkika - ki ti)

o m+n m d4]~(i (ke Vs T
— (—IZ 1/2) /<Hd4xi (27_[)46 (k1+k1)x1<k12_m2)>

i=1




y despejando é(—kl, corr =k, 1, Pn),

. iWZ o W2 .
(sz_ > ( 2 _ ) <P1P2"'Pn‘1T‘k1k2'--km>

2 2
i—1 & —m m

-/ (H dt, k) / ( d'y, e“f?f%‘) (O] T{p(x1) - ¢(xu)p(y1) - - $(yu)} 10)

J

(4.32)

Esta es la férmula de reduccién de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann). Recuérdese
que para una particula fisica se cumple la relacién p? — m? = 0 (se dice que esté on-shell o
sobre su capa de masas). Por tanto, el miembro de la derecha de la f6rmula LSZ tendr4
polos cuando las particulas entrantes o salientes estén on-shell, pero (como veremos y
es de esperar) se cancelardn con los polos del prefactor del elemento de matriz S de la
izquierda, de modo que la matriz S tiene un valor finito.



