Para ilustrar el caso de diagramas con lineas internas, vamos a suponer que nuestro
proceso 2 — 2 se debe a una interaccion distinta, Hint = %(/)3(x). Si buscamos los dia-
gramas conexos a orden mds bajo que den una contribuciéon no nula encontramos que la
primera contribucién es a O(A?) y viene dada por los siguientes diagramas:

\Vyl X /yl

X y + + —|—(X<—>y)

xz'/g\‘ xz'/y/

Calculemos en detalle la contribucion del primero (se incluye la suma del mismo inter-
cambiando x e y) que representaremos mediante el correspondiente diagrama

X1 Y1 X1 X1

X2 Y2 Y2 Y2

k1 pP1

k1 + ko



— /d4x1d4x2d4y1d4y2 ei(P1x1+P2x2—k1y1—k2y2)
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X ( = ) (3!)22/d4xd4y Dp(x1 — x)Dr(x2 — ) Dp(x — y)Dr(y — y1) Dr(y — v2)
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— (—i)\)Z/d49?1d4322d4]71d4]72d4xd4y ol(P1tp2)x—i(ki+ka)y+i(p1X1+pafo—kifr—kaf2)
X Dp(%1)Dr(%2)Dr(91) Dr(§2) Dr(x — y)
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(—ir)2(2m)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) D (k1 + k2) Dp(p1) De(p2) Dr (k1) De (k2) (4.106)



donde el factor (3!)? proviene de todas las contracciones de Wick equivalentes a la dada
y el factor 2 del intercambio de x con y. También se ha hecho el cambio de variables
¥, = x; —x, J; = y; —y y posteriormente ¥ = x —y. Anteriormente  hemos obtenido
un factor (—id) por cada vértice, un factor (271)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) que expresa la
conservacion del cuadrimomento y el producto de los cuatro propagadores de las patas
externas que se cancelardn al despejar la amplitud de scattering de la férmula LSZ. Vemos
que ademads hay que introducir el propagador de cada linea interna. No6tese finalmente que
el factor 3! en el denominador de la constante de acoplamiento se ha cancelado al sumar
todas las contracciones de Wick equivalentes. Por tanto, sumando los tres diagramas en
el espacio de momentos

kl pl kl \\/pl kl\\ /
\\klsz/ + ki—p +  ki—p2y

/
k2 / \\ k2 /\\ p2 k2 / p2 (4107)
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obtenemos

As

Hint — g

(p1p2]iT [kika) = (—iA)*(27m)*6* (p1 + p2 — k1 — k)

x [Dr(ki + k2) + Dr(ky — p1) + Dr(ki — p2)] + O(A*) .
(4.108)

Notese que las integrales sobre las coordenadas de los puntos de interacciéon implican la
conservacion del cuadrimomento en cada vértice.

Veamos ahora qué ocurre cuando hay loops en los diagramas. Volvamos a la teoria
A¢*. Para hallar la contribucién de O(A?) a la amplitud 2 — 2 necesitamos calcular los
siguientes diagramas conexos:

X1 Al X1 X Y1 X1 X }yl

X y + + +(x <> y)

X2 Y2 X2 Y Y2 X2 Y Y2



En todos aparece un loop formado por dos lineas internas que comparten punto inicial y
final.® Miremos con detalle la contribuciéon del primero de estos diagramas (incluyendo
la suma del mismo intercambiando x e y) que representaremos mediante el siguiente
diagrama de Feynman en el espacio de momentos:

k1 q p1

k- ki+ky—g )
— /d4x1d4x2d4y1d4y2 ei(P1x1+P2x2—k1y1—k2y2)

1 [ —id)?
X o <4—1') X (4% 3)%x2x 2/d4xd4y De(x1 — x)De(x2 — x)DE(x — y)Dr(y — y1)De(y — v2)
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x Dp(%1) Dp(%2) Dr(51) De(72) D (x — y)

— %(—°/\)215F(P1)15F(P2)15P(kl)ﬁF(kz) /d432d4y ellPtr)rilprtp—hi—k)y D2 (¥)
1, . i~ N B D
= 5 (=1A)*(27m)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) Dr (p1) D (p2) D (k1) Dr (k2)
dYg ~ |~
< / i Dr(@Dr (ks + k2~ g) (4.109)

donde hemos sustituido

| ) | ) d4 o
4~ i(k1+k))X M2 2\ 4~ d(ki+ky)x < q —igx
/d % eilkith) DP(x)—/d % eilki ) Dp(x)/(zn)4 e D (q)
dtg ~ -
— / 2 etk +ka = 0)Dr(g). (4.110)

Vemos que, ademads del habitual factor (271)*5*(p1 + p» — k1 — k2) de la conservacién del
cuadrimomento, el factor (—iA) por cada vértice y el propagador de cada linea interna,



aparece una integral sobre el cuadrimomento del loop dividida por (277)*. Obtenemos
asimismo un factor de simetria 3 procedente del recuento de factores 1/4! y contraccio-
nes de Wick equivalentes (estos factores de simetria son frecuentemente una fuente de
errores en el cadlculo). También aparecen los propagadores de cada pata externa en el
espacio de momentos cuyos polos se cancelaran al despejar la amplitud de la férmula
LSZ. Repitiendo el procedimiento para los tres diagramas en el espacio de momentos:

k1 g P1 k1 p1 k1 / p1
+ r1—ki+g q + p2—ki+g q
ko ki +ka —q D2 ko ) ko P2

“Un loop también puede provenir de una linea interna que empieza y acaba en el mismo punto. Véase
e.g. el diagrama de (4.112).



obtenemos

Hint = % *
(p1p2|iT |kika) = (27)*6*(p1 + p2 — k1 — k2)
X { —iA + 1(—12\)2/ d'q [Dr(q)De(ky +ky — q)
2 (27T)4
+ Dr(q)Dr (k1 — p1 — ) (4.111)

1 Br(q)Br(ky — pa— q)]} Lo

Si evaluamos las integrales del loop veremos que son divergentes en el ultravioleta, pues
tienden a infinito cuando g se hace grande. Para dotar de sentido a esta correccion in-
finita a la prediccion que habiamos obtenido a orden més bajo en TP tendremos que
renormalizar la teoria.



Hasta ahora hemos ignorado los factores Z (renormalizacién de la funciéon de onda)
que aparecen en la féormula LSZ. También hemos ignorado diagramas en los que el
propagador de alguna de las patas externas sufre una correccién como, por ejemplo:

SO p1

2 = (2m)*6*(ky + k2 — p1 — p2) (—iA) De(k2) De(p1) D (p2)

N (4.112)
X DF (kl)

. 1 dg i
X Dg k1 X —(—1A /

b e A AT
que, aparte de la correccién debida al loop (que resulta ser divergente en el ultravioleta),
tiene un polo doble en Dr(k1) que no se cancela con el correspondiente polo simple de
la formula LSZ, y por tanto nos da infinito. N6tese que la correccion a la pata externa
factoriza y se puede leer directamente del siguiente diagrama

~ — 1 d4 .
qQ — Dr(p)(—iB)Dr(p), —iB = 5(-1@/ (2734 qz_lmz. (4.113)
epoes p




Podemos resumar todas las correcciones de este tipo al propagador,

; >Q» ; ’QVQ» b

= Dr(p) + De(p)(—iB)Dr(p) 4+ Dr(p)(—iB)Dr(p)(—iB)Dr(p) + . ..
= D(p) |1+ (~iBDg(p)) + (~iBDr(p))* + ... |
~ 1 1 1 1
= Drlp)] +iBDp(p) P2 —m? (1 - szmz> S pP-mr—B’ &1

Vemos que el efecto neto de este tipo de correcciones consiste en desplazar la masa de
m? a m? + B. Podemos afiadir también otras correcciones, como por ejemplo la correc-

cion de O(A?) — /:\ »— (que, a diferencia de la anterior, depende de p?) y todas

oot

las demas. Para ello, sumamos todos los diagramas con dos patas externas que sean
one-particle irreducible (aquellos diagramas que no se separan en dos si cortamos sélo
una linea interna) y llamamos —iM?(p?) a la contribucién de todos los diagramas 1PI
(eliminando los propagadores externos),

_,_<:>_>_ = —iM?(p?). (4.115)




Ahora podemos resumar todas las correcciones al propagador por el mismo procedi-
miento de antes. Llamemos m( al parametro de masa que hemos introducido en el la-
grangiano. Entonces el propagador completo (a todo orden en TP) es

1 1

1

= + [—iM?(p?)] + ..
p2—mg  p*—mg p? — mj
. 2
_ b M) (MR
P2 — m2 72 — 2 72 — 2
0 0 0
i 1 i
_ _ | (4.116)
pr—mg.  MA(p?)  p*—mg— M(p?)




La masa fisica m se define como el polo del propagador completo,
P o mO Mz(p )‘pzzmz —

Desarrollando en serie alrededor de p?* = m? obtenemos

2 2 dM? 2 2
p* —mg — M*(p®) = p* — mg — M (m )_dz (p"—m") +...
P p2=m?
2
:(pz—m)<1—dM > (cerca de p? = m?) .
d]? p2=m?

VA
—>—O—>— — 7 1_ ) + regular cerca de p* = m?
-1
P2m2> |

d M?
dp?

m* = mi + M*(m?*), Z= (

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)



Vemos en particular que la primera correcciéon a Z = 1 es de orden A%, como habiamos
anticipado, pues la correccion de orden A al propagador (4.113) no depende de p>.

En vista de lo que sucede con las correcciones a las patas externas, conviene de-
finir diagramas amputados como aquéllos en los que quitamos todos los subdiagramas
asociados a las patas externas que se pueden separar cortando s6lo una linea. Es decir,
eliminamos el propagador completo de cada pata externa. Por ejemplo,

amputar
-

/N




Entonces la funcién de cuatro puntos de campos interactuantes

2 2 .
[ TTd'xTTaty; e ra-5bm) (0] T{p(x1)g(x2)p 1n)9(v2)}H0), (4.121)
i=1 =1

]

tiene la forma diagramatica siguiente




Y en general, usando (4.119) podemos reescribir la férmula LSZ (4.32) como

k1

P1

Pn

(4.122)



Con esto ya podemos dar las reglas de Feynman para campos escalares reales en el
espacio de momentos. Consideremos que la interaccién de los campos es de la forma
Hint = %ng . Entonces para calcular la amplitud del proceso de scattering de m — n
particulas:

1. Dibujar todos los diagramas conexos amputados con m patas entrantes y n salientes
unidos en vértices de N patas.
2. Imponer conservacion del cuadrimomento en cada vértice.

3. Asociar un factor (—i)) a cada vértice.
1
p? — m? +ie

4. Asociar a cada linea interna de momento p un factor ﬁp( p) =

5. Integrar sobre los cuadrimomentos g no fijados por conservaciéon del cuadrimo-
d*g
(2m0)*

mento (uno por cada loop) con medida

6. Multiplicar por el factor de simetria correspondiente.



7. La suma de las contribuciones de todos los diagramas de Feynman conduce a
la llamada amplitud invariante iM (ky - - -k, — p1---pn) que se relaciona con el
elemento de matriz S = 1 41T mediante

(p1- - puliT k1= k) = (277)*6% (Z pi — Zk]-) iM, (4.123)
i j

m—+n
donde iM incluye los factores (ﬁ) , que son irrelevantes en cédlculos a orden

mads bajo en teoria de perturbaciones, pero son importantes para hallar correcciones
de orden superior.



Comentario sobre la virtualidad de los estados intermedios

Consideremos un diagrama con lineas internas, como por ejemplo (4.106). La férmula
LSZ exige que pongamos las particulas entrantes y salientes sobre su capa de masas,

K=k =pi=ps=m’ (4.124)

y ademds impone conservacion del cuadrimomento en los vértices, lo que significa que
la particula intermedia que se propaga entre dos vértices estara off-shell,

2 = (k1 + k2)? = k2 + k3 + 2(kiky) = 2(m? + kik2) . (4.125)

p interm

Si elegimos, por ejemplo, el sistema de referencia centro de masas de las dos particulas
entrantes,

ki = (E,0,0,k), ky=(E0,0,—k) = kika=E*+k =m’+2k
= piznterm — 4(7712 + k2) #* m* . (4.126)

Es facil comprobar que el pZ .. de las lineas internas de los otros dos diagramas en
(4.107) es incluso negativo. Asi que en TQC los estados intermedios que se propagan
entre vértices de interaccion son particulas virtuales, i.e. estdn fuera de su capa de masas.



