Reglas de Feynman para fermiones

Los campos fermidnicos aparecerdn en los hamiltonianos de interaccién por parejas y
formando parte de bilineales covariantes. Los campos fermionicos satisfacen relaciones

de anticonmutaciéon que nos han obligado a definir el orden normal para

operadores de fermiones de forma consistente

. ap,raqlsailt .= (_1)2a£’tap,raqls — (_1)3a£,taqlsaplr . (4.127)

Del mismo modo, debemos definir de forma consistente el orden temporal de dos cam-
pos fermiodnicos,

Tyl = { _BEI 22 (4.128)

y analogamente para T{y(x1)P(x2)} y T{P(x1)¢P(x2)}. Asi, por ejemplo, si xJ > x? >
x§ > xJ entonces

T{p(x1)P(x2)(x3)P(xa) } = —p(x3)9p(x1)P(xa)P(x2) - (4.129)



Veamos a hora como definir la contracciéon de Wick de dos campos fermionicos, para
obtener una expresion andloga a la de campos escalares,

T{p(x)P(y); = 9 ()P(y) - +9(x)P(y)|. (4.130)

Separando las componentes de energia positiva y negativa,
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tenemos que
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donde al final hemos usado que : ¥(y)y(x) := — : ¥(x)(y) : y hemos definido
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P(0P(y) = 0 — y){g* (1), 9 )} —60° )P (%), 9~ (v)} (4.133)




Es facil comprobar que, como {ﬂp,s, b:;’r} = 0, las siguientes contracciones se anulan,

P)p(y) = p(x)p(y) = 0. (4.134)

Puede mostrarse que el teorema de Wick tiene la misma forma para campos fermiénicos.
Hay que tener cuidado porque el orden normal de contracciones de Wick fermidnicas
puede llevar aparejado un cambio de signo. Por ejemplo,
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Como el valor esperado en el vacio del orden normal de operadores es cero, tenemos
que, andlogamente al caso de campos escalares, el propagador de Feynman para fermiones
es

O T{p(x)(y)} 10) = $(x)P(y) = Se(x —y) (4.136)
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Para hallar la matriz S entre estados fermionicos necesitamos despejar los operadores
creacion y destruccion del campo libre ¥y,

— o ipx t _.(s) ipx
Wiree (X) = / 2m)3 @Z[a,ﬂsu + by, 0" (p)e } (4.141)

lo que conduce a

V2B, = [ xRk e (3 (4.142)
VEE b, = [ & 00 (K)e ) ie(x) (4.143)
V/2E a} ay , = /d3x 1/Jfree(x)fyoe_ikxu(r>(k) (4.144)
V/2Ey by, = /d3x oo (X)Y Oelt*o(1) (k) . (4.145)



En efecto,
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donde se ha usado que

1" (k)y°u'®) (k) = 2E48ys , a7 (k)7%0) (—k) = 0 4.147

(k)y"u'™ (k) = 2Eydrs , (k)y v (—k) (4.147)

y lo mismo para los demads. Igual que para campos escalares, esperamos que

p(x) —— Zl/zlpm( ), P(x) —— Zl/zlpout( ) (4.148)
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donde esta Z es la constante de renomalizacién del campo 3. Entonces,



V2Eg apV = lim z71/2 / d3x P(x)7 e Fyu ) (k) (4.149)
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y su diferencia nos da una expresion covariante que necesitaremos como paso inicial
para obtener la férmula LSZ, usando (4.18),
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Del mismo modo se puede obtener

V2E; (b,tff‘) - b,":(f“t>> = iz"1/2 / dx 70 (k)e % (i, — m)y(x), (4.152)
V2Ex (a,ﬂ) - <,r —jz~1/2 / dx 1) (K)e (igy — m)p(x) (4.153)
V2E; (b<”;> —b<°“t>) _iz~1/2 / d*x T(x) (i 9o +m)e™ o) (k) | (4.154)

Asi que en la matriz S podemos sustituir un fermion entrante de momento k; y espin r
por
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y puede verse que, podemos sustituir a continuacién, por ejemplo, un antifermion entrante
de momento k, y espin s por
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Iterando el procedimiento puede encontrarse la férmula LSZ para fermiones.



Veamos un caso particular sencillo, que es aplicacion directa del resultado que hemos
encontrado en (4.155) y (4.156). Estudiemos el scattering 2 — 2,

fermién(ky,r) 4 antifermién(ky, s) — escalar(py) + escalar(p;)
en la teoria de Yukawa, que tiene como lagrangiano
L = EDirac + »CKG — g@,b(l? —= Hint — g@#”P . (4'157)

Supongamos, para aliviar la notacién, que todos los campos tienen la misma masa m. La
amplitud de scattering viene dada por
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Aplicamos el teorema de Wick y nos fijamos en las dos contribuciones conexas, que
aparecen a orden g2,
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Consideremos el primero de los dos diagramas posibles, cuya contribucién basta mul-
tiplicar por 2 para incluir el diagrama equivalente resultante de intercambiar x por y.
Tengamos en cuenta un cambio de signo al hacer el orden normal de las contracciones,
de modo que
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La|direccion del momento en una linea fermiodnica es relevante. Se toma |entrante pa-

ra estados iniciales y saliente para estados finales. El momento coincide con la direccion
del flujo de nitmero fermioénico para las lineas internas y para los estados de particula|(para

un electron se toma la direccién de la carga negativa),| pero el momento tiene sentido

contrario al flujo para las antiparticulas. Las lineas fermionicas se representan mediante

lineas continuas y el flujo fermiénico mediante una flecha insertada en la linea. Desde
ahora reservaremos las lineas discontinuas para los bosones escalares. Para escribir las
reglas de Feynman hay que recorrer cada linea fermidnica en sentido contrario al flu-
jo fermidnico, asignando espinores, vértices y propagadores segiin vayan apareciendo.
Veamos cudles son las reglas de la teoria de Yukawa, que pueden deducirse del cédlculo
anterior:



1. Para hallar la amplitud de scattering, no hay que escribir los propagadores externos

ni para escalares ni para fermiones, pues se cancelan en la férmula LSZ. Basta
dibujar todos los diagramas conexos amputados. Podemos ignorar los factores v/Z
a orden més bajo en TP, pero habra que incluirlos en correcciones de orden superior.
Los consideraremos incluidos dentro de la amplitud invariante iM que se define,
como ya hemos visto, extrayendo de la matriz S el factor (277)*0*(¥; pi — L kj).

2. Asociar espinores a las patas fermidnicas externas del siguiente modo (supondre-
mos que el tiempo fluye de izquierda a derecha):

fermion entrante: fermion saliente:
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antifermién entrante: antifermion saliente:
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3. Vértice (imponer conservacion de momento en cada vértice):

4. Propagadores:
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5. Hay que tener cuidado con los signos relativos entre diagramas que involucren
varias lineas fermidnicas debido a las contracciones de Wick. Por ejemplo, los si-
guientes diagramas contribuyen con signos opuestos a la amplitud porque entre
ellos hay una permutacién impar de los campos fermidnicos:
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6. Asignar un factor (—1) a cada loop cerrado de fermiones, pues
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