Observables

5.1 Normalizacion de estados relativistas y no relativistas

En mecénica cudntica no relativista, la funcién de onda de una particula de momento p
que se mueve libremente en el interior de una caja de volumen V = L> es

- 1
x) = (x|p) = CeP”* con /d3x NPP=1 = C=—— 5.1
#p() = (alp) | g, (x) = 6D
y los posibles momentos p' estan cuantizados, p; = (27r/L)n; con n; = 0,%1,42,....
Entonces, en el espacio de momentos,
)™ = [ Ex (pl)(xla) = [ x40 () = b 52

En TQC, que es una teoria cudntica relativista, la normalizacién anterior no es inva-
riante Lorentz. Por eso habiamos introducido la normalizacion



(plg) = 2E,(27)°8(p —q) ,

que es el limite cuando el volumen se hace infinito de

(plg) = 2E,Vp,

pues recordemos que

1im (271)%6% (p — g) = lim [ dx® e (P79)¥ = V(— o0) .

pP—q pP—q

Comparando ambas normalizaciones, vemos que

p) = (2E,V)/2|p) (R

y por tanto,

n

pip2- ) = [[RERV)Y2 papa- - pu) N
=1
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En mecanica cuantica no relativista, se escribe la matriz S = 1 +iT entre un estado inicial
i) y otro final |f) como

Sfi = 5fz + (27()454(Pf — Pi) 17}1' (5.8)

donde se extrae por conveniencia el factor (27'()454(Pf — P;) que expresa la conservacién
de la energia y el momento. En TQC hemos introducido de forma analoga la matriz
invariante M entre dos estados relativistas |i) = |kika---kw) vV |f) = |pip2-- - pPn),
asi que esté claro que

m n

My = [ [E, V)T [(Ep, V)" * T . (5.9)
(=1 j=1



Supongamos que el estado inicial es |i) = |k), una particula de masa M y momento
k, y el estado final |f) = |p1p2-- - pn) son n particulas de masas m; y momentos p;. La
probabilidad de que la particula inicial se desintegre en n particulas (1 — n) con |f) # |i)
sera

dw = |(27)*6*(Py — P,)iT;|*dNs = (2m)*6*(Pr — P)VT| Ty |*d Ny (5.10)

donde se ha sustituido simboélicamente (277)*5*(0) = VT a partir de

lim (27)*0*(p — q) = lim [ dx* eP"9* = VT(— oo 5.11

lim (277)"0"(p — ) = lim (= o) (5.11)
y dN¢ es el numero de estados de n particulas con momentos entre p; y p; + dp;. Halle-
mos primero el namero de estados entre p y p + dp, que corresponden al caso de sélo
una particula final. Para ello usaremos la relacién de completitud

_ d’p
1= | G, P 5.12)



que se comprueba facilmente, pues

3 3
)= [ e P010) = [ e P 2B (-0 =lg) 613

y que nos permite escribir dN como el producto de la probabilidad de que la particula
tenga un momento entre p y p + dp, que viene a ser (p|p) = 2E,V, y la densidad de
estados en ese intervalo,

d3p Vdp
dN = 2E,V — . (5.14)
P7(2m)32E,  (2m)3
Por tanto, en el caso de n particulas en el estado final,
n Vd3p'
dNf=T]] ( 2n)3] . (5.15)

j=1



Asi que la probabilidad de desintegracion por unidad de tiempo, que llamaremos anchura

de desintegracion, viene dada por

dw 4 o4 2
dr = - = (2m)*6*(Py — P;) V| T H

que, usando (5.9), puede expresarse como

— 1 2

donde se ha introducido el elemento de volumen de n cuerpos,

n d3 p]

A%y = (2m)'s* (;Z; hi Pi) U (271)32E;

(5.16)

(5.17)

(5.18)

La anchura tiene dimensiones de energia o de inverso de tiempo en nuestro sistema de
unidades naturales. Si trabajamos en el sistema de referencia en reposo de la particula

que se desintegra, la energia es Ex = M, la masa de esa particula.



Consideremos por ejemplo la desintegracion 1 — 2:
p1,my

P,M >

P2, M

La integral sobre el espacio de p, de n = 2 particulas finales en el sistema centro de
masas (CM) se reduce a una integral sobre el dngulo s6lido de una de ellas (la otra sale
en la misma direccioén y sentido contrario):

d3 d’
B i [ B p1 p2
/dq)z = (2m) /5 (P14 p2—P) (271)32E1 (271)32E;

&y,
_ /5(]51 + Ey — Ecm) (27T)22;;512E2

o / |p|2dQ E1E2
(271)%4E1E; |p|(E1 + Ep)

= / pldQ (5.19)

167T2ECM ’

donde se ha usado



dp = |p1[2d|p1]dO (5.20)

5 _
Elz\/m%+|i91|2/ Ezz\/m§+\—i71|2 (5.22)

Flp]) = of 0E1 | of by _ Pl lpa ~ Ipy| (E1+E2> . (523)

B 8E1 a‘pl‘ aEz 8\;91\ B E—1 E—2 E1E2

Como estamos estudiando la desintegracion de una particula, Ecpy = M. Noétese que las
masas M, my y my determinan completamente la energia y los momentos finales:
M?* — m35 + m? M?* — m% + m3

E: E:
1 M ’ 2 M ’

1/2
9] = [p1] = |pa] = {[MZ — (mq +m2)2]2[ﬁ2 — (m —mz)Z]} . (5.24)

La anchura total se obtiene sumando las anchuras parciales a todos los canales de desinte-
gracion. Su inversa es la vida media de la particula,

T=T""1 (5.25)




Seccidn eficaz , |
Blanco con Np particulas bombardeado por un haz de Ny particulas de velocidad v.
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La seccion eficaz o es el drea efectiva de una particula (blanco) vista por un proyectil
(en el haz incidente). Supongamos que en el blanco hay Np particulas y que la superficie
de colision es A. Entonces, la probabilidad de colision es

o NBO'

P
A

(5.26)



Si en el haz hay Np particulas, entonces el niimero de sucesos es NyP,

Npo (# sucesos)
# N = A. 5.27
(# sucesos) = Ny —— " = O Ny N; (5.27)

En la practica, el haz estd formado por una nube de particulas de densidad p que se
mueven con velocidad v, asi que

(# sucesos) (# sucesos)
Ny = pvtA = = A=
H= PO O T T OoutANg 00 tNj

_ probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo

flujo incidente

vd3
(270)43(Py va‘mzn g4

= do = , (5.28)
00




donde hemos sustituido la probabilidad de transicién por unidad de tiempo (ntmero
de sucesos por cada dispersor) por la misma expresion que nos da la anchura en (5.16)
(pues es equivalente al nimero de desintegraciones si el estado inicial consiste en una
sola particula). Hallemos ahora el flujo incidente pv correspondiente a una particula por
unidad de volumen,

1 1 ‘kl k-

v =glon—wl=g g f

_ |Egki — Enka| _ {(kik2)* — MfM3}!/2
VEHEB VEHEB

(5.29)

donde (v; — v7) es la velocidad relativa entre una particula del haz y otra del blanco, de
masas M; y M, respectivamente, que supondremos colineales (k1 ||k;),* de modo que, en
efecto, obtenemos una expresion para el flujo que es invariante bajo boosts en la direccién
colineal,

ki = (Ex, k1), ko = (Eg, k2)
= (k1k2)2 — M%M% = (EHEB -+ ‘k1||k2|>2 — M%M% = ‘EBkl — Esz‘z , (530)

donde hemos supuesto que los dos haces son colineales al tomar kj - k, = —|k1||kz|. Por
tanto, a partir de (5.28) y (5.29), la seccion eficaz de |i) = |kikz) a |f) = |p1p2-- - pn)
queda



(270)*0% (P — P) | Til?

do = 2Ey2EpV? 5.31
7 (ko) - MMEp2 o THEE H ) 631
y sustituyendo (5.9), tenemos finalmente
do = ! | M i [*dP 5.32
" 4 {(kiko)? = MMy 532

Notese que si hay n, particulas idénticas de la especie r en el estado final la seccién eficaz
total, tras integrar sobre el espacio fasico, debe dividirse por el factor de simetria

S=]]n'. (5.33)

Y si el estado incial no estd polarizado y/o la polarizacién del estado final no se mi-
de debe promediarse sobre las polarizaciones iniciales y/o sumarse sobre las finales,
respectivamente.



Consideremos ahora el caso particular del scattering 2 — 2 en el sistema CM:

kl/ Ml P1, M

kz, M p2, M2
La integral sobre el espacio fasico aparece en (5.19). El factor de flujo se obtiene de

ki = (Ei, k), ko= (Ey—k), Ecm=Ei+Ey, 4{(kiky)*>— M2M3}/%2 = 4Ec\|k| .
(5.34)

4 Asinos vale tanto para colisiones de blanco fijo, como el de la figura (5.1), como para colisionadores de
particulas en los que se hacen chocar dos haces.



Asi que
do 1

p|

dQ  64m2E2,, |k

IMgl*.

(5.35)

Finalmente, un comentario sobre las dimensiones de las magnitudes utilizadas:

Sfi — 5fi — i(Zﬂ)454(Pf — Pi)’ﬁfi

Myi = nﬁjf(ZEfV)m’Gi
4 ¢4 ) e dPp
d®, = (27)*5*(Ps —Pi)g (270)72E,
| M| *dD,,

do(nj=2—n) =
. )= (kb — MEAMET2

dl'(n; =1—n) = ﬁw\/lfi\qu%

=

=

Sri] = [energia]’ , (Tri] = [energia]®

M| = [energfa]* " ™"/
[d®, ] = [energia] ***"

o] = [energia]_2 = [longitud]2

[T] = [energia] = [tiempo] "



Resultan convenientes los factores de conversion:

h~ 6.582 x 1072 MéV s (5.36)
(hic)? ~ 0.389 GeV? mbarn (5.37)

he~200MeVfm, c~3x10°m/s, 1fm=10""m, 1barn=10"% cm?.



Limite no relativista: potenciales de interaccion

En el limite no relativista (NR) los cdlculos realizados mediante diagramas de Feynman
(TQC) deben reproducir los resultados de la mecanica cuéntica no relativista, donde la
interaccién entre particulas se describe en términos de un potencial V (x).

k/

Yy

Para hallar el potencial recordemos que la seccion eficaz eldstica de dispersion de una
particula de masa m por un potencial V(x) es

do _

dQ
donde 0 es el dngulo de scattering y f(6) es la amplitud de scattering no relativista, que
puede calcularse perturbativamente. A primer orden (aproximacién de Born),

£(0)]? (5.38)



f(@)z—%/d?’“_“"w(x), g=K —k, k=|k=|K|. (5.39)

Si el potencial es central, V = V(r), la expresion anterior se convierte en

f(0) = —ij/ dr rV(r)singr, gq=|q|= sting . (5.40)
0

Consideremos k < m (propio del limite NR) y sea el blanco que genera el potencial
una particula muy pesada de masa M, > m. Esta es, por ejemplo, la situacién tipica
cuando un electrén es dispersado por un ntcleo, de modo que podemos despreciar el
retroceso del nticleo. Diagramaticamente:

/ /
ks k ke k



La seccién eficaz elastica (k = |k| = |k'|, Ecm =~ M) es

1 K|
64712E2,, | k|

1

2 ~
M~ Cone 1My

2dQ) . (5.41)

d0elsst =
Para encontrar la expresion no relativista correspondiente, recordemos que

My = (2E V)2 (2Ep V)V2(2EAV)Y2(2EAV)Y 2T m 4mMA V2T, (5.42)

de modo que en el limite NR, ignorando los factores de V que sabemos deben cancelarse
en la férmula correcta,

2
m
doesst ~ 7| T5il*dO (5.43)
lo que, comparando con (5.38), nos dice que

f(0) = %7}1- , (5.44)



donde el signo global es el apropiado segiin demostrard un cédlculo concreto, y a partir
de (5.39),

. 30 .
Tilg) = =[xV 5 V) =- [ Gher T G4y

Notese que el potencial de interaccién es un concepto no relativista, que describe una
interaccion instantdnea. Sin embargo, la descripcion mds precisa de la TQC se basa en el
intercambio y propagacion de particulas, como hemos visto a lo largo de este tema.



