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Para entender el significado de las distintas contribuciones, consideremos un proceso
de scattering mediado por el intercambio de un fotón (e.g. figura 6.1). En esta situación
estamos en presencia de fuentes. El elemento de matriz de este proceso puede escribirse
como ˆ

d4x
ˆ

d4x0 j1µ(x)Dµn
F (x � x0)j2n(x0) (6.61)

donde jµ
1 (x) y jµ

2 (x0) son dos densidades de corriente que interactúan mediante el campo
del fotón. La parte Dµn

C del propagador, en el sistema de referencia que hemos elegido,
contribuye con

ˆ
d4x
ˆ

d4x0
j01(x)j02(x0)
4p|x � x0| d(x0 � x00) , (6.62)

que no es otra cosa que la interaccción instantánea de Coulomb (¡en el mismo instante de
tiempo!) entre las dos densidades de carga j01(x) y j02(x0). En cuanto a la parte restante
Dµn

R , nótese que (6.61) en el espacio de momentos es
ˆ

d4k
(2p)4 j1µ eD

µn
F (k)j2n(k) (6.63)

y que las corrientes son conservadas, es decir, ∂µ jµ(x) = 0 o bien kµ jµ(k) = 0. Por consi-
guiente los términos proporcionales a kµ ó kn en eDµn

F son irrelevantes y eDµn
R (k) no contri-

buye a la interacción. Por cierto, ésta es la razón por la que el gauge de ’t Hooft-Feynman
es válido: si no hubiéramos tomado x = 1 habrı́a términos extra en el propagador pro-
porcionales a kµkn, que son irrelevantes porque se acoplan a una corriente conservada.

Vemos que el campo de la interacción electromagnética tiene una triple naturale-
za:b una parte es completamente arbitraria (debido a la invariancia gauge); otra, llamado
campo constrained o constreñido (la interacción coulombiana, en el sistema de referen-
cia que hemos elegido), está totalmente determinada por las fuentes; y la tercera parte
es dinámica, consistente en grados de libertad independientes, es la radiación electro-
magnética pura, que en electrodinámica cuántica se corresponde con los fotones. La par-
te dinámica, presente incluso en ausencia de fuentes, puede ser subdominante respecto a
la constreñida. Ası́ por ejemplo, es la interaccción coulombiana la que explica en primera
aproximación la estructura del átomo de hidrógeno: el potencial de Coulomb viene da-
do por la posición del electrón. Ésta última es un operador en mecánica cuántica (lo que
determina que las órbitas estén cuantizadas) pero esto no significa que involucre grados
de libertad cuánticos del campo electromagnético. Solamente si hacemos un tratamiento
refinado descubriremos los efectos cuánticos (el efecto Lamb, por ejemplo).

6.3.2 Sobre los signos relativos entre diagramas

En QED se trabaja con campos espinoriales y ya hemos visto que hay que tener cuidado
porque las contracciones de Wick de estos campos pueden dar lugar a signos relativos
entre los distintos diagramas que contribuyen a la amplitud de un proceso. Recordemos
que hay que mirar si la reordenación de los espinores corresponde a una permutación
par o impar. Veamos unos cuantos ejemplos.

bPasa igual con todas las fuerzas fundamentales.
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– Scattering de Compton: eg ! eg (¡no hay cambio de signo!)
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6.3.3 Sobre partı́culas idénticas

Recordemos también que si hay dos partı́culas idénticas en el estado final (por ejemplo,
gg, e+e+, e�e�) la sección eficaz total es

s =
1
2

ˆ
dW

ds

dW
. (6.64)

6.3.4 Sobre las polarizaciones de los bosones vectoriales

– Caso del fotón. Tiene dos estados de polarización (transversos). Supongamos el siste-
ma de referencia en el que kµ = (w, 0, 0, w) (nuestras conclusiones serán indepen-
dientes de esta elección gracias a la covariancia Lorentz). Entonces, pueden ser

lineales: eµ(k, 1) = (0, 1, 0, 0) , eµ(k, 2) = (0, 0, 1, 0)
elı́pticas: eµ(k, L) = (0, cos q, i sin q, 0) , eµ(k, R) = (0, cos q,�i sin q, 0) .
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= e4

"
1 + 4

m2 + M2

E2
CM
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1 � 4m2

E2
CM
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1 � 4M2

E2
CM

!
cos2 q

#
. (6.43)

La sección eficaz diferencial del proceso se obtiene a partir de la expresión (5.35),

ds

dW
=

a2

4E2
CM

s
E2

CM � 4M2

E2
CM � 4m2

"
1 + 4

m2 + M2

E2
CM
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1 � 4m2

E2
CM

! 
1 � 4M2

E2
CM

!
cos2 q

#
(6.44)

donde se ha sustituido la constante de estructura fina a = e2/(4p). Nótese que ECM >
2M, la energı́a umbral del proceso. La sección eficaz total es

s =
ˆ

dW
ds

dW
= 2p

ˆ
d cos q

ds

dW
. (6.45)

En el lı́mite ultrarrelativista (ECM � M, m),

ds

dW
! a2

4E2
CM

(1 + cos2 q) (6.46)

s ! 4pa2

3E2
CM

. (6.47)

6.3 Comentarios

6.3.1 Sobre el propagador y los estados de polarización

Al cuantizar el campo de Maxwell de forma covariante hemos introducido (3.112) cuatro
vectores de polarización eµ(k, l) que satisfacen las siguientes relaciones de ortonormali-
dad y completitud:

e⇤µ(k, l)eµ(k, l0) = �zldll0 , z0 = �1 , z1 = z2 = z3 = 1 , (6.48)
3

Â
l=0

zleµ⇤(k, l)en(k, l) = �gµn . (6.49)

Sea nµ un vector tipo temporal que satisface nµnµ = 1 y n0 > 0. Diremos que

eµ(k, 0) = nµ (6.50)

es el vector de polarización escalar. Llamaremos eµ(k, 3) polarización longitudinal en el
plano n � k si eµ(k, 3)nµ = 0 y eµ(k, 3)eµ(k, 3) = �1, es decir,

eµ(k, 3) =
kµ � (kn)nµ

p
(kn)2 � k2

. (6.51)

Los otros dos vectores de polarización (transversa) eµ(k, 1) y eµ(k, 2) los tomamos orto-
gonales entre sı́ y perpendiculares al plano n � k, de modo que

e⇤µ(k, l)eµ(k, l0) = �dll0 , l, l0 = 1, 2 . (6.52)
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gg, e+e+, e�e�) la sección eficaz total es

s =
1
2

ˆ
dW

ds

dW
. (6.64)

6.3.4 Sobre las polarizaciones de los bosones vectoriales

– Caso del fotón. Tiene dos estados de polarización (transversos). Supongamos el siste-
ma de referencia en el que kµ = (w, 0, 0, w) (nuestras conclusiones serán indepen-
dientes de esta elección gracias a la covariancia Lorentz). Entonces, pueden ser

lineales: eµ(k, 1) = (0, 1, 0, 0) , eµ(k, 2) = (0, 0, 1, 0)
elı́pticas: eµ(k, L) = (0, cos q, i sin q, 0) , eµ(k, R) = (0, cos q,�i sin q, 0) .



114 Tema 6: Procesos elementales en QED

– Scattering de Bhabha: e+e� ! e+e�

3

4

2

1

3

4

2

1
u1v2v3u4 �u1u4v3v2

– Scattering de Møller: e�e� ! e�e�

4

2

3

1

4

2

3

1
u1u2u3u4 �u1u4u3u2

– Scattering de Compton: eg ! eg (¡no hay cambio de signo!)

2 1 2 1

=

2 1
u1u2 +u1u2

6.3.3 Sobre partı́culas idénticas
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Si sumamos sobre polarizaciones,

Â
l

e⇤µ(k, l)en(k, l) = �gµn + Qµn , Qµn =

0

BB@

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCA , (6.74)

en el sistema de referencia en reposo. Podemos obtener la expresión válida para
kµ = (k0, k) con M2 = (k0)2 � k2 haciendo un boost con g = k0/M, gb = k/M,

Lµ
µ0 =

0

BB@

g gb1 gb2 gb3
gb1
gb2
gb3

1

CCAdij + (g� 1)
bib j

b2
(6.75)

que conduce a

Â
l

e⇤µ(k, l)en(k, l) = �gµn + L0
µL0

n = �gµn +
kµkn

M2 . (6.76)

6.3.5 Sobre la simetrı́a de crossing y las variables de Mandelstam
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Los elementos de matriz de procesos tales como 1+ 2! 3+ 4 y 1+ 3! 2+ 4 están rela-
cionados mediante la llamada simetrı́a de crossing: la matriz S es la misma reemplazando
los momentos convenientemente. En este caso,

k1, k2 ! p1, p2
crossing

 �������! k1, �p1 ! �k2, p2 (6.77)

Antes de poner algunos ejemplos de procesos cuyas amplitudes están relacionadas por
la simetrı́a de crossing, conviene introducir las variables de Mandelstam que resultan muy
cómodas para describir la cinemática de los procesos de dos cuerpos ! dos cuerpos y
facilitan mucho la aplicación de esta simetrı́a. Para el proceso del ejemplo anterior,

s = (k1 + k2)2 = (p1 + p2)2

t = (k1 � p1)2 = (p2 � k2)2

u = (k1 � p2)2 = (p1 � k2)2

(s, t, u)
crossing

 �������!
k2$�p1

(t, s, u) (6.78)

Es fácil comprobar que s + t + u = Âi m2
i , la suma del cuadrado de las masas de las

cuatro partı́culas externas. Ası́, en términos de variables de Mandelstam, la cinemática
del proceso que hemos calculado antes en detalle, e+e� ! µ+µ�, queda

q2 = s , (6.79)
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(p1k1) = (p2k2) = (m2 + M2 � t)/2 , (6.80)
(p1k2) = (p2k1) = (m2 + M2 � u)/2 , (6.81)
(p1 p2) = (s� 2M2)/2 , (6.82)
(k1k2) = (s� 2m2)/2 (6.83)

que conduce a

fÂ
ri

Â
si

|M(e+e� ! µ+µ�)|2 =
8e4

s2

"✓
t
2

◆2
+

⇣u
2

⌘2
#

. (6.84)

Se dice que este proceso tiene lugar en canal s. La simetrı́a de crossing nos permite en-
contrar la amplitud del proceso “cruzado” e+µ� ! e+µ� intercambiando s con t en la
expresión anterior,

fÂ
ri

Â
si

|M(e+µ� ! e+µ�)|2 =
8e4

t2

⇣ s
2

⌘2
+

⇣u
2

⌘2
�

, (6.85)

que tiene lugar en canal t:
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Otros ejemplos, en los que contribuyen dos canales, son:
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s$u

Bhabha Møller
e+e� ! e+e� e�e� ! e�e�

crossing
 �������!

s$t

Compton Aniquilación
e�g! e�g e+e� ! gg
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