Formalismo de integrales de camino

En 1933, Dirac' hizo la observacién de que mientras en mecdnica cldsica la accion
juega un papel central (principio de Hamilton), en mecénica cudntica la accidn parecia
no tener ningtn papel relevante, por lo que se sabia hasta entonces. Asi que especul¢, sin
éxito, con la posibilidad de que el propagador de la mecénica cudntica correspondiera a
exp{iS/h} donde S es la accion cldsica evaluada a lo largo del camino clésico.

En 1948, Feynmar desarroll6 esa idea de Dirac y logré derivar una nueva formula-
cion de la mecédnica cuantica basada en el hecho de que el propagador puede escribirse
como una suma sobre todos los posibles caminos (no solamente el camino clasico) entre
un estado inicial y otro final, cada uno de los cuales contribuye con exp{iS/%} al propa-
gador. En cierto sentido, la particula cudntica toma todos los caminos y la amplitud de
probabilidad de cada uno de ellos se suma, de acuerdo con las reglas habituales de la
mecédnica cudntica (principio de superposicion).



En realidad, las integrales de camino no ofrecen ningtin nuevo resultado en la mecéni-
ca cuantica ordinaria de una particula, y de hecho los cédlculos suelen ser mas faciles de
hacer en el formalismo habitual. Sin embargo, es muy t1til en situaciones mdas complica-
das, como en teoria de campos. En cualquier caso, el formalismo de integrales de camino
constituye un aporte fundamental a la mecénica cuéntica:

(i) Proporciona una forma extremadamente interesante e intuitiva de visualizar los
procesos cuanticos.

(ii) El limite clasico de la mecanica cudntica se entiende de una forma muy natural,
como enseguida veremos.

Pero sin duda es en teoria cuantica de campos (ya sea relativista o no) donde las

integrales de camino juegan un papel mas importante:



(1)

(i)

Proporcionan una forma relativamente sencilla de cuantizar los campos. Se deno-
mina cuantizacion funcional. Ademads permiten obtener sisteméaticamente las funcio-
nes de Green, que expresan las amplitudes de probabilidad de procesos fisicos tales
como el scattering y la desintegracion de particulas.

El tratamiento con integrales de camino de las teorias de campos gauge (especial-
mente las no abelianas) es muy elegante y casi imprescindible: el gauge fixing y los
campos fantasma aparecen practicamente sin esfuerzo.

Existe una gran cantidad de fendmenos no perturbativos, como solitones e instan-
tones, que se pueden entender mas facilmente mediante integrales de camino.

Ademas, la estrecha relacion entre mecénica estadistica y mecénica cudntica, o entre
teoria estadistica de campos y teoria cudntica de campos, se hace evidente a través
de las integrales de camino.



1.3 La integral de camino en mecanica cudntica

Para comprender el formalismo de integrales de camino, consideremos el sistema cuanti-
co més simple: una particula no relativista de masa m que se mueve en una dimensién
sometida a un potencial V. Su hamiltoniano' es el operador

A=Y 1vE), [#p=i. (1.4)
Recordemos que en el picture de Schrodinger los estados evolucionan con el tiempo,

ps) (t) = e T |ys) (0) (1.5)

mientras que en el picture de Heisenberg los estados son independientes del tiempo,

pu, t) = e ) (1) (1.6)

(aunque recuerdan el t en que se han definido) y son los operadores los que evolucionan.



En el picture de Heisenberg llamaremos |x,t;) al vector que en un instante f; es
autoestado del operador posiciéon £(¢;) con valor x, es decir,

2(t) |, i) = x|x, ;) (1.7)
donde
x, #) = elti/T|x,) (1.8)

siendo |x;) = |x) (#;) el mismo estado escrito en el picture de Schrodinger.

Supongamos que queremos calcular la amplitud de probabilidad de que la particula
viaje desde un punto x; a otro punto xy en un tiempo Af = ty — t;. En el formalismo
canodnico esta amplitud viene dada por

A= <Xf, tf]xi, ti> = <Xf} e_iHAt/h |x;) (1.9)

Noétese que en cada instante fijo ¢, los estados |x, t) forman un conjunto completo,

1:/ﬁm%w@ﬂ (1.10)



donde en adelante se sobreentiende que las integrales van desde —oo hasta oo. Elegiremos
una serie de tiempos intermedios t,, € {to, t1,...,Infcont; =ty <t <... <ty =try
los tomaremos por simplicidad equiespaciados,

ot
=i

t, = to+nét, ot (1.11)

Entonces la amplitud (1.9) puede escribirse

(xp,tr|xi ti) = /dx1 (g tr|xr, br) (2, b )X, )



— /dx1dx2 (xf,t|x2,t2) (X2, 02|21, 1) (%1, t1|x;, ;)

N-1
= /dx1 codano [ ] (et taga X ta) (1.12)
n=0

donde se ha introducido la notacion x; = xo, xf = xy. Y para ot suficientemente pequerio,

(X1, bt | X B) = (Xpa] e T |x,)
= (xp11| (1 —iHSt/ 1) |x,) + O(St)* . (1.13)
Utilizando ahora la base de momentos
1= [dplp) (114

y la siguiente normalizacién de la onda plana,

1
(xIp) = Gy

elPx/h (1.15)



que es consistente con

/dP (x[p) (ply) = /Mh e/ (1.16)

podemos escribir, despreciando términos de orden (5t)?,
(X1 bns1 | X, tn) = (na| (1 —1HOt/T) [ x)

- / Apn (s |pn) (pal (1 — iE6E/ ) )

— /dpn <xn+1 |pn> [1 — iH(Pn; xn)(St/h] <Pn|xn>

_/dp” ipn(xXp1— xn)/h —iH (py,xn)ot/h
2mh

dp 1 Xn4+1 — Xn
/ 27h eXp{ﬁ [p” ot —H<Pn'xn>] 5t} - (1.17)




Sustituyendo en (1.12) obtenemos

, dpo  dpn—1
(xpotylt) = Jim [ dxr--dn [ 35S0
R Xn+1 — Xn
X exp {h nZ:%) [pn 5 — H(pn,xn)] ot % . (1.18)

Notese que en la expresion anterior estamos integrando sobre todos los valores posibles
de x1,...,xNy-1 Y que cada conjunto de valores define un camino, es decir, una funciéon
x(t) definida por la interpolacion de x(tg) = xg, ..., x(tn) = xn, estando los extremos
fijos. Asi que en (1.18) estamos integrando sobre funciones x(t) con condiciones de con-
torno fijas (figura 1.1). Hay ademads una integral sobre N momentos pg, ..., pn—1. Esta
expresion es por tanto la version discretizada de la integral funcional

rotglt = [Drwppe {5 [ atlpr-mpal} a9

i



.y x(tN) = XN-

= X, .-

definida por la interpolacién de x(tg)

)

Figura 1.1: La funcidn x(t

donde las funciones x(t) estan fijas en los extremos, pero las p(t) no. La medida funcional

es la integral estandar sobre el espacio de fases



En nuestro caso (1.4) el potencial no depende de las velocidades, asi que puede ha-
cerse la integral sobre los momentos. La contribucién del potencial V(x) factoriza y el
resto se obtiene a partir de

dpy » 10t i(Xpt1—xn) | m  \1/2 i (Xpsq — Xn )2
/ ﬁeXp{ P TP 1 - (27rihc5t) P ROt (1.20)

donde se ha usado

/ TAw e 1 7/ (1.21)
—0 27t 47ta

y se ha prolongado analiticamente el integrando oscilatorio tratando iét como real.
Asi que,

/
<Xf,tf}xi,ti> = lim ( m )N Z/dxl...de_l

N—oo \27TiH10t
i =t | m Xn+1 — Xn 2
X exp {h Zo [2 ( 5 ) — Vi(xy,)
n=

5t} |

(1.22)



La expresioén anterior es la versioén discretizada de la integral funcional:“

(xf, tr|xi ti) = /Dx(t) exp {% /ttf dt [%xz — V(x)} } . (1.23)

i

4 La integracién sobre caminos Dx(t) involucra una intrincada constante de normalizacién que en la
version de campos D¢ no necesitaremos evaluar.



camino 1

camino 2

Figura 1.2: Experimento de la doble rendija.

Es decir,

(xp, b ) = /Dx(t) exp {%S[x(t)]} (1.24)




donde la accién S[x(t)] es un funcional de todos los posibles caminos y viene dada por

ﬂﬂﬂ}zlﬁdﬂxmﬂ, Lix, %) = "2~ V(x) . (1.25)

El resultado que acabamos de obtener era esperable. En mecénica cuantica, cuando
un proceso puede tener lugar por varios caminos la amplitud de probabilidad es la suma
coherente (principio de superposicion) de las amplitudes por cada camino. Debemos in-
terpretar el simbolo Dx(t) como suma sobre todos los caminos. Piénsese en el experimento
de la doble rendija (figura 1.2). Que la fase de cada una de las amplitudes sea sencilla-
mente la accion dividida por 7 también tiene sentido: la diferencia de fase entre los dos
caminos para una particula que pueda pasar por ambas rendijas es

1 (muit most mDd  pd d
Ap = — 2" _ 1 ~__  ~ " 92 ,
¢ h( 2 2 ) o n A (126)
donde se ha usado que los caminos 1 y 2 se recorren con velocidades v1 = D/t y

vp = (D +d)/t, respectivamente, siendo d < D, de modo que v = v; = vy, y se ha
introducido la relacién debida a de Broglie p = h/A con p = mv.



Ademas, en el limite clasico (h — 0) obtenemos directamente que solamente hay un
camino que contribuye, el que minimiza la accién, como postula el principio de Hamil-
ton. En efecto, la aproximacion de fase estacionaria establece que la tinica contribucion a la
amplitud de probabilidad cuando S > 7 es la que corresponde al camino clésico, en el
que la variacion de la accion es

S[x(H)]| =0 (1.27)

cl

ox(t)



Finalmente vamos a descubrir otro resultado interesante que nos sera tutil después.
Hemos escrito la amplitud de probabilidad (xy, t¢ |x,t;) como una integral de camino,

t
CTATIEATY :/Dxeis/h, S:/fdtL. (1.28)
t;

Veamos ahora que el elemento de matriz del operador posicion en la imagen de Hei-
senberg £(f) entre esos mismos estados, en un instante ¢; cualquiera entre t; y ¢, es la
integral de camino pesada por la funcién x(#;),

X, te| X(t) |xi,t) = | Dxx(tq elo/M (1.29)
frf

y, lo que es atin més interesante, el elemento de matriz del producto ordenado temporal de
n operadores posicion es la integral de camino del producto de funciones,

(x| T{E(R) - 2(80) } |3, £ /Dxxt1 x(ty) €5/ (1.30)




Probémoslo. Noétese que la integral es sobre todas las funciones x(f) con extremos fijos.
La podemos denotar como

x(tf):xf 00 x(tl):f x(tf):xf
/ Dx = / da] = / dz / da] / da] (131)
x(t;)=x; —00 x(ti)=x; x(t1)=x

que hemos separado por conveniencia en dos trozos. También podemos separar

tr t tr
/ dt L = dt L + dt L, (1.32)
t t

i t1

asi que

/Dx x(t1)e!/"
00 x(t)=% i [h x(t)=xy i [U
:/ dx / [dx]exp{—/ dtL} X / [dx]exp{—/ dtL}
oo () =x; nJ, x(h)=% nJy
:/ dx <xf/tf f,t1>f<f,t1‘xi,ti>

/ dx xf/tf ﬁ(tl) ‘f,t1> <f/t1‘xi/ti>

= (x5, te| 2(t1) |xi ti) (1.33)




Por otro lado, como los x(fx) son nimeros, que conmutan, podemos reordenar de ma-
yor a menor todos los tiempos {t;, ..., t,} de modo que {; > ... > [, y encontrar
trivialmente, iterando el procedimiento anterior, que

/Dxx(tl) e x(by) €5/ = /Dxx(fl) (B €S = (o | T{E(R) - 2(80)} |5 t)
(1.34)



