1.5 Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones

1.5.1 Funcional generador y funciones de Green

El funcional generador (1.60) nos permite encontrar las funciones de Green de una teoria
de campos escalares arbitraria tomando derivadas funcionales (1.61). Hemos podido ex-
presar después el funcional generador para la teoria libre (£ = Ly) de forma muy sen-
cilla (1.73) en términos del propagador de Feynman, gracias a que las integrales son
gaussianas (el lagrangiano es cuadrético en los campos) y las hemos podido calcular
exactamente.

Consideremos ahora que exista una interaccion, £ = Ly + £, donde £ = —V(¢) es
una funcion polindmica de los campos. Para manipular el funcional generador, usemos
la notacion abreviada introducida antes de (1.77) y la derivada funcional (1.58),
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Lo mismo vale para cualquier funciéon de ¢. Asi que
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Este truco nos permite escribir

Z]] :/Dcp exp {i/d4x [ﬁo—V(cp)HcP]}
:/ng exp{—i/d4xV(qb }exp {i/d4x [£o+l¢]}
copfsfanv(i )
_exp{—1/d4ZV (15]2)}5% JxDayly) (1.93)



Esto nos abre las puertas a un tratamiento perturbativo de la interaccién desarrollando en
serie la exponencial de la izquierda. Tomaremos como ejemplo la teoria A¢*?,

V(p) = % i (1.94)
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A orden AY, Z[]] es obviamente Z,[J]. Hallemos el siguiente orden paso a paso:
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Representado Dr(0) mediante un loop cerrado e introduciendo también diagramas de
Feynman con fuentes (x) e interacciones en un punto (x),
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la expresion (1.93) a primer orden de teoria de perturbaciones queda:
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Tomando ahora | = 0 eliminamos la contribucién de los diagramas con patas externas:
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Vemos, por tanto, que el diagrama de vacio no contribuye al funcional generador nor-
malizado Z[]], que es la cantidad relevante para hallar las funciones de Green (1.61):
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De hecho puede demostrarse que los diagramas de vacio no contribuiran al funcional
generador normalizado, y por tanto, no contribuirdn a las funciones de Green, a todo orden
en teoria de perturbaciones.

Ya podemos calcular las distintas funciones de Green a partir de (1.61) y (1.102):

Funcion de Green de dos puntos

Puesto que hay que tomar dos derivadas y luego hacer | = 0, a la funcién de Green de
dos puntos solamente pueden contribuir los diagramas en (1.102) con un méaximo de dos
fuentes. Por tanto, a primer orden en teoria de perturbaciones:
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tenemos el propagador libre (1.80) mas una correccion,
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o diagramaticamente:
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En el espacio de momentos, recordando (1.74) y (1.86), obtenemos el propagador libre
(1.87) mas una correccion:
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tenemos que
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Diagramaticamente la correccion se escribe como:

qO = Dr(p)(—iB)Dr(p) (1.111)
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Podemos resumar todas correcciones de este tipo al propagador,
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y Vemos que suponen una correccion a la masa,
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Esta correccion (1.109) es de hecho infinita, y tiene que interpretarse mediante la regula-
rizacion y renormalizacion de la teoria, segin veremos.

A 6rdenes superiores hay también otras correcciones, como por ejemplo a O(A?) —» /:\ >—
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(que, a diferencia de B, depende de p?). Esto nos obligara a a definir la masa fisica m como el polo del

propagador cuando p? = m?.



Funcion de Green de cuatro puntos

El término de orden A’ nos da la funcién de Green de cuatro puntos de la teoria li-

bre G(<)4>(x1,x2, x3,x4) (1.81). A orden A tenemos dos contribuciones en (1.102) y ambas
sobreviven a cuatro derivadas respecto a | cuando hacemos | = 0. La primera es:
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La segunda contribucion es:
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Diagramaticamente:
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donde los diagramas entre paréntesis denotan cualquiera de las posibles combinaciones
topologicamente equivalentes de los cuatro puntos, que son 3 en (1.81) y 6 en (1.114).
Notese que contiene diagramas desconectados, formados por la combinacién de diagra-
mas de dos puntos.



1.5.2 Funcional generador de diagramas conectados

Veamos ahora que el funcional generador W|J] definido en (1.63) genera sélo funciones
de Green conectadas,
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—iGM (x1, ..., %) = (—1)" — (—i)™!

con lo que también podemos construir Z|]| a partir de objetos méas simples mediante

log Z[]] = Z% dbxy - d*r, G (xr, o ) (1) - T () (1.118)

Lo comprobaremos para las funciones de dos y cuatros puntos:®
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Asi que
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pues ya es una funcién de Green conectada. Y si seguimos derivando (1.119):
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Sustituyendo los desarrollos en perturbativos de G (x1, x3) (1.106) y G (x1, x2, x3, x4)
(1.116) es facil darse cuenta de que los diagramas desconectados se cancelan y sélo so-
brevive, a orden A, el diagrama conectado:
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como queriamos comprobar. En el espacio de momentos,

G (p1, p2, 3, pa) = —iADE(p1) De(p2) Dr(p3) De(pa) - (1.123)



