
16 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

En efecto, haciendo el cambio de variables x = x1 + x2, y = x1 � x2,
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donde se ha sustituido
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Veremos que en presencia de interacciones aparecerán también otras funciones de Green
conectadas que representaremos en el espacio de momentos mediante diagramas de la
forma

eG(n)(p1, . . . , pn) =
p1

p2

pn

(1.90)

Estas funciones de Green representan amplitudes de scattering de estados de momentos
entrantes p1, . . . , pj a estados de momentos salientes �pj+1, . . . ,�pn.

1.5 Campos en interacción. Teorı́a de perturbaciones

1.5.1 Funcional generador y funciones de Green

El funcional generador (1.60) nos permite encontrar las funciones de Green de una teorı́a
de campos escalares arbitraria tomando derivadas funcionales (1.61). Hemos podido ex-
presar después el funcional generador para la teorı́a libre (L = L0) de forma muy sen-
cilla (1.73) en términos del propagador de Feynman, gracias a que las integrales son
gaussianas (el lagrangiano es cuadrático en los campos) y las hemos podido calcular
exactamente.

Consideremos ahora que exista una interacción, L = L0 + LI , donde LI = �V(f) es
una función polinómica de los campos. Para manipular el funcional generador, usemos
la notación abreviada introducida antes de (1.77) y la derivada funcional (1.58),
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1.5. Campos en interacción. Teorı́a de perturbaciones 17

Este truco nos permite escribir
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Esto nos abre las puertas a un tratamiento perturbativo de la interacción desarrollando en
serie la exponencial de la izquierda. Tomaremos como ejemplo la teorı́a lf4,
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A orden l0, Z[J] es obviamente Z0[J]. Hallemos el siguiente orden paso a paso:
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Representado DF(0) mediante un loop cerrado e introduciendo también diagramas de
Feynman con fuentes (⇥) e interacciones en un punto (⇥• ),

DF(0) = D
2
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la expresión (1.93) a primer orden de teorı́a de perturbaciones queda:
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18 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Tomando ahora J = 0 eliminamos la contribución de los diagramas con patas externas:
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Vemos, por tanto, que el diagrama de vacı́o no contribuye al funcional generador nor-
malizado bZ[J], que es la cantidad relevante para hallar las funciones de Green (1.61):
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Z[0]

=

2

6641 � il
4!

ˆ
d4

z

0

BB@�6 +

1

CCA+O(l2)

3

775 e�
1
2 hJx Dxy Jyi .

(1.102)

De hecho puede demostrarse que los diagramas de vacı́o no contribuirán al funcional
generador normalizado, y por tanto, no contribuirán a las funciones de Green, a todo orden
en teorı́a de perturbaciones.

Ya podemos calcular las distintas funciones de Green a partir de (1.61) y (1.102):

Función de Green de dos puntos

Puesto que hay que tomar dos derivadas y luego hacer J = 0, a la función de Green de
dos puntos solamente pueden contribuir los diagramas en (1.102) con un máximo de dos
fuentes. Por tanto, a primer orden en teorı́a de perturbaciones:
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tenemos el propagador libre (1.80) más una corrección,

G
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o diagramáticamente:

G
(2)(x1, x2) = � il

2

ˆ
d4

z (1.106)



18 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Tomando ahora J = 0 eliminamos la contribución de los diagramas con patas externas:

Z[0] =

"
1 � il

4!

ˆ
d4

z

 
3

!#
e�

1
2 hJx Dxy Jyi (1.101)

Vemos, por tanto, que el diagrama de vacı́o no contribuye al funcional generador nor-
malizado bZ[J], que es la cantidad relevante para hallar las funciones de Green (1.61):

bZ[J] = Z[J]
Z[0]

=

2

6641 � il
4!

ˆ
d4

z

0

BB@�6 +

1

CCA+O(l2)

3

775 e�
1
2 hJx Dxy Jyi .

(1.102)

De hecho puede demostrarse que los diagramas de vacı́o no contribuirán al funcional
generador normalizado, y por tanto, no contribuirán a las funciones de Green, a todo orden
en teorı́a de perturbaciones.

Ya podemos calcular las distintas funciones de Green a partir de (1.61) y (1.102):

Función de Green de dos puntos

Puesto que hay que tomar dos derivadas y luego hacer J = 0, a la función de Green de
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G
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dJ(x1)J(x2)

�����
J=0

= G
(2)
0 (x1, x2) +

il
4!
(�6)DF(0)

d2

dJ1dJ2

ˆ
d4

z hJxDxzi2 e�
1
2 hJx Dxy Jyi

����
J=0
(1.103)

Hallando

d

dJ2

�
. . .
�
=
ˆ

d4
z

h
2D2z hJxDxzi � hJxDxzi2 hJxDx2i

i
e�

1
2 hJx Dxy Jyi

d2

dJ1dJ2

�
. . .
�����

J=0
=
ˆ

d4
z 2D1zD2z (1.104)

tenemos el propagador libre (1.80) más una corrección,

G
(2)(x1, x2) = DF(x1 � x2)�

il
2

DF(0)
ˆ

d4
z DF(x1 � z)DF(x2 � z) (1.105)

o diagramáticamente:

G
(2)(x1, x2) = � il

2

ˆ
d4

z (1.106)
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En el espacio de momentos, recordando (1.74) y (1.86), obtenemos el propagador libre
(1.87) más una corrección:

eG(2)(p,�p) = eDF(p)� il
2

DF(0) eDF(p) eDF(p) (1.107)

donde se ha hecho el cambio de variables z1 = x1 � z, z2 = x2 � z en
ˆ

d4
x1d4

x2 ei(p1x1+p2x2)d4
z DF(x1 � z)DF(x2 � z)

=
ˆ

d4
z1d4

z2d4
z ei(p1+p2)zei(p1z1+p2z2)DF(z1)DF(z2)

= (2p)4d4(p1 + p2) eDF(p1) eDF(p2) . (1.108)

Introduciendo

�iB ⌘ � il
2

DF(0) = � il
2

ˆ
d4

q

(2p)4
eDF(q) , (1.109)

tenemos que

eG(2)(p,�p) = eDF(p) + eDF(p)(�iB) eDF(p) +O(l2) (1.110)

Diagramáticamente la corrección se escribe como:

pp

q

= eDF(p)(�iB) eDF(p) (1.111)

Podemos resumar todas correcciones de este tipo al propagador,f

p + + + · · ·

= eDF(p) + eDF(p)(�iB) eDF(p) + eDF(p)(�iB) eDF(p)(�iB) eDF(p) + . . .

= eDF(p)
h
1 + (�iB eDF(p)) + (�iB eDF(p))2 + . . .

i

= eDF(p)
1

1 + iB eDF(p)
=

i
p2 � m2

 
1

1 � B

p2�m2

!
=

i
p2 � m2 � B

, (1.112)

y vemos que suponen una corrección a la masa,

m
2 ! m

2 + B . (1.113)

Esta corrección (1.109) es de hecho infinita, y tiene que interpretarse mediante la regula-

rización y renormalización de la teorı́a, según veremos.

f A órdenes superiores hay también otras correcciones, como por ejemplo a O(l2)

(que, a diferencia de B, depende de p
2). Esto nos obligará a a definir la masa fı́sica m como el polo del

propagador cuando p
2 = m

2.



1.5. Campos en interacción. Teorı́a de perturbaciones 19

En el espacio de momentos, recordando (1.74) y (1.86), obtenemos el propagador libre
(1.87) más una corrección:

eG(2)(p,�p) = eDF(p)� il
2

DF(0) eDF(p) eDF(p) (1.107)

donde se ha hecho el cambio de variables z1 = x1 � z, z2 = x2 � z en
ˆ

d4
x1d4

x2 ei(p1x1+p2x2)d4
z DF(x1 � z)DF(x2 � z)

=
ˆ

d4
z1d4

z2d4
z ei(p1+p2)zei(p1z1+p2z2)DF(z1)DF(z2)

= (2p)4d4(p1 + p2) eDF(p1) eDF(p2) . (1.108)

Introduciendo

�iB ⌘ � il
2

DF(0) = � il
2

ˆ
d4

q

(2p)4
eDF(q) , (1.109)

tenemos que

eG(2)(p,�p) = eDF(p) + eDF(p)(�iB) eDF(p) +O(l2) (1.110)
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Función de Green de cuatro puntos

El término de orden l0 nos da la función de Green de cuatro puntos de la teorı́a li-
bre G

(4)
0 (x1, x2, x3, x4) (1.81). A orden l tenemos dos contribuciones en (1.102) y ambas

sobreviven a cuatro derivadas respecto a J cuando hacemos J = 0. La primera es:

� il
4!
(�6)DF(0)

d4

dJ1dJ2dJ3dJ4

ˆ
d4

z hJxDxzi2 e�
1
2 hJx Dxy Jyi

����
J=0

=� il
4!
(�6)(�2)DF(0)

ˆ
d4

z [D12D3zD4z + D13D2zD4z + D14D2zD3z

+ D23D1zD4z + D24D1zD3z + D34D1zD2z] . (1.114)

La segunda contribución es:

� il
4!

d4

dJ1dJ2dJ3dJ4

ˆ
d4

z hJxDxzi4 e�
1
2 hJx Dxy Jyi

����
J=0

=� il
4!

24
ˆ

d4
z D1zD2zD3zD4z . (1.115)

Diagramáticamente:

G
(4)(x1, x2, x3, x4) = 3

✓ ◆
� il

4!

ˆ
d4

z

2

6412 ⇥ 6

0

B@

1

CA+ 24

3

75

(1.116)

donde los diagramas entre paréntesis denotan cualquiera de las posibles combinaciones
topológicamente equivalentes de los cuatro puntos, que son 3 en (1.81) y 6 en (1.114).
Nótese que contiene diagramas desconectados, formados por la combinación de diagra-
mas de dos puntos.

1.5.2 Funcional generador de diagramas conectados

Veamos ahora que el funcional generador W[J] definido en (1.63) genera sólo funciones
de Green conectadas,

�iG(n)
c (x1, . . . , xn) ⌘ (�i)n

dn
W[J]

dJ(x1) · · · dJ(xn)

����
J=0

= (�i)n+1 dn log Z[J]
dJ(x1) · · · dJ(xn)

����
J=0
(1.117)

con lo que también podemos construir Z[J] a partir de objetos más simples mediante

log Z[J] =
•

Â
n

in

n!

ˆ
d4

x1 · · ·d4
xn G

(n)
c (x1, . . . , xn)J(x1) · · · J(xn) . (1.118)

Lo comprobaremos para las funciones de dos y cuatros puntos:g

d2
W

dJ1dJ2
= �i

d

dJ1

✓
1
Z

dZ

dJ2

◆
=

i
Z2

dZ

dJ1

dZ

dJ2
� i

Z

d2
Z

dJ1dJ2
(1.119)

g Una demostración general es intrincada. Puede encontrarse, por ejemplo, en H. Osborn, Advanced

Quantum Field Theory, p. 26 [www.damtp.cam.ac.uk/user/ho/Notes.pdf].
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Ası́ que

�iG(2)
c (x1, x2) = � d2

W

dJ1dJ2

����
J=0

= i
1

Z[0]
d2

Z

dJ(x1)dJ(x2)
= �iG(2)(x1, x2) (1.120)

pues ya es una función de Green conectada. Y si seguimos derivando (1.119):

�iG(4)
c (x1, x2, x3, x4) =

d4
W

dJ1dJ2dJ3dJ4

����
J=0

= i
h

G
(2)(x1, x2)G

(2)(x3, x4) + G
(2)(x1, x3)G

(2)(x2, x4)

+G
(2)(x1, x4)G

(2)(x2, x3)� G
(4)(x1, x2, x3, x4)

i
(1.121)

Sustituyendo los desarrollos en perturbativos de G
(2)(x1, x2) (1.106) y G

(4)(x1, x2, x3, x4)
(1.116) es fácil darse cuenta de que los diagramas desconectados se cancelan y sólo so-
brevive, a orden l, el diagrama conectado:

G
(4)
c (x1, x2, x3, x4) = � il

4!
24
ˆ

d4
z (1.122)

como querı́amos comprobar. En el espacio de momentos,

eG(4)(p1, p2, p3, p4) = �il eDF(p1) eDF(p2) eDF(p3) eDF(p4) . (1.123)

1.5.3 Funcional generador de diagramas 1PI

Todavı́a podemos llegar más lejos a la hora de definir bloques más simples con los
que construir el funcional generador. Nótese que encontraremos diagramas conectados
que se pueden desconectar en otros dos si cortamos solamente una lı́nea interna. Los
llamaremos reducibles a una partı́cula. Por ejemplo (en la teorı́a lf3):

(1.124)

En cambio, otros diagramas conectados, que llamaremos irreducibles a una partı́cula (1PI),
no se desconectan en dos si cortamos una lı́nea interna. Por ejemplo:

(1.125)

Parece evidente que serı́a conveniente trabajar sólo con diagramas 1PI, para lo que tene-
mos que encontrar el correspondiente generador, que llamaremos G.

Empezaremos definiendo

j(x) ⌘ dW[J]
dJ(x)

(1.126)
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brevive, a orden l, el diagrama conectado:

G
(4)
c (x1, x2, x3, x4) = � il

4!
24
ˆ

d4
z (1.122)

como querı́amos comprobar. En el espacio de momentos,

eG(4)(p1, p2, p3, p4) = �il eDF(p1) eDF(p2) eDF(p3) eDF(p4) . (1.123)

1.5.3 Funcional generador de diagramas 1PI

Todavı́a podemos llegar más lejos a la hora de definir bloques más simples con los
que construir el funcional generador. Nótese que encontraremos diagramas conectados
que se pueden desconectar en otros dos si cortamos solamente una lı́nea interna. Los
llamaremos reducibles a una partı́cula. Por ejemplo (en la teorı́a lf3):

(1.124)

En cambio, otros diagramas conectados, que llamaremos irreducibles a una partı́cula (1PI),
no se desconectan en dos si cortamos una lı́nea interna. Por ejemplo:

(1.125)

Parece evidente que serı́a conveniente trabajar sólo con diagramas 1PI, para lo que tene-
mos que encontrar el correspondiente generador, que llamaremos G.

Empezaremos definiendo

j(x) ⌘ dW[J]
dJ(x)

(1.126)


