1.6 Cuantizacion funcional de campos fermionicos

En el formalismo canénico los campos son operadores que verifican reglas de anticon-
mutacion:

{$(x), ¥(y) fro—pp = 0. (1.182)

(En realidad no solamente lo hacen a tiempos iguales.) En el formalismo funcional los
campos son numeros complejos. Para considerar campos fermiénicos tendremos que
introducir cantidades complejas anticonmutantes: variables de Grassmann.

1.6.1 Variables de Grassmann

Los generadores 0; del digebra de Grassmann (i =1, ...,n) obedecen:
{91', 6]'} = 91'9]' + 9]'91' =0. (1.183)
Por tanto,

6> =0 (1.184)

1

y cualquier funcién f(6;) contendrd un nimero finito de términos, pues ha de ser lineal
en las 0;. Por ejemplo, para un dlgebra unidimensional (n = 1),

fO)=a+bd, abecC. (1.185)



Podemos introducir la derivada respecto a una variable de Grassmann a partir de

8?9 (6162) = 6162 — binbs (1.186)
que cumple:
d d d d d
{8_91',9]} - a_Qin + Qfa_gi — 51']' 9] 96, 9]8_91 = (Sij (1.187)
0 d
{3_91.’3—9]} =0. (1.188)

Asi, para un algebra unidimensional:

d 9\ ?
{%,9}:1, (ﬁ) 0. (1.189)

Para introducir la integral, la invariancia bajo traslaciones requiere que

/d99 - /d9 (0+60) (1.190)

en analogia con la integracién definida ordinaria sobre una funcién lineal f(x),

/ dx f(x / dx f(x + xo) . (1.191)



Por tanto,

/dG:O, /d99:1 (1.192)

donde hemos normalizado la integral de modo que

/ d6 £(0) = / d6 (a+b6) = b . (1.193)

Recordemos que también teniamos

% £(6) = aa—g(a b0 = b (1.194)

Asi que derivacion e integracion coinciden! Noétese también que, si integramos respecto
a varias variables de Grassmann el orden es importante porque

d6;d6; = —de;de; . (1.195)

Vamos ahora a trabajar con dos variables de Grassmann independientes, 17 y 77, de

modo que
/diy:/dﬁ:O, /dqiy:/dﬁﬁzl. (1.196)

Como 1% = 72 = 0, tenemos que

e =17y (1.197)



y, por tanto
/dﬁdq e M=1. (1.198)
Para generalizar esta féormula a més dimensiones comencemos con dos dimensiones:

— (’71) , 7= 7). (1.199)

(Al final vamos a necesitar un nimero infinito de ellas, #(x) y 7(x)) Hemos elegido el
vector 77 como un vector fila para que

m = 11 + 7212 (1.200)

y entonces
(7m)* = 2fmian (1.201)
e M = (ﬁ N1+ an2) + i ffan2 (1.202)

y aplicando las reglas de integracion,

/dﬁdﬂ e T = /dﬁldﬁzdmdnz it = 1 (1.203)

como en el caso unidimensional.



Ahora veamos el efecto de un cambio de variables:

n=~Mua, 7 =aN

(1.204)

donde M y N son matrices 2 X 2 y « y & son dos nuevas parejas de variables de Grass-
mann independientes. Primero comprobemos que, si bien para variables ordinarias el

cambio de variables supondria multiplicar por un jacobiano:
x = My = dx1dxy; = (det M) dy1dyq
en el caso de variables de Grassmann se obtiene:
n = Mu = dnidr; = (det M)~ daydas .
En efecto, como

mna = (Mpiaq + Mipao) (Maiaq + Mpas)
= (M1 Moz — M1 Moy )aqaz
= (det M) ajas ,

para lograr que se preserve la integral:
1= /dﬂldﬂz nmn2 = /daldaz X1K2
tenemos que imponer (1.206). Entonces, volviendo a nuestra integral (1.203),

1= (detNM)™! / dadw e *NMw

(1.205)

(1.206)

(1.207)

(1.208)

(1.209)



Asi que si A = NM obtenemos
/ dada e % = det A . (1.210)

Este resultado nos serd muy ttil en el caso infinito-dimensional para cuantizar funcio-
nalmente los campos de gauge.

Lo que nos interesa para tratar campos fermiénicos es un dlgebra de Grassmann infinito-
dimensional, cuyos generadores 6(x) obedecen:

{6(x),0(y)} =0, (1.211)
ggg) =5 x—y), (1.212)

do(x) =0, [ do(x (1.213)
faew =0, [as

Los campos fermidnicos ¢(x) y ¥(x) son variables de Grassmann independientes, igual
que « y & en el caso anterior, y las integrales como (1.210) son integrales funcionales.



1.6.2 Funcional generador y funciones de Green

Por analogia con el caso de campos escalares, recordando que el lagrangiano libre de
Dirac es

Lo=¢({id —m)y (1.214)
definimos el funcional generador para el campo de Dirac libre como

Zoly, 1) = [ DYDY exp {i [ dtx @G- myg -+ 7y + oy } (1.215)

donde 77(x) representa a la fuente de {(x) y #(x) representa a la fuente de (x).

Para simplificar la expresion conviene introducir la notacion:

7] = /DEDDED eXP{ /d4xQ b, ED)} (1.216)
Q) =Sy +qp+dy, S =id—m. (1.217)



Usando los valores ¥, y ¥, que minimizan Q(¢, ¢),

Y = —Sn, P =—7S (1.218)

es facil mostrar que
Q(Pm, Ym) = Qum = —17iSn (1.219)
Q) = Qui + (P — Pu)S ™ (¢ — W) - (1.220)

Entonces

2,7 = [ DEDy exp {i [[atx [=nsy+ (@ hn)s 9 - )] |

= det(—iS™") exp {—i / d*xd*y 77(x)S(x — ]/)’7(3/)} ,



donde se ha extraido fuera de la integral funcional el segundo término de la exponencial
y se ha usado (1.210) extendida a infinitas dimensiones con A = —iS™!. Este factor
puede absorberse en la normalizacién de la integral funcional de modo que Z[0,0] = 1.
Veamos qué significa extender (1.210) a un ntiimero infinito de dimensiones. Se trata de
pasar de un vector & con componentes «&; a una funcién «(x), de modo que

a; — a(x) (1.222)
Y w— /d4x0c(x) (1.223)
Roo= ) R = Zﬁciéijocj — /d4xd4y5c(x)54(x —y)a(y) = /d4x a(x)a(x)  (1.224)
aMa =Y &;Mjja; — /d4xd4yoc(x)M(x,y)oc(y) = /d4x aMu , (1.225)
ij

ya que podemos escribir

251106] — o /d4y 5t (x — y)a(y) (1.226)

(Ma); = Y M — (Ma) (x) = / dy M(x, y)a(y) . (1.227)
]



Finalmente, si escribimos:
Sp(x) =iS(x), S 1=ig—m. (1.228)

obtenemos una expresion analoga a (1.73):

Zoli, 7] = exp {— / d*xd*y 7(x)Sr(x — y)ﬂ(y)} (1.229)

Veamos que

dp i

T —e (1.230)

S(x) = (if+ m)Dr(x) , Dp(x):/(

En efecto, recordando (1.82):
SIS = (ig — m)(—iSg) = (ig — m)(ig + m)(—iDr) = i(d + m?)Dr(x) = 6*(x) . (1.231)

Por tanto, en el espacio de momentos:

~ i(H+m) i
Se(p) = p2 —m2+ie ¥ —m+ie

> (1.232)

~

Es muy importante notar que, aunque para escalares Dr(p) = Dp(—p), para fermiones

Se(p) # Se(—p).



Podemos encontrar las funciones de Green tomando derivadas del funcional genera-
dor respecto de las fuentes:
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donde solamente sobreviven el mismo niimero de derivadas respecto a # y 77 cuando
al final hacemos 7 = 77 = 0. Usando nuestra notacidon abreviada, comprobemos que

recuperamos que el propagador es la funcién de Green de dos puntos para el campo
libre:

) ) ) _
) — Al — Y Y A —{MSnmn)
Sr(x = y) on(y) o7 (x) 2ol 11 Oty 5’7xe n=1=0

_ 9 [ (Suarpa) e (TS} = Sy . (1.234)

oMy n=7j=0



Notese que, aunque no los hayamos escrito explicitamente, los campos fermidnicos y las
fuentes llevan un indice espinorial « =1, ...,4 y el propagador lleva dos.

Si los campos fermidnicos sufren interacciones, L(¢, ) = L — Ly, podemos genera-
lizar (1.93) y escribir:

L ! 10 10 _
Z|n, 7| = exp {1/d x L (i 57" 107 Zoln, 1] (1.235)

donde Zy[n, 7j] viene dado por (1.229). Un resultado importante que se puede mostrar es
que un loop cerrado de fermiones contribuye con signo contrario que uno de escalares.
Pruébese comparando los siguientes diagramas para interacciones ¢ y ¢, respectiva-

mente:
Q S . (1.236)



