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El aspecto menos trivial de cualquier teoŕıa cuántica de campos reluce cuando vamos más
allá del orden más bajo en teoŕıa de perturbaciones (nivel árbol). Esto es aśı dado que mientras
no haya bucles internos, en la expresión algebraica correspondiente al diagrama de Feynman no
aparece ninguna integral. Pero cuando consideramos diagramas con bucles internos, tenemos que
integrar sus momentos correspondientes. T́ıpicamente los propagadores asociados contribuyen a
la integral en factores q�2 o q�4 lo cual puede acarrear que la integral resultante diverja para
momentos grandes. En esta sección veremos cómo ocurre esto para la teoŕıa ��4 y cómo entender
y reinterpretar la teoŕıa de perturbaciones en presencia de estas divergencias.

No huelga decir que aunque en general se asocia la palabra renormalización a la eliminación de
divergencias, este proceso se encuadra más bien en lo que llamaremos regularización, que a su vez
śı se suele incluir como un paso necesario en el llamado programa de renormalización.

Para llevar a cabo este programa de renormalización seguiremos los siguientes pasos:

1. Identificar los diagramas de Feynman que contribuyen divergentemente a la amplitud de
probabilidad. Veremos que mediante un sencillo cálculo de potencias podemos clasificar el
grado superficial de divergencia de un diagrama.

2. Regularizar estas divergencias. Para ello estudiaremos varios métodos de regularización que en
general conllevarán la introducción de parámetros adicionales en la teoŕıa. Estos parámetros
nos permiten cuantificar la sensibilidad de la teoŕıa a diferentes escalas de enerǵıa. En el
ĺımite, cuando estos parámetros se anulan la teoŕıa será divergente.

3. Renormalizar : absorber las divergencias en una redefinición de las magnitudes f́ısicas o me-
diante la adición de contratérminos al Lagrangiano.

4. Grupo de Renormalización: las magnitudes f́ısicas quedan en función de la escala arbitra-
ria introducida en la regularización. El grupo de renormalización nos informa de que estos
parámetros adicionales no son libres sino que son funciones de las constantes de acoplamien-
to. Por tanto acabamos proporcionando resultados finitos bien definidos en una teoŕıa sin
parámetros arbitrarios adicionales.

Todo lo que vamos a exponer en esta sección esta basado fundamentalmente en (por orden de
influencia): [2], [8], [7], [1], [6], [4], [13], [15], [3] y [5].

2.1. Identificando divergencias.

Para domar un infinito antes tenemos que verlo, en realidad ya lo hemos visto, en la sección
1.3.1, la corrección a primer orden de la masa posee un bucle, i.e. el término �F (0), que contiene
una cuarta potencia de q en el numerador y un cuadrado en el denominador: la integral diverge
cuadráticamente.

�F (0) = �

Z
d4q

(2⇡)4
1

q2 �m2
Figura 25: [7]

De la misma forma, aplicando las reglas de Feynman para la corrección a un bucle de la función
de 4-puntos obtenemos, en este caso, dado que el grado del numerador y el denominador es cuatro,
la divergencia es logaŕıtmica. No obstante para la función de 6-puntos no ocurre lo mismo, dado que,
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.

2. Renormalización de ��4
.
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como se sigue de los dos ejemplos anteriores el denominador ahora irá elevado a la sexta potencia
haciendo que la integral sea convergente.

De hecho a partir de esta función, el resto de funciones de n-puntos (n � 6) no presentan
ninguna divergencia, dado que en cada una de ellas el exponente total del momento interno del
denominador aumenta en un cuadrado.

Estos tres ejemplos nos dan pie a pensar que quizá podamos definir una método general para
saber cuando un diagrama va a dar lugar a integrales divergentes, tal método recibe el nombre de
cálculo de potencias (power counting, en inglés) y pasamos a describirlo a continuación.

2.1.1. Grado de divergencia superficial.

Definiendo d como las dimensiones del espaciotiempo, L como el número de bucles, I como el
número de ĺıneas internas, E como el número de lineas externas y V como el número de vértices,
a partir de los ejemplo anteriores, definimos el grado superficial de divergencia D como,

D = dL� 2I, (159)

dado que cada bucle suma d al exponente del numerador y cada propagador suma 2 al exponente
del denominador. Lo llamamos superficial dado que en teoŕıas gauge puede ser más complicado
calcular el grado de divergencia. Queremos expresar (159) en términos de V y E, para ello basta
con darse cuenta de que el número de bucles siempre va a ser,

L = I � V + 1, (160)

donde el +1 proviene de que hay V � 1 relaciones posibles entre los momentos debido a la con-
servación total del momento. En general (teoŕıa �n), cada vértice contribuye en n patas por tanto
hay nV patas, algunas internas otras externas. No obstante las internas cuentan doble dado que
siempre están conectadas a dos vértices,

nV = E + 2I. (161)

Sustituyendo estas dos últimas expresiones en (159) obtenemos,

D = d�

✓
d

2
� 1

◆
E + V

hn
2
(d� 2)� d

i
, (162)

que para nuestro caso n = 4 y d = 4 resulta en,

D = 4� E. (163)
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.

�2
Z

d4q

(2⇡)4
1

(q2 �m2)[(k1 + k2 � q)2 �m2]
Figura 26: [7]

⇠ �3
Z

d4q

(2⇡)12
1

q6
Figura 27: [8]

como se sigue de los dos ejemplos anteriores el denominador ahora irá elevado a la sexta potencia
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Divergencias primitivas.

No obstante si lo hemos llamado grado de divergencia superficial es por algo y es que podemos
imaginarnos diagramas como los de las figuras 28b y 28c que contienen bucles que a priori diŕıamos,
harán divergir la integral. No obstante existe un resultado conocido como teorema o criterio de

convergencia de Weinberg que establece que si el grado superficial de divergencia de un diagrama
junto con los grados superficiales de divergencia de todos sus subdiagramas es negativo, el diagrama
converge.

Figura 28: Diagramas con subdivergencias, [2].

Nos referimos a las divergencias que hemos encontrado al principio en las figuras 25 y 26
como divergencias primitivas. Y las dos que hemos encontrado son las únicas de la teoŕıa �4. A
continuación pasamos a describir como lidiar con estas divergencias mediante su regularización.

2.2. Regularización.

Cuando hablamos de regularización nos referimos a una serie de métodos para aislar divergencias
que ocurren en determinadas integrales, en particular, en integrales correspondientes a diagramas
de Feynman más allá de nivel árbol como las figuras 25 y 26. La integral sobre los momentos internos
incluye fluctuaciones a todas las escalas, el hecho de que la integral diverja para momentos grandes
significa que las correcciones cuánticas son sensibles a las fluctuaciones cuánticas para momentos
grandes.

Podemos ver estas divergencias como la consecuencia de haber tomado el ĺımite al continuo
demasiado pronto, normalmente en mecánica cuántica arreglábamos esto volviendo a un potencial
suave donde todo está bien definido. Sin embargo en teoŕıa cuántica de campos los principio de
relatividad, unitariedad y causalidad nos fuerzan a construir una teoŕıa con interacciones locales. Es
muy dif́ıcil construir una teoŕıa con estas caracteŕısticas que reproduzca el comportamiento deseado
a momentos pequeños y esté libre de divergencias ultravioleta 1.

En cualquier caso, hemos de modificar el comportamiento de la teoŕıa para momentos grandes
de alguna manera para que esta esté bien definida en la escala que nos interesa. Es esto a lo
que nos referimos por regularización, podemos decir que consiste en hacer finita una integral en
etapas intermedias del cálculo para obtener resultados finitos y tomar el ĺımite después. Todos los
reguladores que vamos a describir incluyen caracteŕısticas no f́ısicas que aparecen a alta enerǵıa,
no obstante, al final del d́ıa esto no nos va a importar a causa del resultado principal de la teoŕıa
de renormalización: los resultados f́ısicos solo son sensibles a escalas de alta enerǵıa a través de los
valores las constantes de acoplo renormalizadas. Huelga decir que la teoŕıa renormalizada debe ser
independiente del regulador empleado.

De los métodos de regularización más conocidos quizá el mas intuitivo sea el de introducir un
cut-o↵ en las integrales de momento, realizando la integración hasta un parámetro ⇤. Para la

1Aunque hay teoŕıas cuánticas de campos supersimétricas que están libres de este tipo de divergencias, estas
teoŕıas suelen ser tan complicas que son poco prácicas, [8].
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de alguna manera para que esta esté bien definida en la escala que nos interesa. Es esto a lo
que nos referimos por regularización, podemos decir que consiste en hacer finita una integral en
etapas intermedias del cálculo para obtener resultados finitos y tomar el ĺımite después. Todos los
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integral divergente de la figura 25, escribimos [8][15],
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No obstante a primera vista parece un método un tanto artificial y tiene la desventaja de romper la
invariancia gauge y Poincaré dado que imponer un cut-o↵ de momento es equivalente a discretizar
el espacio (ret́ıculo). Además este método no es práctico para correcciones superiores a un bucle.
Una versión modificada es el de introducir un cut-o↵ gaussiano.

La regularización de Pauli-Villars consiste en introducir campos ficticios � de masa M en el
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original. Por ejemplo, en nuestro caso modificaŕıamos el propagador de la siguiente forma [1][7][3],
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Este método tiene la ventaja de mantener invarianza gauge y de traslaciones, no obstante,
ocurre que si la masa M no es lo suficientemente alta, este método conlleva violar causalidad y/o
la condición de enerǵıa positiva.

Otro método famoso es el de regularización reticular (en inglés, lattice regularization), en el que
discretizamos el espacio sustituyendo la variable de campo por una variable discreta que etiqueta
puntos en el ret́ıculo, '(x) ! 'i, no obstante, el ret́ıculo rompe la invariancia ante traslaciones y
rotaciones y al final uno debe asegurarse de que la teoŕıa renormalizada recupera estas simetŕıas. Se
puede ver como una sofisticación de la regularización por cut-o↵ de momento. Aunque es un método
poco práctico para cálculos simbólicos es muy conveniente y utilizado en cálculos numéricos.

Un método elegante y que no presenta tantos problemas, dado que mantiene la invariancia
Poincaré y gauge, es el de regularización dimensional, que consiste en tratar las integrales de bucles
como integrales en un espacio d-dimensional para más tarde tomar el ĺımite d ! 4. Este es el
método en el que nos centraremos dado que más tarde lo usaremos en el contexto de QED.

Regularización dimensional.

Comenzamos generalizando (58), el Lagrangiano de la teoŕıa �4, a d dimensiones. Dado que �
y L tiene dimensiones d/2� 1 y d respectivamente, � es adimensional en cuatro dimensiones. Para
mantenerla adimensional, introducimos un parámetro de masa arbitrario, µ, tal que,
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Ahora usamos las reglas de Feynman correspondientes para calcular el propagador corregido a
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original. Por ejemplo, en nuestro caso modificaŕıamos el propagador de la siguiente forma [1][7][3],

1

q2 �m2
���!

1

q2 �m2
�

1

q2 �M2
. (171)

Este método tiene la ventaja de mantener invarianza gauge y de traslaciones, no obstante,
ocurre que si la masa M no es lo suficientemente alta, este método conlleva violar causalidad y/o
la condición de enerǵıa positiva.
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integral se obtiene en términos de la función Gamma,

�
i�

32⇡2

✓
4⇡µ2

�m2

◆2�d/2

�

✓
1�

d

2

◆
. (173)

2(9A.5) de [2].

37



2.2 Regularización. 2 RENORMALIZACIÓN DE ��4
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Otro método famoso es el de regularización reticular (en inglés, lattice regularization), en el que
discretizamos el espacio sustituyendo la variable de campo por una variable discreta que etiqueta
puntos en el ret́ıculo, '(x) ! 'i, no obstante, el ret́ıculo rompe la invariancia ante traslaciones y
rotaciones y al final uno debe asegurarse de que la teoŕıa renormalizada recupera estas simetŕıas. Se
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Figura 30: �(1� d/2), WolframAlpha.

Como podemos ver en la figura 30, la fun-
ción Gamma tiene polos en cero y en los enteros
negativos por tanto vemos que la divergencia de
la integral se manifiesta como un simple polo a
medida que d ! 4. Además sabemos (apéndice
9B de [2]) que,
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donde � =  1(1) = 0,577, es la constante de
Euler-Mascheroni. Haciendo que d = 4 � ✏ y
sustituyendo para n = 1 en (174) resulta,

�(1� d/2) = �(�1 + ✏/2) = �
2
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Finalmente, teniendo en cuenta que a✏ = 1 + ✏ ln a + · · · , expandir (173) en torno a d = 4
produce,
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Como vemos, hemos obtenido un resultado en el que la divergencia original ha sido convertida
en un polo (d ! 4 =) ✏ ! 0), no obstante, vemos que el término finito depende del parámetro
de masa arbitrario que hemos introducido al inicio.

Por último escribimos la correspondiente función vértice (1PI) �(2)(p). En la notación de la
figura 17a, esta última expresión es simplemente ⌃/i, a primer orden en �,

⌃ = �
�m2

16⇡2✏
, (177)

donde hemos obviado el término finito. Como vimos en (88), �(2) es,
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Esta expresión es claramente infinita en el ĺımite ✏! 0. Esto es porque aún no hemos absorbido
la divergencia en una redefinición de los parámetros, simplemente la hemos aislado.

Vamos ahora con la regularización dimensional de la corrección a un bucle de la función de
4-puntos (figura 31).

Utilizando la siguiente fórmula, empleada en lo que se conoce como parametrización de Feynman,

1
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dz

[az + b(1� z)]2
, (179)
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Como vemos, hemos obtenido un resultado en el que la divergencia original ha sido convertida
en un polo (d ! 4 =) ✏ ! 0), no obstante, vemos que el término finito depende del parámetro
de masa arbitrario que hemos introducido al inicio.

Por último escribimos la correspondiente función vértice (1PI) �(2)(p). En la notación de la
figura 17a, esta última expresión es simplemente ⌃/i, a primer orden en �,

⌃ = �
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, (177)

donde hemos obviado el término finito. Como vimos en (88), �(2) es,
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Esta expresión es claramente infinita en el ĺımite ✏! 0. Esto es porque aún no hemos absorbido
la divergencia en una redefinición de los parámetros, simplemente la hemos aislado.

Vamos ahora con la regularización dimensional de la corrección a un bucle de la función de
4-puntos (figura 31).

Utilizando la siguiente fórmula, empleada en lo que se conoce como parametrización de Feynman,
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Figura 30: �(1� d/2), WolframAlpha.
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Vamos ahora con la regularización dimensional de la corrección a un bucle de la función de
4-puntos (figura 31).
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podemos expresar la integral de la figura 31 como,
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Finalmente, jugando con las potencias de 4⇡ y µ, sabiendo que �(2) = 1, tomando el ĺımite
d ! 4 en (174), �(2 � d/2) = �(✏/2) = 2/✏ � � + O(✏), usando la variable de Maldestan k2 = s y
haciendo el mismo desarrollo en serie para a✏ resulta,
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Teniendo en cuenta lo visto en las secciones 1.3.4 y 1.3.5, la función vértice �(4)(p1, · · · , p4) se
puede expresar como,
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�1G(4)(p1, · · · , p4), (185)

donde, como vimos los propagadores inversos amputan las piernas de la función de 4-puntos G(4),
que ahora contiene el vértice sin corregir de la figura 7a más los tres términos cruzados que surgen
al sustituir las variables de Mandelstam en el vértice corregido a un bucle,

Como la dependencia en los momentos de (183) sólo es a través de la función F (s,m, µ), la
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+ términos finitos. (186)

39

2.2 Regularización. 2 RENORMALIZACIÓN DE ��4
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.

Figura 32: Función vértice de cuatro puntos, [2].

De nuevo, para ✏ ! 0 esta expresión tiende a infinito por las mismas razones que para la función
de 2-puntos. Si queremos que estas expresiones tengan significado f́ısico debeŕıan ser finitas. Este
será el objetivo de la próxima sección, en la que veremos como llevamos a cabo la renormalización.

Cabe resaltar que las correcciones que hemos hecho no son al mismo orden en � sino al mismo
número de bucles L. Esto es aśı dado que se puede comprobar (p. 317 de [2]) que expandir en L es
equivalente a una expansión en términos de ~ alrededor de la teoŕıa clásica.

2.3. Renormalización.

Una vez aisladas las divergencias, tenemos que absorberlas en la redefinición de parámetros
f́ısicos, que serán las magnitudes observables de nuestra teoŕıa. En esto consiste la renormalización.
Comprobaremos que para absorber todas las divergencias es necesario redefinir (renormalizar) la
masa, la constante de acoplo y el propio campo.

Masa.

Volvemos a escribir el resultado para las función de 2-puntos al que hemos llegado mediante
regularización en la sección anterior,

�(2)(p) = p2 �m2

✓
1�

�

16⇡2✏

◆
.

Para tener resultados f́ısicos medibles necesitamos que esta función sea,

�(2)(p) = p2 �m2
1, (187)

con m1 una cantidad finita a la que llamaremos masa f́ısica o masa renormalizada. Esto es aśı
puesto que la definición más fundamental de masa, en este caso, es la dada por la condición de capa
de masa, es decir, el polo del propagador, o el cero de la función vértice de dos puntos.

m2
1 = ��(2)(0). (188)

En este sentido,

m2 = m2
1 +

m2�

16⇡2✏
, (189)

sustituyendo recursivamente m2 por esta misma expresión y quedádonos a orden �,

m2 = m2
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Llegados a este punto tomamos la masa desnuda, el parámetro original que aparece en el La-
grangiano, como un término infinito que compensa o absorbe la divergencia debida al polo en ✏.
Interpretamos la masa desnuda como la masa que mediŕıamos de no existir interacción, pero esta no
es una situación f́ısica aceptable (la medida es en śı una interacción). En este sentido es ilustrativa
la imagen de la part́ıcula vistiéndose de interacciones.
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Cabe resaltar que las correcciones que hemos hecho no son al mismo orden en � sino al mismo
número de bucles L. Esto es aśı dado que se puede comprobar (p. 317 de [2]) que expandir en L es
equivalente a una expansión en términos de ~ alrededor de la teoŕıa clásica.

2.3. Renormalización.

Una vez aisladas las divergencias, tenemos que absorberlas en la redefinición de parámetros
f́ısicos, que serán las magnitudes observables de nuestra teoŕıa. En esto consiste la renormalización.
Comprobaremos que para absorber todas las divergencias es necesario redefinir (renormalizar) la
masa, la constante de acoplo y el propio campo.

Masa.

Volvemos a escribir el resultado para las función de 2-puntos al que hemos llegado mediante
regularización en la sección anterior,

�(2)(p) = p2 �m2
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Para tener resultados f́ısicos medibles necesitamos que esta función sea,

�(2)(p) = p2 �m2
1, (187)

con m1 una cantidad finita a la que llamaremos masa f́ısica o masa renormalizada. Esto es aśı
puesto que la definición más fundamental de masa, en este caso, es la dada por la condición de capa
de masa, es decir, el polo del propagador, o el cero de la función vértice de dos puntos.

m2
1 = ��(2)(0). (188)

En este sentido,
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sustituyendo recursivamente m2 por esta misma expresión y quedádonos a orden �,
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Llegados a este punto tomamos la masa desnuda, el parámetro original que aparece en el La-
grangiano, como un término infinito que compensa o absorbe la divergencia debida al polo en ✏.
Interpretamos la masa desnuda como la masa que mediŕıamos de no existir interacción, pero esta no
es una situación f́ısica aceptable (la medida es en śı una interacción). En este sentido es ilustrativa
la imagen de la part́ıcula vistiéndose de interacciones.
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la imagen de la part́ıcula vistiéndose de interacciones.

40



2.3 Renormalización. 2 RENORMALIZACIÓN DE ��4
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Constante de Acoplamiento.

De manera similar, reescribimos (186) de la siguiente forma,

i�(4)(ki) = �µ✏
�

�2µ✏

32⇡2
✏


6

✏
� 3� � F (s,m, µ)� F (t,m, µ)� F (u,m, µ)

�
, (190)

e igual que antes, teniendo en cuenta que,

i�(4)(ki = 0) = �1, (191)

definimos,

�1 = �µ✏
� �2 3µ✏

32⇡2


2

✏
� � � F (0,m, µ)

�
. (192)

Volvemos a sustituir recursivamente � y nos quedamos a orden g2,

� = �1µ
�✏ +

3�2
1µ

�2✏

32⇡2


2

✏
� � � F (0,m, µ)

�
. (193)

De nuevo consideramos �1 como la constante de acoplo f́ısica (medible) y � es considerada como
una cantidad infinita sin significado f́ısico. Seŕıa observable si no estuvieran presentes interacciones
de orden superior, de nuevo esta no es una situación f́ısica razonable y por tanto no hay problema.
Al expresar �(4) en función de �1 se cancelan los polos y obtenemos una función vértice de 4-puntos
finita.

i�(4)(ki) = �1 +
�2
1µ

�✏

32⇡2
[F (s,m1, µ)� F (t,m1, µ)� F (u,m1, µ)� 3F (0,m1, µ)] . (194)

Campo (2-bucles).

Hasta ahora hemos estudiado la teoŕıa a un solo bucle, pareciera que hubiésemos acabado.
Sin embargo a 2-bucles existe un diagrama (llamado por algunos [6] el diagrama saturno) cuya
contribución divergente a la función vértie de 2-puntos no puede ser absorbida renormalizando masa
y constante de acoplo exclusivamente. Como veremos más adelante, se requiere la renormalización
del propio campo � para absorber esta divergencia.

Figura 33: Diagrama saturno: un ejemplo de divergencias solapadas [7].

La integral para este diagrama, que no vamos a regularizar, es,

Is(k,m) =

Z
d4q

(2⇡)4
d4q0

(2⇡)4
1

(q2 �m2)(q02 �m2)[(k � q � q0)2 �m2]
. (195)

De hecho, en [7] se demuestra que �(2) a 2-bucles es,

�(2)(k,m1, µ) = k2 �m2
1 �

1

6
�2[Is(k,m1, µ)� Is(0,m1, µ)]. (196)
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2.3 Renormalización. 2 RENORMALIZACIÓN DE ��4
.

este fenómeno no curre en QED gracias a su invarianza gauge, en este sentido ��4 es más dif́ıcil de
renormalizar que QED.

Como vemos para renormalizar esta teoŕıa (a 2-loops) hemos necesitado redefinir la masa, la
constante de acoplo y el campo, que curioso que son precisamente las tres magnitudes f́ısicas que
aparecen en el Lagrangiano... más adelante veremos que esto es algo más que una curiosidad.
El método de renormalización seguido hasta ahora tiene la ventaja de ser f́ısicamente intuitivo,
al menos, en f́ısica del estado sólido, por ejemplo, es natural lidiar con cut-o↵s y los electrones
adquieren una masa efectiva que da cuenta de su interacción con el resto de la red atómica.

No obstante existe una perspectiva más limpia que es comúnmente adoptada en f́ısica de altas
enerǵıas. De hecho, si hemos encontrado una manera de eliminar las divergencias en la teoŕıa, ¿por-
qué no incluir estos cambios inicialmente en el Lagrangiano, considerando los parámetros originales
del Lagrangiano como los parámetros f́ısicos medibles? Este es el método de los contratérminos:
una vez que sabemos como diverge la teoŕıa, añadimos al Lagrangiano precisamente los términos
que van a cancelar esas divergencias. Es lo que veremos en el siguiente caṕıtulo.

2.3.1. Contratérminos.

Comenzamos entonces identificando el término �L1, que tenemos que añadir en el Lagrangiano
para cancelar la divergencia del propagador corregido a 1-loop que afecta a la masa. Dado que
la cantidad renormalizada es el término que acompaña a �2 en el Lagrangiano tiene sentido que
añadamos un término �2. El coeficiente de este contratérmino será simplemente la corrección a la
masa, es decir, la autoenerǵıa ⌃ a 1-bucle, �m, obtenida en (177),

�L1 = �
�m2

2
�2 = �

�m2

32⇡2✏
�2. (207)

Tratar este término como una interacción da lugar a una regla de Feynman adicional,

= �i�m2. (208)

Por tanto el propagador completo invertido, es decir, la función vértice de 2-puntos será,

�(2)(p) = i

 
p2 �m2

i
�
⇢

⇢
⇢⇢i�m2

16⇡2

1

✏
+
⇢

⇢
⇢⇢i�m2

16⇡2

1

✏

!
= p2 �m2, (209)

donde los términos finitos de (176) son obviados o incluidos en m2. Ahora, al contrario que en la
sección anterior, la cantidad que consideramos finita es m, la masa f́ısica (medible) de la part́ıcula.
La ecuación (209) tiene por diagrama análogo el mostrado en la figura 34.

Figura 34: Inverso del propagador completo a primer orden en � (1-vértice), [2]
.

Hacemos un desarrollo similar para identificar el contratérmino que ahora cancelará la diver-
gencia de (186) proveniente de la corrección a 1-bucle y a orden �2 de la función vértice de 4-puntos
�(4), que afecta a la constante de acoplo. En este caso tendremos que añadir un término �4 cuyo
coeficiente nos lo da precisamente la corrección a la constante de acoplo,

�L2 = �
1

4!

3�2µ✏

16⇡2✏
�4 = �B

�µ✏

4!
�4. (210)
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�(4), que afecta a la constante de acoplo. En este caso tendremos que añadir un término �4 cuyo
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gencia de (186) proveniente de la corrección a 1-bucle y a orden �2 de la función vértice de 4-puntos
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este fenómeno no curre en QED gracias a su invarianza gauge, en este sentido ��4 es más dif́ıcil de
renormalizar que QED.

Como vemos para renormalizar esta teoŕıa (a 2-loops) hemos necesitado redefinir la masa, la
constante de acoplo y el campo, que curioso que son precisamente las tres magnitudes f́ısicas que
aparecen en el Lagrangiano... más adelante veremos que esto es algo más que una curiosidad.
El método de renormalización seguido hasta ahora tiene la ventaja de ser f́ısicamente intuitivo,
al menos, en f́ısica del estado sólido, por ejemplo, es natural lidiar con cut-o↵s y los electrones
adquieren una masa efectiva que da cuenta de su interacción con el resto de la red atómica.

No obstante existe una perspectiva más limpia que es comúnmente adoptada en f́ısica de altas
enerǵıas. De hecho, si hemos encontrado una manera de eliminar las divergencias en la teoŕıa, ¿por-
qué no incluir estos cambios inicialmente en el Lagrangiano, considerando los parámetros originales
del Lagrangiano como los parámetros f́ısicos medibles? Este es el método de los contratérminos:
una vez que sabemos como diverge la teoŕıa, añadimos al Lagrangiano precisamente los términos
que van a cancelar esas divergencias. Es lo que veremos en el siguiente caṕıtulo.

2.3.1. Contratérminos.

Comenzamos entonces identificando el término �L1, que tenemos que añadir en el Lagrangiano
para cancelar la divergencia del propagador corregido a 1-loop que afecta a la masa. Dado que
la cantidad renormalizada es el término que acompaña a �2 en el Lagrangiano tiene sentido que
añadamos un término �2. El coeficiente de este contratérmino será simplemente la corrección a la
masa, es decir, la autoenerǵıa ⌃ a 1-bucle, �m, obtenida en (177),

�L1 = �
�m2

2
�2 = �

�m2

32⇡2✏
�2. (207)

Tratar este término como una interacción da lugar a una regla de Feynman adicional,

= �i�m2. (208)

Por tanto el propagador completo invertido, es decir, la función vértice de 2-puntos será,
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!
= p2 �m2, (209)

donde los términos finitos de (176) son obviados o incluidos en m2. Ahora, al contrario que en la
sección anterior, la cantidad que consideramos finita es m, la masa f́ısica (medible) de la part́ıcula.
La ecuación (209) tiene por diagrama análogo el mostrado en la figura 34.

Figura 34: Inverso del propagador completo a primer orden en � (1-vértice), [2]
.

Hacemos un desarrollo similar para identificar el contratérmino que ahora cancelará la diver-
gencia de (186) proveniente de la corrección a 1-bucle y a orden �2 de la función vértice de 4-puntos
�(4), que afecta a la constante de acoplo. En este caso tendremos que añadir un término �4 cuyo
coeficiente nos lo da precisamente la corrección a la constante de acoplo,
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De la misma forma que en el caso de la masa, este término proporciona una regla de Feynman
adicional,

= �i
3�2µ✏

16⇡2✏
= �iB�µ✏, (211)

y por tanto �(4) será finita,

�(4) = = �i�µ✏. (212)

De nuevo los términos finitos de (186) son obviados o incluidos en �.
Vamos ahora con el término para cancelar la divergencia del diagrama saturno, el cual hace que

el propagador a 2-bucles diverja. En esta ocasión como absorbemos la divergencia en un factor
multiplicativo, queremos sustituir el campo original por el campo renormalizado, por tanto el
contratérmino que debemos añadir será,

�L3 =
A

2
(@µ�)

2, donde, A = Z� � 1, (213)

y la representación diagramática del contratérmino es,

= �i(1� Z�) = +iA. (214)

Como curiosidad en la que no profundizaremos mostramos el propagador corregido a dos bucles
(salvo signos),

�(2)
2�loop =

.

(215)

Los dos últimos términos surgen de sustituir la masa y constante de acoplo renormalizadas en el
propagador corregido a un bucle (2o término) [7][15]. En este último resultado ya podemos entrever
como será el manejo de contratérminos para órdenes superiores: tendremos que ir sustituyendo o
insertando recursivamente los diagramas corregidos a orden l en los diagramas de orden l + 1.

Sumando todos estos términos, obtenemos el Lagrangiano de contratérminos LCT , que añadi-
remos al Lagrangiano original,

LCT =
A

2
(@µ�)

2
�

�m2

2
�2

�
B�µ✏

4!
�4. (216)

El lagrangiano total, LB = L+LCT , llamado Lagrangiano desnudo (en inglés, bare Lagrangian),
resulta,

LB =
1

2
(@µ�B)

2
�

m2
B

2
�2
B �

�B

4!
�4
B, (217)
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donde hemos definido las cantidades:

Z2
m =

m2 + �m2

m2(1 +A)
! mB = Zmm, (218)

Z� =
1 +B

(1 +A)2
! �B = µ✏Z��, (219)

Z� = 1 +A ! �B =
p
Z��. (220)

Como podemos observar en (217) el Lagrangiano desnudo preserva la forma funcional del origi-
nal. Este será un critero más de renormalizabilidad, de hecho, este resultado guarda una profundidad
razonable, es una consecuencia de que la teoŕıa exhiba autosemejanza a distintas escalas. Afirma-
ción que podemos encontrar habitualmente en escritos sobre renormalización. No obstante, existen
casos como el de la electrodinámica escalar en el que los contratérminos no tienen la misma forma
y aun aśı la teoŕıa es renormalizable. En general una teoŕıa es renormalizable en este sentido si con
un número finito de contratérminos podemos cancelar todas las divergencias. Aun aśı, para llegar
a órdenes más altos tendremos que recalcular los factores de los contratérminos, pero esto es algo
que en general vamos a poder hacer.

Este procedimiento suele encontrarse en la literatura bajo el nombre renormalización BPH

(Bogoliubov, Parasiuk, Hepp) y se puede resumir en los siguientes pasos [3],

1. Construimos propagadores y vértices a partir del Lagrangiano renormalizado de (217).

2. Regularizamos las integrales de los diagramas irreducibles divergentes a 1-bucle y construimos

el Lagrangiano de contratérminos L(1)
CT que cancelen estas divergencias.

3. Construimos los diagramas a 2-bucles con el Lagrangiano L
(1) = LB + L

(1)
CT .

4. Repetimos desde 2 hasta que estemos agusto.

5. El Lagrangiano resultante será,

L
(1) = LB + L

(1)
CT + L

(2)
CT + · · · . (221)

También conviene mencionar que el procedimiento que hemos seguido aqúı se suele denominar
como esquema de mı́nima substracción (MS), en el cual solo incluimos en los contratérminos la parte
divergente del cálculo, de ah́ı que por ejemplo en (209) obviemos los términos finitos. Hay otros
esquemas en los cuales los criterios para elegir los contratérminos son distintos. De hecho un precio
que hemos pagado es que tanto la constante de renormalización Z� como las funciones vértice
renormalizadas dependen del parámetro de masa arbitrario µ y esto es f́ısicamente inaceptable
(veremos como tratar con ello en la sección del grupo de renormalización). Existen esquemas en los
que esta dependencia no se da, y una vez nuestro amigo experimental nos dice cuanto valen la masa
y la constante de acoplo, podemos predecir la amplitud de determinado proceso sin dependencia
en el parámetro arbitrario µ [4].

Antes de pasar a la siguiente sección conviene aclarar que es lo que ha pasado aqúı. Cuando
planteamos por primera vez el Lagrangiano de (58) pensábamos que los parámetros que estábamos
introduciendo representaban magnitudes f́ısicas medibles. ¡Resulta que estábamos equivocados!,
hicimos una expansión en serie en términos de la masa y la constante de acoplo equivocadas (m
y �). Es decir, al hacer una pregunta sin sentido obtuvimos una respuesta sin sentido (infinita).
Deb́ıamos haber expandido en serie en términos de mB y �B. El precio que pagamos por esta
equivocación son los contratérminos que lo único que hacen es desplazarnos las variables erróneas a
las buenas. En este sentido la renormalización no es un procedimiento para esconder infinitos debajo
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