Cuantizacion del campo EM
- Energia de punto cero

Con el objetivo de introducir el problema de la energia del estado fundamental o de vacio
de la teoria cuantica de campos, vamos a resumir primero los conceptos y resultados mas
importantes del método de cuantizacion candnico aplicado al campo EM. Para ello vamos a
trabajar en el interior de una cavidad tridimensional de paredes perfectamente conductoras,
dado que esta configuracién serda de gran importancia en capitulos posteriores. En todo el

trabajo utilizaremos un sistema de unidades en el cual h =c = kg = 1.

Para llevar a cabo la cuantizacion del campo EM buscamos primero la solucion clasica
del problema. La dindmica del campo dentro de la cavidad esta descripta por la ecuaciones

de Maxwell sin fuentes
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que pueden ser formuladas en términos de un cuadrivector potencial A* = (¢, A), con

B=VxA E:—%—‘z‘—w. (2.1)

Debido a la libertad de gauge de la teoria vamos a elegir el gauge de Coulomb o transver-

sal, en el cual los potenciales satisfacen

6=0 V-A=0,

dado que no hay fuentes. De esta forma las ecuaciones de Maxwell se reducen a




OA = 0. (2.3)

Tomemos como cavidad un volumen rectangular de dimensiones L., L, y L,; con el
origen de coordenadas en uno de sus vértices. Supongamos las paredes de la cavidad de
material perfectamente conductor, con lo cual las condiciones de contorno sobre cada una

de ellas son

0
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donde || y L indican las componentes de los campos paralela y perpendicular a la pared

respectivamente.

Un conjunto ortonormal y completo de soluciones a la condiciéon de gauge (2.2), la

ecuacion de campo (2.3), y las condiciones de contorno (2.4) esta dado por
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donde el vector de onda, k, esta determinado por

wk, wk, wk,
k = Y ki =0,1,2,... 2.6
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y la frecuencia esta dada por wx = |k|. También notamos que hemos introducido, para,
cada valor posible de k, una base ortonormal de vectores polarizacién ey, (o = 1,2), que

satisfacen 1 (2.7)

con lo cual uy , cumple la condicién de divergencia nula.




A menos que se indique lo contrario, el producto interno que vamos a considerar en todo

el trabajo es el de Klein-Gordon, definido por

@O=—i[ dalpé—ie) 28

cavidad
El mismo es utilizado usualmente en teoria cuantica de campos, y tiene como propiedad ser

independiente del tiempo.

Para poder llevar a cabo la cuantizaciéon candénica de una teoria, debe ser posible expresar

la, misma mediante un principio variacional En el caso del electromagnetismo esto se

logra a partir del Lagrangeano de campo libre

donde F*¥ es el tensor de campo electromagnético definido por
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Las variables dindmicas de la teoria cuantizada van a ser los campos A, y sus campos

conjugados II*, definidos por
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En principio, la ecuacién (2.11) representa un inconveniente dentro del esquema de
cuantizacién Sin embargo, habiendo escogido el gauge de Coulomb (2.2), obtenemos

que tanto el campo Ay (i.e. ¢) como su campo conjugado T1° son nulos, y por lo tanto, no

son ya variables dindmicas.




La cuantizacion del campo electromagnético se obtiene al reemplazar los campos clasicos
A; y sus conjugados II7 por operadores en un espacio de Hilbert, que satisfacen las siguientes

relaciones de conmutacién a tiempos iguales

A e

[AZ(X7t)7Aj (X,at)] [ﬁi(xvt)vﬁ'(x’vt)] =0,

[Al(x,t), TV (%', 1)] 0 ((W — %) 63 (x — x').




Notamos aqui que al cuantizar una teoria sin vinculos, es decir, una teoria donde las
variables dindmicas son independientes, el conmutador dado en la ec.(2.14) debe imponerse
igual a 6%. Sin embargo, el campo electromagnético es una teoria con vinculos, ya que
se deben satisfacerse la condicién de gauge V- A = 0, y la ecuacion de Maxwell V - II =
V-E = 0. Por lo tanto, para que el conmutador (2.14) sea consistente con estas condiciones,
se reemplaza la §% usual por una AY = § — 9'97 /V?, de ‘divergencia nula’ . Estos
vinculos disminuyen los grados de libertad de la teoria, y consecuentemente la relacién

(2.14) es la responsable de que los fotones no tengan polarizacién longitudinal.

El proximo paso es desarrollar el operador A en la base completa de soluciones (2.5),




A(x,t) =Y i alia (X, 1) + il o uk (%, 1) (2.15)
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Las relaciones de conmutacion (2.13) y (2.14) para los campos se traducen en las si-

: - ~
guientes para los operadores ay o y g o
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El estado fundamental o estado de vacio se define mediante la relacion

ax o [0) = 0.

La accion de ax o y &L ., sobre los elementos del espacio esta dada por

&k,a |...nk,a...> = 1/nk7a \...(nk,a — 1)>,

QY olnkae) = yfnka + 1] (e 1)),

con lo cual podemos obtener los estados excitados como

nkl,alankg,aza s




El estado definido anteriormente corresponde a un estado fisico con ng, o, fotones de energia
wk, ¥y momento ki; nk, o, fotones de energia wy, y momento kso;... . Una combinacién lineal
de los elementos con distinto valor de «; nos permite obtener estados de helicidad definida.
Es decir, una transformacién lineal de la base dada por (2.21) nos permite obtener otra
base, denominada representacion circular, cuyos elementos son autoestados del operador
helicidad (ademds del operador energia e impulso). En cada estado de esta nueva base, los
fotones con momento k; tendran helicidad positivia (+1) o negativa (—1) segiin su impulso
angular total tenga una componente paralela o antiparalela al sentido de propagacién (k;).

.|.

Debido a la accién de los operadores ax o y Gy, Sobre el espacio, dada por las ecs.(2.19) y

(2.20), se los denomina operadores de destruccién y creacién de particulas respectivamente.

Consideremos ahora la cuantizacion del Hamiltoniano del sistema, el cual esta definido

a partir del Lagrangeano (2.9) de la siguiente forma
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Reemplazando en H el campo A por su correspondiente operador cuantico (2.15), llegamos

a

H =" = (ia it + g dica) - (2.24)
k,a

Hasta aqui s6lo hemos usado los dos postulados fundamentales del método de cuan-

tizacién canodnico, el reemplazo de los campos clasicos por operadores cuanticos y la im-

posicion de reglas de conmutacién determinadas. Sin embargo esto no es suficiente para

definir el Hamiltoniano (2.24) en forma satisfactoria, debido al orden en que aparecen los

operadores no conmutativos @ y af. Este hecho tiene una importancia fundamental dado

que, usando la relacion (2.16), podemos escribir H como

T - ~1
H = Zwk (ak,a Ay o + —
k,a




consecuentemente su valor de expectacién en vacio (energia de punto cero) es divergente

Ey = (0|H|0) : (2.26)

Hace falta, por lo tanto, un tercer requisito. Para que la teoria cudntica este bien

definida, deben existir métodos capaces de eliminar los valores medios divergentes.

El orden normal de Wick es una prescripcion tendiente a eliminar las magnitudes di-
vergentes de la teoria. Consiste en reemplazar los operadores de la misma (A) por sus
correspondientes ordenados normalmente (: A :) en los cuales el orden de los operadores
no conmutativos esta determinado, ubicandose los de destruccién a la derecha de los de

creacién. Esto es

En particular el Hamiltoniano ordenado normalmente queda,

=Y w (ak,a aL’a) — H — (0|F|0).
k,a




Por lo tanto reemplazar el Hamiltoniano original H por su ordenado normalmente : H :

es equivalente a una sustraccién formal de la energia de punto cero. Recordamos que el
orden normal de Wick no se desprende del esquema, de cuantizacién candnica, sino que es un
postulado adicional necesario para hacer finita la energia del estado de vacio. Es aceptable
debido a la nocién de que el estado fundamental de un sistema no interactuante debe tener
energia nula. El argumento general de que esta sustracciéon puede hacerse arbitrariamente
es que la misma equivale a una redefinicién de la escala de energia, y esto es puede hacerse
ya que en la practica sélo es posible medir diferencias de energia '. Sin embargo este
argumento debe ser tomado con precaucion. En el préximo capitulo analizaremos un método
de renormalizacién distinto, que no siempre asigna un valor nulo de energia al estado de

vacio y que puede ser verificado experimentalmente.

LAl menos cuando no se consideran efectos de Relatividad General.




Efecto Casimir

3.1 Energia de Casimir

Con respecto al problema de encontrar conceptos generales que nos permitan definir las
propiedades del estado de vacio de la teoria de campos, debemos observar que los campos
cudnticos libres son construcciones matemadaticas abstractas. En la realidad, estos campos
existen y pueden ser medidos sélo en presencia de fuentes o mediante interacciones con otros
campos. Un caso especial de particular interés es un campo confinado a una region finita

del espacio.

En general, un campo fisico puede ser forzado a satisfacer ciertas condiciones de con-
torno. Un hecho importante que debe ser considerado es que la presencia de estos contornos
induce un cambio en el espectro de energia del campo, con lo cual se modifica su energia

de punto cero.




Consecuentemente es razonable definir la energia del estado de vacio ‘fisico’ como una
diferencia entre energias de punto cero. Llamemos 01" al contorno arbitrario requerido para
el campo. Si FEy[0l'] es la energia de punto cero del campo en presencia de contornos, y
Ey[0] la correspondiente al campo libre; se define formalmente la energia del estado de vacio

(energia de Casimir) como

Ec[0r] = Eq[or] — Ey[0]. (3.1)

En general esta definicion debe ir acompanada de un método de regularizaciéon que

permita definir correctamente las magnitudes, en principio divergentes, que estan siendo




restadas.

La existencia de contornos puede considerarse como una idealizacion de condiciones
reales donde existen configuraciones de materia o fuerzas externas actuando sobre el campo.
La definicién (3.1) puede generalizarse a estos casos llevando a diferentes versiones del efecto

Casimir.

En nuestro caso, vamos a usar (3.1) para calcular la fuerza entre dos placas conductoras

situadas en vacio.
Resumiendo:

-) La ambiguedad de una energia de punto cero divergente puede ser eliminada rete-
niendo el Hamiltoniano original del campo, e introduciendo la definicién (3.1) para la energia

del estado de vacio fisico.

-) La nocién respecto del vacio no interactuante no es afectada, porque segun (3.1) es
Ec(0) = 0.

-) Las variaciones de la energia de punto cero son, en principio, medibles.




3.2 Fuerza entre placas conductoras en vacio

En 1948 Casimir predijo la existencia de una fuerza atractiva entre dos placas planas,
conductoras y descargadas, enfrentadas y situadas en vacio . De acuerdo a la definicién
(3.1) esta fuerza es consecuencia de que la energia del estado de vacio del campo entre las

placas depende de la separacién entre las mismas.

Para calcularla vamos a considerar una cavidad ctibica de volumen L3 y paredes perfecta-
mente conductoras. Dentro de ella se disponen dos placas, también conductoras, separadas
una distancia a en la direccién ‘2z’ (L > a). Esta configuracién se ilustra en la fig.3.1. Para
obtener la energia de Casimir debemos hacer la diferencia entre las energias de punto cero
de la configuraciéon anterior, y la configuracion de campo libre, en la cual las dos placas

estan separadas por una distancia L (que es equivalente a haberlas quitado).




Formalmente se define la energia de Casimir como

Jim (By(a) + 281y ("o %) — Bi(L)). (3.2

En el capitulo 2 obtuvimos la cuantizacion del campo EM dentro de una cavidad rec-
tangular como las que vamos a utilizar ahora. Alli habiamos encontrado que la energia de

punto cero estaba dada por (2.26)

y el espectro era discreto,

WK = T (km kz>2 n k;,=0.1.2 (3 4)
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Calculemos primero la energia de punto cero cuando las placas estan separadas una
distancia a en direccién z, con lo cual en la relacién (3.4) debemos reemplazar L, = L, = L

y L, =a,




ko k k.
wie = /K2 + K2+ k2, km=<L7T>, ky:<%ﬁ), kzz( a”). (3.5)

Como se cumple la condicién L > a, las componentes del vector de onda k,, k, pueden
ser tratadas como variables continuas, mientras que k, sigue tomando valores discretos.
Por lo tanto, las sumas sobre las componente del vector de onda paralelas a la placa se

convierten en integrales, segin la prescripcion

IN\2 foo o
o> = (-) / dk,, / dk, (3.6)
ke >0 ky >0 T/ Jo 70
La condicién (2.2), V- A = 0, se traduce a cada uno de los modos del campo, dados

por la ec.(2.5), como V - ug, = 0; y a su vez esto equivale a el((xzkkz + 61(< ka + el(f)akz = 0.

Por lo tanto, a cada vector de onda le corresponden dos polarizaciones si sus componentes
son todas distintas de cero, y una si alguna de ellas es nula. En nuestro caso esto debe ser
considerado sélo con respecto a la componente k,, ya que k, y k, son continuas. Con esto

en mente reescribimos las expresiones (3.3) y (3.4) de la forma

LN\? [o© o 1 nm\ 2
Eﬂa)z(;) /0 dkm/O dy 5 K2+ +2 Y k§+k§+<7> Lo (37
n>1

donde llamamos k, = n. Cambiando de variables a coordenadas polares, e integrando la

parte angular llegamos a




L? [ k > n 2
n=1

donde definimos k| = |/kZ + k2.

Para las restantes energias de punto cero a calcular, todas las componentes del vector

de onda pueden considerarse variables continuas. El resultado es

L? L—a [ 0 9 n\ 2
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donde llamamos k, = “F.

Antes de calcular la energia de Casimir (3.2) con las expresiones (3.8), (3.9) y (3.10),
debemos regularizarlas debido a que divergen para valores grandes de |k| (divergencia ul-
travioleta). Hay varios métodos para lograr esto, mas ain, en el caso del campo EM en
presencia de conductores existen fundamentos fisicos en los cuales basarse. Un material
conductor real se vuelve transparente a las ondas electromagnéticas de frecuencia suficien-
temente alta, por ejemplo, tales que la longitud de onda sea menor que el tamano atémico

Por lo tanto los modos de alta frecuencia no son afectados por la presencia de las
placas. Esto quiere decir que los modos con frecuencias mayores que una dada frecuencia

de corte, w,, se cancelan en la expresion (3.2). Para la regularizacién de las expresiones

(3.8) (3.9) y (3.10), esto implica la introduccién de una funcién de corte f(k/k.), continua

e infinitamente derivable, que satisfaga

1 k<k
k/ke) = - .
1 (k/ke) 0 K>k (3.11)

donde k. indica el nimero de onda de corte, que depende del material en cuestiéon pero es
del orden de la inversa del radio atomico. Esta funcidon de corte es eliminada al final del

calculo tomando el limite k., — oc.




Una vez hecha la regularizacion, reemplazamos (3.8) (3.9) y (3.10) en (3.2) y obtenemos

la siguiente expresion para la energia de vacio entre las placas

= L_;/Ooo kydk {%f(kn/kc) +§:1 kif + (T;—W)Qf(\/kQ + (%)2/1%)
_ /0 " dn \/k2 + (%”)Qﬂ\/k? + (%”)Q/ka}. (3.12)

Haciendo el cambio de variables y = k||2 + (%)2, y definiendo la funcién

Fin) = [ VIS v dy

podemos expresar la ecuacién (3.12) de la siguiente forma

Fola) = 2 (S F(0 <>+ZF - [ Fmyany.

4a3




En la dltima expresiéon hemos intercambiado el orden entre la suma y la integral. Esto esta

justificado debido a la convergencia absoluta en presencia de la funcién de corte.

Para seguir adelante usamos la formula de Euler-McLaurin

i F(n) —_/OOOF(n)dn = %F(O) — %BQF’(O) — %BJ'"(O) 4.

=1
30 -

donde B, son los niimeros de Bernoulli, en particular By = % y By =

(3.15)

Usando la definicién de F(n) dada por la ec.(3.14), podemos ficilmente calcular sus

derivadas y evaluarlas en cero, el resultado es

F'(0) =0, F"(0) =0, F""(0) = -4 + O(1/k,)

(3.16)

y todas las derivadas superiores son de orden O(1/k.), por lo tanto no contribuyen en el

limite k. — oc. Solo el término que incluye F”’(0) sobrevive en este limite, quedando para

la energia de Casimir la siguiente expresion,




Derivando (3.17) respecto a la distancia entre placas podemos encontrar la fuerza por

unidad de area entre las mismas

F_ —7? _ —0.013
240a*  (aym)*

y el signo corresponde a una fuerza atractiva; a,m representa la separaciéon entre placas

dyn/cm?. (3.18)

medida en micrones.

El resultado obtenido es muy importante ya que representa una consecuencia observable

de las fluctuaciones cuanticas de vacio del campo electromagnético.

En muchos libros de texto se omiten las placas exteriores, y sélo se consideran las placas
separadas una distancia a . Este tratamiento es incompleto ya que no se tiene en cuenta

la energia de punto cero exterior a las placas.

El estudio del efecto Casimir puede también hacerse en el marco de una formulacién
local, es decir, en términos de la densidad de energia de vacio y de la presiéon de vacio

La misma comienza redefiniendo el tensor de energia-impulso del estado de vacio de acuerdo
a (3.1),




Ol = (0[T"[0)ar — (0[T*|0)o. (3.19)

Dado que T"" es cuadratico en el campo, es posible escribirlo como el limite de coincidencia
de funciones de dos puntos. Por lo tanto es posible expresar O en términos de la diferencia

entre el propagador de campo libre y el correspondiente al campo con contornos. Luego de

una extensa cuenta se llega al siguiente resultado,

v -7 1 v v
Olac = W(Zgﬂ + 212") (3.20)

donde z# = (0,0,0,1) es un cuadrivector tipo espacio ortogonal a las placas.

La normal de las placas esta en direccién z, por lo tanto la presién de vacio sobre ellas
es simplemente ©32.. Y el resultado coincide con la fuerza por unidad de drea dada por la
ec.(3.18). Otra posibilidad es obtener la energia de Casimir (ver ec.(3.17)) multiplicando la

densidad de energia ©Y2 por el volumen L?a.




3.3 Verificacién experimental

A continuacién haremos breve resena mencionando los experimentos y resultados mas im-

portantes, llevados a cabo para verificar la validez de la fuerza de Casimir dada por la
ec.(3.18).

La cantidad de trabajos tedricos acerca del Efecto Casimir sobrepasan en mucho a
la cantidad experimental. Seguramente esto se debe a la dificultad de los experimentos
respectivos, dada la pequena magnitud de la fuerza, y también a la veracidad con que se

acepta el resultado dado por la ec.(3.18), o a sus correcciones para materiales reales

Hasta hace algunos anos el experimento de Sparnaay . realizado en 1958, era con-
siderado la principal verificacion experimental de la fuerza de Casimir. En el se utilizaron
placas metdlicas; y se determind el exponente de a, en la ec.(3.18), con un error £1. Recien-
temente, dos nuevos experimentos han sido llevados a cabo, mejorandose notablemente la
precisién alcanzada en el anterior. Los mismos se basan en el uso de un péndulo de torsion

y un microscopio de fuerza atomica

En ambos experimentos se utilizaron materiales dieléctricos en vez de placas metdalicas,
de forma tal de poder utilizar métodos dpticos para alinear las placas y también para

determinar la distancia entre ellas. Con respecto a la alineacion, se trabajé con una placa




plana y otra esférica, de modo que la geometria este completamente determinada por el
radio de curvatura en el punto de maximo acercamiento, y la distancia entre placas en ese
punto. Si el radio de curvatura es suficientemente grande, la fuerza de Casimir puede ser
promediada sobre la separacién variable entre las superficies. Esto lleva a la aproximacion
de Derjaguin o Teorema de Fuerza Proximidad , en el cual la fuerza de atraccién es

proporcional al radio de curvatura R por la energia por unidad de &rea,

(3.21)

El experimento basado en un péndulo de torsion fue realizado por Lamoreaux en 1997
El rango de separacién entre placas utilizado fue de 0.6um a 6um, y la precisién

alcanzada fue mayor al 10%. La principal limitacién radicé en incertezas de calibracién.

El dispositivo experimental utilizado resulté ser sumamente delicado, a punto tal de
modificarse la calibraciéon debido a la distorsiéon que el peso del autor provocaba sobre el
piso del laboratorio . Si bien estas dificultades fueron superadas, el autor sugiere que

una precisién mayor al 5%, con esta técnica, parece ser imposible de alcanzar.




Un experimento mas reciente fue llevado a cabo por Mohideen en 1998 , empleando un
microscopio de fuerza atomica. . La precision del dispositivo fue suficiente para determi-
nar la fuerza con un error relativo del 1% a r» = 100nm, y alrededor del 100% a r» = 900nm.
La sensibilidad en la medicién con esta técnica fue menor que la lograda con el péndulo de
torsién, pero el sistema es mas estable y controlable al repetir las mediciones. La escasa
sensibilidad reduce la maxima distancia medible a valores pequenos donde son mas impor-

tantes las correcciones necesarias debidas, principalmente, a la conductividad finita de las

placas o su rugosidad superficial. Sin embargo |, es posible mejorar

la sensibilidad; lo cual, sumado a un analisis teérico adecuado, llevaria a una precision del

1% para distancias de 1um.




