
Tema 2

Teorı́a Clásica de Campos

2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Vamos a repasar primero el principio básico de la mecánica clásica para un sistema de
N partı́culas en el formalismo lagrangiano. Este sistema tiene 3N grados de libertad
descritos por un conjunto de coordenadas qi(t), i = 1, 2, . . . , 3N.

El lagrangiano L es una función de las qi y de sus derivadas respecto del tiempo q̇i,
L = L(q, q̇). Generalmente, L(q, q̇) = Âi

1
2 miq̇2

i �V(q) (término cinético menos potencial).
Supondremos que el sistema es conservativo, de modo que el lagrangiano no depende
explı́citamente del tiempo. La acción S se define como

S =
ˆ

dt L(q, q̇). (2.1)

El principio de mı́nima acción establece que la trayectoria del sistema entre un estado
inicial qin = q(tin) y otro final qfi = q(tfi) fijos (figura 2.1) es un extremo (generalmente
un mı́nimo) de la acción:

dS = d

ˆ tfi

tin

dt L(q, q̇) =
ˆ tfi

tin

dt dL(q, q̇) = 0. (2.2)

Podemos desarrollar

dL = Â
i


∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i

�
= Â

i


∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

d
dt

dqi

�
, (2.3)

tin

tfi

Figura 2.1: Posibles caminos qi(t) que puede seguir un sistema en el espacio de las coordenadas
entre un instante inicial tin y otro final tfi.
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20 Tema 2: Teorı́a Clásica de Campos

donde se ha usado que

dq̇i =
∂q̇i
∂a

da =
∂

∂a

✓
dqi
dt

◆
da =

d
dt

✓
∂qi
∂a

◆
da =

d
dt

dqi (2.4)

siendo a un conjunto discreto de parámetros tal que qi = qi(a, t) es suficientemente
suave de modo que las derivadas respecto a a y respecto a t conmutan, pues podemos
discretizar ambas variaciones. Por otro lado, integrando por partes:a

ˆ tfi

tin

dt
∂L
∂q̇i

d
dt

dqi =
������

∂L
∂q̇i

dqi

�tfi

tin

�
ˆ tfi

tin

dt
d
dt

∂L
∂q̇i

dqi. (2.5)

Por tanto,

dS =
ˆ tfi

tin

dt Â
i


∂L
∂qi

� d
dt

∂L
∂q̇i

�
dqi = 0, 8dqi (2.6)

) ∂L
∂qi

� d
dt

∂L
∂q̇i

= 0 (Ecuaciones de Euler-Lagrange) (2.7)

Recordemos también que en el formalismo hamiltoniano el objeto básico es

H(p, q) = Â
i

piq̇i � L, pi =
∂L
∂q̇i

. (2.8)

Diferenciando esta expresión obtenemos

dH = Â
i

⇢
q̇idpi + pidq̇i �

✓
∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i

◆�
(2.9)

= Â
i
{q̇idpi � ṗidqi} (2.10)

donde se han usado las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.7) y la definición de momento
en (2.8). Esto demuestra que el hamiltoniano H es una función de p y q. La expresión
anterior conduce a:

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = �∂H
∂qi

(ecuaciones de Hamilton) (2.11)

Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos variables dinámicas cualesquiera f1 y f2

[ f1, f2]P = Â
i

⇢
∂ f1

∂qi

∂ f2

∂pi
� ∂ f1

∂pi

∂ f2

∂qi

�
(2.12)

es fácil comprobar que

[qr, ps]P = drs (2.13)

y las ecuaciones de Hamilton pueden reescribirse como

q̇r = [qr, H]P , ṗr = [pr, H]P (2.14)

a En efecto:
ˆ b

a
dt u

dv
dt

= [uv]ba �
ˆ b

a
dt v

du
dt

.
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2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange 21

y en general para cualquier variable dinámica f se tiene

ḟ ⌘ d f
dt

= [ f , H]P +
∂ f
∂t

(2.15)

donde ∂ f /∂t aparece si f depende explı́citamente del tiempo.

Supongamos ahora que, en vez de un sistema con un número finito de grados de
libertad, tenemos un medio continuo. Entonces el sistema viene descrito por un campo
f(x),

qi(t) �! f(t, x) = f(x) (2.16)

y su dinámica por un lagrangiano,

L =
ˆ

d3x L(f, ∂µf). (2.17)

En adelante, llamaremos lagrangiano a la densidad lagrangiana L. La acción es entonces

S =
ˆ

dt L =
ˆ

d4x L(f, ∂µf). (2.18)

El principio de mı́nima acción se escribe:

dS =
ˆ

d4x


∂L
∂f

df +
∂L

∂(∂µf)
d(∂µf)

�
=
ˆ

d4x


∂L
∂f

� ∂µ
∂L

∂(∂µf)

�
df = 0, (2.19)

donde la condición de contorno ahora no es que qi(tin) y qi(tfi) fijos sino que los campos
permanecen constantes en el infinito, pues

ˆ
d4x

∂L
∂(∂µf)

d(∂µf) =
⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠ˆ

d4x ∂µ


∂L

∂(∂µf)
df

�
�
ˆ

d4x ∂µ
∂L

∂(∂µf)
df (2.20)

y se ha usado el teorema de Stokes,
ˆ

V
d4x ∂µ


∂L

∂(∂µf)
df

�
=
ˆ

S
dA nµ


∂L

∂(∂µf)
df

�
(2.21)

(nµ es el vector normal a la superficie) y la mencionada condición de contorno

df|S = 0. (2.22)

Ası́ que tenemos:

∂L
∂f

� ∂µ
∂L

∂(∂µf)
=0 (Ecuación de Euler-Lagrange para el campo f). (2.23)

Nótese que si se añade al lagrangiano un término de la forma (derivada total)

L �! L+ ∂µKµ(f) (2.24)

las ecuaciones de movimiento no cambian debido a la condición de contorno de que los
campos sean constantes en el infinito, pues usando de nuevo el teorema de Stokes,

ˆ
V

d4x ∂µKµ =
ˆ

S
dA nµKµ, (2.25)
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22 Tema 2: Teorı́a Clásica de Campos

se añade una constante a la acción y la ecuación (2.2) queda inalterada.

En el formalismo hamiltoniano definimos el momento conjugado del campo f,

P(x) =
∂L(x)
∂(∂0f)

(2.26)

y la densidad hamiltoniana (o simplemente hamiltoniano),

H(x) = P(x)∂0f(x)� L(x) (2.27)

siendo,

H =
ˆ

d3x H(x). (2.28)

2.2 Teorema de Noether

Vamos a discutir la relación existente entre simetrı́as continuas y leyes de conservación en
teorı́a clásica de campos.

Una transformación infinitesimal global, i.e. con |ea| ⌧ 1 independiente de las coor-
denadas, de los campos fi de lo que depende la acción S(f) se escribe

fi(x) 7! f0
i(x0) ⌘ fi(x) + eaFi,a(f, ∂f) (2.29)

y para las coordenadas

xµ 7! x0µ = xµ + dxµ ⌘ xµ + ea Aµ
a (x), (2.30)

donde “a” puede ser un ı́ndice, dos, . . . o ninguno. Decimos que esta transformación es
una simetrı́a si deja invariantes las ecuaciones del movimiento, i.e. si la acción no varı́a:

S(f) 7! S(f0) = S(f). (2.31)

Entonces, a primer orden en dx,

0 = S(f0)� S(f) =
ˆ

d4x0 L0(x0)�
ˆ

d4x L(x) =
ˆ

d4x
⇥
L0(x0)� L(x) + ∂µdxµL(x)

⇤
,

(2.32)

donde se ha usado

d4x0 =
����
∂x0µ

∂xn

����d4x,
����
∂x0µ

∂xn

���� =

����������

1 +
∂dx0

∂x0
∂dx0

∂x1 . . .

∂dx1

∂x0 1 +
∂dx1

∂x1 . . .

. . . . . . . . .

����������

= 1 + ∂µdxµ +O(dx)2.

(2.33)

Ahora bien, como

L0(x0) = L0(x) + dxµ∂µL(x) +O(dx)2 (2.34)
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L0(x0) = L0(x) + dxµ∂µL(x) +O(dx)2 (2.34)



22 Tema 2: Teorı́a Clásica de Campos
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y dL(x) = L0(x)� L(x), la ecuación (2.32) queda

0 =
ˆ

d4x
�

dL(x) + ∂µ [dxµL(x)]
 

. (2.35)

Por otro lado,

dL(x) = Â
i


∂L
∂fi

dfi +
∂L

∂(∂µfi)
d(∂µfi)

�

= Â
i

⇢
∂L
∂fi

� ∂µ
∂L

∂(∂µfi)

�
dfi + ∂µ


∂L

∂(∂µfi)
dfi

��
(2.36)

y a partir de

f0
i(x0) = fi(x) + eaFi,a = fi(x0µ � ea Aµ

a ) + eaFi,a (2.37)

tenemos

f0
i(x) = fi(xµ � ea Aµ

a ) + eaFi,a = fi(x)� ea Aµ
a ∂µfi(x) + eaFi,a (2.38)

de modo que

dfi(x) = f0
i(x)� fi(x) = �ea[Aµ

a ∂µfi(x)� Fi,a] (2.39)

Por tanto, si f = fcl es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, (2.35) queda

0 =
ˆ

d4x ∂µ

"

Â
i

∂L
∂(∂µfi)

dfi + dxµL(x)

#
(2.40)

y sustituyendo dxµ de (2.30) y df de (2.39) tenemos

0 = ea
ˆ

d4x ∂µ jµ
a (fcl), (2.41)

donde

jµ
a (f) ⌘ Â

i

∂L
∂(∂µfi)

[An
a(x)∂nfi(x)� Fi,a(f, ∂f)]� Aµ

a (x)L(x) (2.42)

Supongamos por un momento que hacemos una transformación local, ea = ea(x),
sobre esta acción invariante solo bajo transformaciones globales. Entonces no quedará
invariante sino que

S(f0) = S(f) +
ˆ

d4x[ea(x)Ka(f)� (∂µea)jµ
a (f)] +O(∂∂e) +O(e2), (2.43)

donde el coeficiente Ka(f) es cero, porque en el caso particular de ea constantes la inva-
riancia global implica

´
d4x Ka(f) = 0, para cualquier f. Veamos por qué hemos llamado

precisamente �jµ
a (f) al otro coeficiente. Si los ea(x) van suficientemente rápido a cero en

el infinito, podemos deducir del teorema de Stokes que
ˆ

d4x ∂µ
�
ea jµ

a (f)
�
= 0 ) �

ˆ
d4x (∂µea)jµ

a (f) =
ˆ

d4x ea(x)∂µ jµ
a (f) (2.44)
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dL(x) + ∂µ [dxµL(x)]
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Por otro lado,

dL(x) = Â
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∂L
∂fi

dfi +
∂L

∂(∂µfi)
d(∂µfi)

�

= Â
i

⇢
∂L
∂fi

� ∂µ
∂L

∂(∂µfi)

�
dfi + ∂µ


∂L

∂(∂µfi)
dfi

��
(2.36)

y a partir de

f0
i(x0) = fi(x) + eaFi,a = fi(x0µ � ea Aµ

a ) + eaFi,a (2.37)

tenemos

f0
i(x) = fi(xµ � ea Aµ

a ) + eaFi,a = fi(x)� ea Aµ
a ∂µfi(x) + eaFi,a (2.38)

de modo que

dfi(x) = f0
i(x)� fi(x) = �ea[Aµ

a ∂µfi(x)� Fi,a] (2.39)

Por tanto, si f = fcl es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, (2.35) queda

0 =
ˆ

d4x ∂µ

"

Â
i

∂L
∂(∂µfi)

dfi + dxµL(x)

#
(2.40)

y sustituyendo dxµ de (2.30) y df de (2.39) tenemos

0 = ea
ˆ

d4x ∂µ jµ
a (fcl), (2.41)

donde

jµ
a (f) ⌘ Â

i

∂L
∂(∂µfi)

[An
a(x)∂nfi(x)� Fi,a(f, ∂f)]� Aµ

a (x)L(x) (2.42)

Supongamos por un momento que hacemos una transformación local, ea = ea(x),
sobre esta acción invariante solo bajo transformaciones globales. Entonces no quedará
invariante sino que

S(f0) = S(f) +
ˆ

d4x[ea(x)Ka(f)� (∂µea)jµ
a (f)] +O(∂∂e) +O(e2), (2.43)

donde el coeficiente Ka(f) es cero, porque en el caso particular de ea constantes la inva-
riancia global implica

´
d4x Ka(f) = 0, para cualquier f. Veamos por qué hemos llamado

precisamente �jµ
a (f) al otro coeficiente. Si los ea(x) van suficientemente rápido a cero en

el infinito, podemos deducir del teorema de Stokes que
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de donde

S(f0)� S(f) =
ˆ

d4x ea(x)∂µ jµ
a (f). (2.45)

Ahora bien, si tomamos en particular f = fcl, una solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que es un extremo de la acción, la ecuación anterior expresa una variación
lineal de la acción en torno a ese extremo y por tanto se anula. Es decir,

0 =
ˆ

d4x ea(x)∂µ jµ
a (fcl). (2.46)

Como esto ocurre para cualquier ea(x), tenemos que

∂µ jµ
a (fcl) = 0, (2.47)

es decir, jµ
a (fcl) son corrientes conservadas. Ası́ que (2.41) no solo implica que la integral

se anula, sino también el integrando.

Si definimos las cargas

Qa ⌘
ˆ

d3x j0a(t, x) (2.48)

vemos que la conservación de la corriente jµ
a (x) implica que la carga Qa se conserva, i.e.

es independiente del tiempo, pues

∂tQa =
ˆ

d3x ∂0 j0a(t, x) = �
ˆ

d3x ∂i ji
a(t, x) = 0, (2.49)

ya que los campos decrecen suficientemente rápido en el infinito (de nuevo el teorema
de Stokes).

Las simetrı́as pueden ser internas, si no cambian las coordenadas, i.e. Aµ
a (x) = 0, o

espaciotemporales. La conservación de la carga eléctrica, el isoespı́n, el número bariónico,
etc., son consecuencias de las primeras. Veamos ahora todos los ejemplos de las segun-
das: invariancias bajo traslaciones espaciotemporales, rotaciones y boosts.

Traslaciones espaciotemporales

Vienen dadas por las siguientes transformaciones de coordenadas y campos (cualquier
componente, si tienen alguna):

xµ 7! x0µ = xµ + eµ ) ea = en, Aµ
a (x) = d

µ
n (2.50)

fi(x) 7! f0
i(x0) = fi(x) ) Fi,a(f, ∂f) = 0. (2.51)

Por tanto, hay cuatro corrientes conservadas que conforman el tensor energı́a-momento,

q
µ
n = Â

i

∂L
∂(∂µfi)

∂nfi � d
µ
nL, ∂µq

µ
n = 0 (2.52)

y cuatro “cargas” que permanecen constantes, la energı́a y las tres componentes del mo-
mento,

Pn =
ˆ

d3x q0
n =
ˆ

d3x

"

Â
i

∂L
∂(∂0fi)

∂nfi � d0
nL

#
. (2.53)
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Es decir, la invariancia bajo traslaciones espaciotemporales implica la conservación del
cuadrimomento,

∂tPn = 0 , n = 0, 1, 2, 3 . (2.54)

Rotaciones y boosts

Consideremos por simplicidad un campo escalar. Las transformaciones de Lorentz son
de la forma

xµ 7! x0µ = xµ +
1
2

wrs(dµ
r dn

s � d
µ
s dn

r)xn ) ea = wrs = �wsr,

Aµ
a (x) =

1
2
(dµ

r dn
s � d

µ
s dn

r)xn (2.55)

f(x) 7! f0(x0) = f(x) ) Fa(f) = 0. (2.56)

Por tanto,

jµ
rs =

∂L
∂(∂µf)

1
2
(dn

r xs � dn
sxr)∂nf � 1

2
(dµ

r xs � d
µ
s xr)L

=
∂L

∂(∂µf)
1
2
(∂rfxs � ∂sfxr)�

1
2
(dµ

r xs � d
µ
s xr)L

=
1
2
�
q

µ
rxs � q

µ
sxr

�
, ∂µ jµ

rs = 0. (2.57)

Es decir, el siguiente tensor contiene seis corrientes conservadas:

Tµrs ⌘ �(qµrxs � qµsxr), ∂µTµnr = 0 (2.58)

y hay seis cargas o constantes del movimiento,

Mrs =
ˆ

d3x T0rs =
ˆ

d3x (xrq0s � xsq0r), ∂t Mrs = 0. (2.59)

de las cuales Mij (momento angular) se deben a la invariancia bajo rotaciones y M0i a la
invariancia bajo boosts. Conviene ahora hacer dos comentarios:

1. Nótese que la ecuación (2.58) implica que el tensor energı́a-momento debe ser
simétrico, pues ∂µqµn = 0 y

0 = ∂µ(xrqµs � xsqµr) = xr∂µqµs � xs∂µqµr + qµsd
r
µ � qµrds

µ = qrs � qsr. (2.60)

Como el qµn definido en (2.52) no es necesariamente simétrico, hay que añadirle
una derivada total de la forma ∂l f lµn, con f lµn = � f µln, para que

eqµn = qµn + ∂l f lµn, ∂µ
eqµn = ∂µqµn + ∂µ∂l f lµn = ∂µqµn = 0 (2.61)

y como
ˆ

d3x ∂l f l0n =
ˆ

d3x ∂i f i0n = 0 ) Pn =
ˆ

d3x eq0n =
ˆ

d3x q0n, (2.62)

las cargas conservadas son las mismas, siempre que los campos, de los que depende
f , se anulen suficientemente rápido en el infinito.
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2.Estamosacostumbradosalaconservacióndelmomentoangular(∂tMij=0)pero
noalaconservacióndecantidadesasociadasalosboosts(∂tM0i=0).Enefecto,en
mecánicacuántica,

Kk=M0k=Pkt�
ˆ

d3xxkq00=M0k(t)(imagendeHeisenberg)(2.63)

y,comovimosen(1.105),∂tM0k⌘dM0k/dt=i[H,Kk]+∂Kk/∂t=i2Pk+Pk=0.
Sinembargo,adiferenciadeenergı́a,momentoymomentoangular,estascanti-
dadesconservadasnosirvenparaetiquetarestados,yaquelosoperadoresque
representanalosgeneradoresdelosboostsnosiempresonhermı́ticosyademásno
conmutanconelhamiltoniano.

2.3Camposescalares

2.3.1EcuacióndeKlein-Gordon

Consideremosparaempezaruncampoescalarreal,f(x)=f⇤(x).Unaacciónquedescri-
baunadinámicanotrivialdelcampodebecontenerderivadas,∂µf.Losı́ndicesLorentz
debenestarcontraı́dos,pueslaacciónesunescalar.Laacciónmássencillaes

S=
1
2

ˆ
d4x(∂µf∂

µ
f�m2f2)=ˆ

d4xL(x).(2.64)

LaecuacióndeEuler-LagrangeparafesentonceslaecuacióndeKlein-Gordon,

∂L
∂f�∂µ

∂L
∂(∂µf)

=0)(2+m2)f(x)=0,2⌘∂µ∂
µ
.(2.65)

Sussolucionessonondasplanas,e±ipx,conpx⌘pµxµyp2⌘pµpµ=(p0)2�p2=m2.El
parámetromeslamasa,quepordefinicióntomaremosm>0.Lasoluciónmásgeneral
delaecuacióndeKlein-Gordonesportanto,

f(x)=
ˆd3p

(2p)3p
2Ep

⇣
ape�ipx+a⇤

peipx
⌘��
��
�p0=Ep⌘+pm2+p2

(2.66)

Lanormalizacióndeloscampossehaelegidoporconveniencia.Vemosqueentrelas
solucioneshaymodosdeenergı́apositiva(e�ipx)ymodosdeenergı́anegativa(e+ipx),cuya
interpretaciónsurgirásoloalcuantizarelcampo.Elsignodelaacciónsehaelegidode
modoqueobtengamosunhamiltonianodefinidopositivo:

Pf=
∂L

∂(∂0f)
=∂0f)H=Pf∂0f�L=

1
2
⇥
(∂0f)2+(rf)2+m2f2⇤

>0.(2.67)

Eltensorenergı́a-momentoesdirectamentesimétrico,

q
µn

=∂
µ
f∂

n
f�g

µn
L(2.68)

y,enefecto,H=q00.Encuantoalascargasconservadasasociadasalasrotaciones,

Mij=ˆ
d3x(xiq0j�xjq0i)=i

2

ˆ
d3x[fLij∂

0f�∂0fLijf],(2.69)


