2. Campos escalares

Ecuacion de Klein-Gordon

Consideremos para empezar un campo escalar real, ¢(x) = ¢*(x). Una accién que descri-
ba una dindmica no trivial del campo debe contener derivadas, d,¢. Los indices Lorentz
deben estar contraidos, pues la accién es un escalar. La accién mas sencilla es

S = %/d‘Lx (0" p — m*p*) = /d4x L(x). (2.64)
La ecuacion de Euler-Lagrange para ¢ es entonces la ecuacion de Klein-Gordon,
oL oL 2
39 dy 3(9,9) 0 = (O+m)p(x)=0, d;0 (2.65)

Sus soluciones son ondas planas, e*'P¥, con px = p,x* y p* = pup" = (p°)* — p*> = m*. El
parametro m es la masa, que por definicién tomaremos m > 0. La solucién mds general
de la ecuacion de Klein-Gordon es por tanto,

d3p

$(x) = /(27r)3\/E

(ape_i”x + a;‘,eipx) (2.66)

pO:EpE+ /m2+p2



La normalizacion de los campos se ha elegido por conveniencia. Vemos que entre las
soluciones hay modos de energia positiva (e 'P*) y modos de energia negativa (e™#¥), cuya
interpretacion surgird solo al cuantizar el campo. El signo de la accion se ha elegido de
modo que obtengamos un hamiltoniano definido positivo:

_ oL _ _ . _1 2 2 2 .2
= 5G00) =00 = H=IIydop— L ==1[(00p) + (V) +m°¢p>| >0. (2.67)

2
El tensor energia-momento es directamente simétrico,

L1

0" = 9 pd'p — ML (2.68)

y, en efecto, H = 6%, En cuanto a las cargas conservadas asociadas a las rotaciones,

M = / d3x (x'0% — x/6%) (2.69)



Si definimos el producto escalar de dos campos reales como

(P1]¢2) = %/d3x <P18Hc>4>2, fgg = fdg —9fg, (2.72)
tenemos que
M7 = (¢| L7 |¢), (2.73)

que es lo que uno esperaria, pues L” es la representacioén del operador |7 sobre el espacio
vectorial de los campos.



Veamos que (¢1|¢2) es independiente del tiempo si ¢1 v ¢
son soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon, lo que estd de acuerdo con que M es una
cantidad conservada. En efecto,

do (P1]¢2) = % / d*x 9o[¢190¢2 — dop1¢p2]
-~ % / d’x {9oP1d0¢2 + $105¢2 — 12 — o100z }
=5 [ Ex A0V~ Vigigr = ngugn + mg1gn)
— % / dx {=V¢1- Vg + V1 -V} =0, (2.74)

donde se ha usado



(O+m*)g1p=0 = fP1p = V1o — m*P1p
/d3x \VE ((PLQV(Pz,l) =0 = /d3x ¢1,2V2¢2,1 = —/d3x V12- V. (2.75)

Anélogamente, podemos escribir
Pt = / d’x 0% = (¢p|id" |¢). (2.76)
En efecto, usando de nuevo la ecuacién de Klein-Gordon e integrando por partes,
: : 1
— (911" I9) = (9lid0|9) = —5 [ &x (92 — @09
1
— 5 [ Ex 9720 - 1g?  @2ug)?
— /d3 (V$)? +m?¢* + (99)?] /d3 0%, (2.77)
— (9130 19) = —5 [ Ex (9920 ~ 20yl
— / d3x 9'¢pgp = / d3x 90 = / d3x 0%, (2.78)



Y también,
MO = (6] 19 |g) = / B (x96% — xi6%0). (2.79)
En efecto,
U= (| LY ) = —% / dx [p(x"0" xia(’)aoqb — 0o (x"0" — x'0) ]
- / d’x { 000’ + = [4>a - <ao¢>2]}
_ / $x {xoao(pBiqb - ’%[(aocp)z — oV + m2¢2]} . (2.80)

Noétese que, como habiamos anticipado, L*" y id# son operadores hermiticos, por lo
que tenemos una representacion unitaria de dimension infinita del grupo de Poincaré.
Asi que M* y P# son cantidades reales.

Finalmente, podemos generalizar la accién de Klein-Gordon para incluir interaccio-
nes del campo escalar introduciendo un potencial V(¢),

S = /d4 { 0ot p — m*¢p*] — (4;)}. (2.81)



Términos proporcionales a ¢°, ¢*, ... en el potencial dan lugar a contribuciones no
lineales en las ecuaciones de movimiento, que corresponden a auto-interacciones del
campo:’

(O+m?)p=——. (2.82)

Campos complejos. Conservacién de la carga

Supongamos ahora un campo escalar complejo,

o= %(cpl + i) (2.89)

donde ¢; y ¢, son dos campos reales con la misma masa m. Entonces
S= /d4x (0ugp™ot'p — m*¢p* )
/d4 010y — m*gp) + /d4 0upod" by — m*p3)
— / dx £(x). (2.84)

Esté claro que la ecuacién de Klein-Gordon para ¢ es la misma que (2.65), pues tanto la
parte real como la imaginaria la satisfacen. La solucién mds general es

d3p . .
P(x) = / = (ape T+ e’
(270 /2y ( ) PW=Eym TP

b Afiadir un término lineal ¢3¢ al potencial es equivalente a reparametrizar ¢ — ¢ — c>/m?, que conduce
a la misma dindmica.

(2.85)




La accién de este campo complejo es invariante bajo las transformaciones globales de
simetria del grupo U(1),

p(x) = ¢'(x) =e p(x), ¢*(x) — ¢*(x) = ¢ (x) (2.86)

lo que significa que existe una corriente conservada asociada (tomar ¢; = (¢, ¢$*)):

XMt =2t = Al(x) =0 (2.87)
p(x) = 9'(x) = 9(x) — 0 (x) R -
P o @) = () +iop () € T Epa= g (289
e O R OB R (g — porgT) = gk, (2.89)
Adup) " 9I(9up*) T
La carga conservada es
Q= [ &0 =i [ @xgog = (0le), 2Q=0, (2.90)

consistente con que el generador de las simetrias e Y es el operador identidad y defi-

niendo el producto escalar de dos campos complejos ¢4 y ¢p como

(Palpp) =1 / d’x ¢2§)¢B- (2.91)



Campos espinoriales

Ecuacion de Weyl

Consideremos espinores de Weyl yr y ¢1. Entonces

protyr,  Yiotyr (2.92)

con 0" = (1,0), 0" = (1, —0), son cuadrivectores Lorentz. Para demostrar esto recorde-
mos que

PR > exp {(—16 +7) - %} Pr. (2.93)

Consideremos, por ejemplo, un boost infinitesimal de rapidity 17 en la direccién x,

1 1
Yo" PR = YoM Pr + Pk S0 Pr + ko T
YRYR 7 PRYR + 1RO PR (2.94)

Ppho'pr > Pphotpr +ndtphyr,

pues ¢'o/ + olo’ = 26. Vemos que photipr se transforma bajo ese boost igual que un
cuadrivector v#,

O = O O
—_ O O O

0
1
, |- (2.95)
3

SO oI -
SO O Rk, 3



Consideremos ahora una rotacién infinitesimal 6 alrededor del eje z,

t T 1 O ot w0
YrO"YR = Yro"YR + 10PR 0T PR — 10PRoT SR
YRR YRYr

ll)‘l' UllPR — ll)'l' UlEDR . 01/]1' O-ZIIJR
¥ photr o PhotPr + 69ho P (2:56)
YPYR = PRy,

pues oo — oot = 2ie'k ok, Vemos que rotr se transforma bajo esa rotacién igual que
un cuadrivector v#,

I
o O
_, o oo

oY
1
0
. 2.97
s 297)
03

S O O -
S = O

Y andlogamente para ]/ yy.

Concentrémonos en ;. Podemos construir la accién mds sencilla para estos campos,©

S=i / d*x yloto,yp = / dx L(x). (2.98)

El factor i se introduce para que el lagrangiano sea hermitico. Hallemos sus ecuaciones
de Euler-Lagrange, considerando ¢, y ; como campos independientes:

7l i0"ouyrL =0

Y1) : —idplot =0 7o, =0 = (d— ') = 0. (2.99)



Esta ecuacion de Weyl para 1 es equivalente a una ecuacién de Klein-Gordon sin masa
para sus dos componentes,

dopr =0’ = Y=V = Opp =0 (2.100)

y ademds aporta informacién sobre la helicidad de los distintos modos del campo.
Si tomamos un modo de energia positiva (negativa) de

pr(x) = ure ™ (upe'”) (2.101)

con uy un espinor constante y p* = (E, p) donde E = |p| (masa cero), recordando que

(o8 . 1
J=5 = @ Du=zp-ocu=huy (2.102)
vemos que
Eyayl/)L = (aO - Uiai)uLe:Fipx = :Fi(E + 0 - p)uLe:Fipx =0 = o0 pu,=—ug,
(2.103)

¢ Acabamos de probar que i ¥y — A pthEP ¥ = PiA" o0, pues Ay T actdan en distintos espacios.
Por otro lado, 9y, A}f dos. Entonces, el siguiente término es un escalar Lorentz

YiotoupL — pIoP A A 70, = 9lor gl e = Yiot oy



lo que significa que los modos de ;. son todos de helicidad negativa h = —%. Por otro
lado, el tensor energia-momento es

_dL
9 (apﬂPL)
donde se ha usado que para los campos que satisfacen la ecuacién de Euler-Lagrange

(2.99) el lagrangiano £ = 0. El hamiltoniano es # = 6% = iy7 3%, . Ademas la accién es
invariante bajo transformaciones globales de simetria del grupo U(1),

or 'y — g" L = il or9 yr, (2.104)

P e Oy, (2.105)

asi que existe una corriente conservada

oL
L i, = wictw, 9,i" =0 2.106
) a(awa) IPL ll)L 1PL Pl] ( )
Yy una carga conservada
Q= / d3x ' = / d3x viyr, 9;:Q=0. (2.107)

Analogamente puede verse que la ecuacion de Weyl para yr es
cdupr =0 = (3 +0'9;)yYr =0, (2.108)
que es equivalente a una ecuacién de Klein-Gordon sin masa para sus dos componentes,

aol/)R = —U'iail[)R = 8%1/JR = V2¢R = OyYr =0. (2.109)



Los modos de g tienen helicidad positiva h = 1. El tensor energia-momento, la corriente
2
y la carga conservada correspondientes son, respectivamente,

o = igho @'y, = yko'yr, Q=[x yhu 2.110)

Ecuacion de Dirac
Notese que, bajo una transformaciéon de Lorentz,
YL ALY, Yr — ArYr, Y AIAR = ARAL =1 (2.111)

Por tanto, P Yr y PLyr son escalares Lorentz.

Bajo paridad (¢1, <+ ¢r) las siguientes combinaciones hermiticas se transforman:

($Lr +YRyr) =  (YI¢r +Pkipr) (escalar)
i(PLYR — Prepr) — —i(PLPr — Yry1) (pseudoescalar) (2.112)

Asi que el lagrangiano de Dirac,

Lp = ip[o" e + iYro™dupr — m(YLPpr + Yryr) (2.113)



es invariante bajo paridad. El lagrangiano de Weyl no lo es. Hallemos las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

[yil: iﬁ?‘aﬁw —myg =0

[Yr] : —idup o —mipp =0 ic" 0, = myg

[¥x] : ioffia,isz - mlplz —0 iaﬂa: Vr = mipy, (2.114)
[yr]: —i0upkot —myt =0

que es la ecuacion de Dirac en términos de espinores de Weyl. Né6tese que ¢; y ¢r ya no son
autoestados de helicidad y que las dos componentes de ¢y, y también las de i satisfacen
una ecuacién de Klein-Gordon de masa m, pues

iﬁﬂaytpL = mt/JR = (iO’vay)iE}laPﬂ.[JL = miO'VaVIPR
1
= —E(U"EV +0V0") 0,0, Y1 = m Py
= (O+m*)yY. =0, (2.115)
donde se ha usado (2.108) y la identidad c#¢" + ¢Vo# = 2¢*. Lo mismo ocurre para yg,

(O +m*)yr = 0. (2.116)
Es conveniente introducir el campo de Dirac, de 4 componentes,

P(x) = Cﬁ%i;) (representacion quiral) (2.117)
R

y definir las matrices gamma de Dirac,

o_ (01 i_ (0 o = po (O (representacion quiral)
=\ 0)r T ¢ o0 =\ 0 P qrira),

(2.118)



que satisfacen el dlgebra de Clifford,
"+ =28 (2119)
La ecuacién de Dirac queda entonces
(ig—m)p =0, A=+"A,. (2.120)
También podemos escribir el lagrangiano de Dirac de forma compacta introduciendo
P =™y (espinor adjunto). (2.121)
En la representacion quiral, P = (&, ¢i) y
Lp = P(ig — m)y. (2.122)

También se define la matriz 5 = i7%19?7> que es

Y5 = <_01 (1)> (representacion quiral) (2.123)



Por tanto, los operadores

1 1
PL=50-17), Pr=5(1+17s) (2.124)

proyectan sobre los espinores de Weyl i1 y g, respectivamente,

Py = (‘%L>, Pryp = (;R). (2.125)

Pueden elegirse otras representaciones,
Y'(x) = Uy(x), " =UrU', §'(x) =¢"(x)7", (2.126)
donde U es una matriz unitaria constante. De este modo,
Lp = TUY (iy"y — m)Uy = (i3 —m)y, (2.127)

tiene la misma forma que el lagrangiano original. Ademas el 4lgebra de Clifford perma-
nece invariante, {y'#9"V + 9/V9/#} = 2¢". Una representacion que se usa con frecuencia
es la representacion estdndar o representacion de Dirac, que se obtiene a partir de la quiral

mediante
1 1 1
u= ﬁ <_1 1) ) (2.128)



El campo y las matrices de Dirac quedan

_ 1 (yr+ lPL)
V2 (wR —)’ (2.129)
70 = <(1) _01> ’ ’yi _ (_OUi ((7)1) s = %192 = <(1) (1)> _ (2.130)

La representacion de Dirac resulta comoda en el limite no relativista, mientras que la
quiral es mds conveniente en el limite ultrarrelativista.

La solucién general de la ecuaciéon de Dirac es una superposicion de ondas planas,

p(x)
p(x)

Aplicando (2.120) a estas soluciones tenemos

(¥ —m)u(p) =0, ($+m)v(p) =0. (2.133)

Hallemos ahora la forma explicita de estas soluciones en la representaciéon quiral:

= (26) - (20

u(p)e "P* (modos de energia positiva E > 0), (2.131)
v(p)e'™ (modos de energia negativa —E < 0), E = +/m2+p2  (2.132)

Tomemos primero el caso m # 0. Entonces, en el sistema de referencia en reposo,

pt = (m,0,0,0)



(f—mu(0)=0 = (*-1Du(0)=0 = ur(0)=ugr(0), (2.135)
(F+m)v0)=0 = (YP+1)v0)=0 = ov.(0)=—0vg(0). (2.136)

Entonces, centrdndonos en el espinor de energia positiva u(p), podemos elegir

u(LS)(O) — ug)(o) =vm®, se{1,2}, el =5,

1) _ (1 2 _ (0
¢t —(0), 62—(1>. (2.137)

Las soluciones para p arbitrario se hallan haciendo un boost en la direccién p = p/|p|,

—% p-o,,(5)
u® (p) = <e U (0)>. (2.138)

e 177 u) (0)

Desarrollando las exponenciales,

. 1 ad 1
tnpo _ 2k 4 5. 2k+1
¢ ,;J(zk)!’7 P U,g(zkﬂ)!”
= coshy £ p-osinhy = %(Eip-o), (2.139)
donde se ha sustituido
. _E P
coshny =y = -’ sinhy = B = o (2.140)
e insertando
(po) =puot =E—-p-0o, (po)=p.c'=E+p-o, (2.141)
obtenemos
1 (/(po) up(0) ( (po) a@)
u = = s ) )
() Vm ( (po) uS)(O) (po) ¢



Otra forma de escribir estas soluciones es

JEFTpl (“#) +VE=Tp| (H_”) &)

no (p)=| - . , (2.143)

N~

VT (H#) +VE=Ip (1_#) ¢
donde se ha usado,
et377 —cosh L + p.gsinh | = e} <M) ted <M> (2.144)
2 2 2 2
e*? = \/coshy £ sinhy = /7 £ 1B = E:;‘pl. (2.145)

Si hacemos el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0,E),

(338 ()

JE ((1=0)5? ¢

(2) = —

u'(p) — > <(1 + %) 2E 0 (2.146)
vemos que u!) solo tiene componente right-handed y u'? solo tiene componente left-

handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida (quiralidad), como
corresponde a campos de masa nula.



Si repetimos el procedimiento para el espinor de energia negativa v(p) obtenemos

o6)(p) = 1 ( V(po) 0 (0) ) _ ( V(po) 1 ) PO Zs (2147)

Vm \ —/(pe) v (0) —/(p7) 1
o bien
E+ +VE
o VETT (L) vES Tl (ST | "

VR (124) s ()

Resulta conveniente elegir (véase discusion al final de §3.2.1)

Entonces, en el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0,E),

B () (1)

P S () (3) e

lo que significa que v(!) solo tiene componente left-handed y v'?) solo tiene componente
right-handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida y masa nula.

Introduciendo ahora los correspondientes espinores adjuntos,”

a=u"" 7=10"", (2.151)
que satisfacen las ecuaciones de Dirac,

u(p) (¥ —m) =0, o(p)(y +m) =0, (2.152)



pueden demostrarse las siguientes relaciones de ortonormalidad,

i (p)u) (p) = 2msys, ) (p)o" (p) = —2més (2.153)
u (p)u (p) = 2E,6,5, v (p)0") (p) = 2E,0s, (2.154)
1" (p)ol (p) =0 (p)u' (p) = 0 (2.155)
y las relaciones de completitud,
Y, u(pa(p) =p+m, Y o (p)o(p) =y —m. (2.156)
s=1,2 s=1,2
d Usese la identidad y#* = 40740,
Es importante notar que las 16 matrices,
i
L s, v, v"s, o = SV, (2.157)

2

son linealmente independientes y forman una base para las matrices 4 x 4. Asi que se
pueden definir los siguientes bilineales fermionicos con propiedades de transformacién
bien definidas (covariantes) bajo transformaciones de Lorentz,

P, Vs, Y'Y, Py sy, poty. (2.158)

Puede comprobarse también que las transformaciones de Lorentz del campo de Dirac ¢
pueden escribirse, en cualquier representacion de las matrices gamma, de la forma

i

1
P — exp { 4wwaw} P, ie JM = EUW. (2.159)



Una simetria global interesante que posee el lagrangiano de Dirac sin masa es la

simetria quiral,
wr e iy, wr e 9Ryp (0L y Or independientes),
que, en términos del espinor de Dirac, puede escribirse
e %y, P e Py (ay Bindependientes).

En efecto, haciendo transformaciones infinitesimales,

_ (YL —la g, (1_i“)4)L ) Ep—
‘D_(t/m)% ¢_(<1—ia>¢R> v R=h=a

P = <¢L> — e BTy = <(1 +iﬁ)%> = 0Ogr=—-0. =8

Yr (1—iB)yr

Como

prre Y = P el

lp — e_iIB')’51’b = ¢ — lp+e116')/5r)/0 — 1’b+/)/0e_1ﬁ')/5 — Ee_iﬁq@’

pues 73 =5, {7", 15} =0,

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)
(2.166)

la invariancia del lagrangiano bajo ambas transformaciones independientes es clara:

Ype Y = L=ipdp— ipede Y = igdy = L

p e Py = L=ipdp s ie P19 e Py = ipgy = L.

Hay por tanto dos corrientes conservadas,

]}(, = yMyp  (corriente vectorial), ]ffl = YY" ysp  (corriente axial).

(2.167)
(2.168)

(2.169)



Si m # 0 solo la corriente vectorial se conserva. Basta usar la ecuacién de Dirac para
comprobarlo:

: _ iv*o,p = my
be—mip=0 = —ia;@yv“ = mip, pues M0 = ¥ 170
N ujy = 0u (YY) = 9 y* ¢ + Ppy# 0, = impy — imypp = 0
= 9, (YY" ysy) = 0Pyt ysy + Pyt ysoup = impys + impysP = 2impysy.
2.171)



