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1. Grupo de Poincaré

La teoria cuantica de campos que estudiaremos es una teoria invariante ante el grupo de simetrias
relativistas, que se conoce como grupo de Poincaré, y contiene al llamado grupo de Lorentz.
Gracias al aporte de Minkowski, este grupo puede pensarse como el grupo de transformaciones
que deja invariante a la métrica pseudoeculidea que lleva su nombre. En esta primera parte
veremos aspectos de este grupo y su algebra, comenzando con su andlogo euclideo. Veremos

ademas como aparecen los espinores como representacion del grupo de Lorentz.

1.1. Generalidades sobre grupos y algebras
1.1.1. Grupos

Antes de comenzar con el estudio de los grupos mencionados, vamos a decir primero lo que es

un grupo.

(13l

Definicién: Un grupo es un conjunto G con una operacioén de multiplicaciéon cerrada

en el grupo, es decir tal que g; - g2 € G si g1, g2 € G, y tal que

(a) Cumple asociatividad: gy - (g2 - gs) = (g1 - g2) - g5, para todo g1, g2, gs € G;
(b) Existe elemento neutro: Existe 1 € G tal que 1-g =g -1 = g, para todog € G;

(c) Existe elemento inverso: Dado g € G, existe ¢ € G talque g-¢' =¢ - g =1.

Un ejemplo de grupo es el conjunto de los niimeros reales tomando el producto del grupo como
la operacién suma entre niimeros reales. La suma entre reales da un nimero real, es asociativa,
tiene elemento neutro (el 0), y tiene elemento inverso (el elemento opuesto).En general, todo

espacio vectorial define un grupo con respecto a su suma.

Noten que el conjunto de los niimeros reales tomando la multiplicacién como el producto entre
reales no es un grupo: si bien el producto es asociativo y tiene elemento neutro (el 1), no todo
elemento de R tiene inverso (el cero no lo tiene, ya que no existe ¢’ € R tal que ¢.0 =1 =1).
Sin embargo, como pueden facilmente verificar, R — {0} si es un grupo con respecto al producto

usual.

Los grupos que mencionamos en los parrafos anteriores tienen orden (cantidad de elementos)
infinito. Un ejemplo de grupo de orden finito es el dado por el conjunto de las potencias enteras
de la unidad imaginaria ¢, tomando la multiplicaciéon del grupo como el producto usual entre
nimeros complejos. Este grupo es una realizacion del llamado grupo ciclico de 4 elementos. El

conjunto de elementos del grupo es {1, i, —1, —i}, por lo que el grupo tiene orden 4.
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Todos los grupos que mencionamos hasta este punto son grupos abelianos. Esto significa que
la multiplicacién entre dos elementos del grupo da el mismo resultado independientemente del
orden en el cual se multiplique. Cuando el orden de la multiplicacién en un grupo altera el
resultado decimos que el grupo es no abeliano. El grupo de simetrias del modelo estdandar (que
estd construido a partir de un producto directo de grupos unitarios que veremos mas adelante)
es un ejemplo de grupo no abeliano relevante en fisica. Los ejemplos mas comunes de grupos no

abelianos estdan dados por grupos de matrices. Uno de ellos se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: (Préctica 1, Ejercicio 1) Considere las transformaciones lineales en RY que dejan

invariante la forma cuadrdtica xx, siendo v € RP.

(a) Muestre que la matriz M que implementa la transformacion lineal debe cumplir MTM =1,
y como consecuencia de esto |det(M)| = 1. El grupo de matrices que cumple MTM =T se

conoce como grupo ortogonal y se lo denota como O(D).

Sea ' = Mz (el elemento z transformado por M). Imponiendo que la forma cuadrética sea

invariante, es decir que 272 = 2'Ta’, resulta 272 = 272’ = 2T M7 Mx. Por lo tanto,
M*M =1. (1)

lo que implica que MT = M~!. Tomando el determinante a ambos lados de esta tltima
ecuacion, y teniendo en cuenta que el determinante no cambia al trasponer la matriz, resulta
| det(M)| = 1.

Es sencillo ver que el conjunto de matrices invertibles que cumplen M7 M = I es un grupo
tomando la multiplicacién del grupo como el producto usual entre matrices. Verifiquemos

esto:

= La multiplicacion es cerrada: dados dos elementos M; y My que cumplen la condicion

dada por la ecuacién (1), M; M, también la cumple. En efecto,

(M M) (M My) = MIMIM My = MITMy = MY M, =1. (2)
» La multiplicacién es asociativa (ya que el producto de matrices es asociativo);

= Existe el elemento neutro dentro del conjunto. Para la multiplicacién entre matrices, el

elemento neutro es la matriz identidad I, que pertenece al conjunto ya que I71 = I;

= Existe el elemento inverso dentro del conjunto. Como partimos de considerar matrices
invertibles sélo tenemos que ver que si M cumple (1), entonces M ~! también lo cumple.

En efecto,
(MY M =MD = (M) M = MM =1 (3)

donde en la peniltima igualdad utilizamos que M cumple (1) y por lo tanto M* = ML,

3
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(b) Al subgrupo de matrices de O(D) con determinante +1 se lo denomina SO(D) (“S” por
“special”). Argumente que para el subgrupo de matrices de O(D) conectadas continuamente
con la identidad el determinante debe ser +1. (Ocurre que la condicion determinante +1
garantiza que la matriz se halla en el subgrupo conectado con la identidad, de modo que

SO(D) tiene una sola componente conezxa que incluye a la identidad).

Un subgrupo de un grupo dado es un subconjunto del conjunto original que es en si
mismo un grupo (con la multiplicaciéon heredada del grupo original). Pueden probar que
efectivamente las matrices del grupo ortogonal que tienen determinante +1 forman un grupo.
Que una matriz M, dada esté “conectada continuamente con la identidad” significa que
existe al menos una funcién continua M (s;) (que dados ciertos nimeros reales s; me da
una matriz M (s;)), v tal que las matrices M, y la matriz identidad estén en la imagen de
dicha funcién M(s). Pueden imaginar que, en el espacio de las matrices, dicha funcién nos
permiter construir una curva continua que conecta a la matriz M, con la identidad. Como
la funcién M (s) es continua, y la funcién determinante también lo es (ya que consiste en
multiplicar y sumar entradas de la matriz), det [M(s)] también es continua. Dado que las
matrices de O(D) tienen determinante 1, y como det [I] = 1, para que det [M(s)] sea
continua debe ser det [M(s)] = 1. Las matrices de O(D) que tienen ese determinante son
justamente las matrices de SO(D) que constituyen el grupo ortogonal especial o grupo de

rotaciones en D dimensiones.

1.1.2. Representaciones de grupos

En esta seccién vamos a presentar el concepto de representacion de un grupo. Si bien este concepto
va a ser relevante para nosotros recién en la préxima clase, es natural introducirlo mientras
estamos hablando de grupos. En la definicién que vamos a dar aparece el conjunto gl(V'), que es

simplemente el conjunto de transformaciones lineales (biyectivas) que van de V' en V', es decir

gl(V)={T:V — V con T biyectiva} .

Definicién: Una representacién de un grupo G sobre un espacio vectorial V' es una

aplicacién 7 : G — gl(V') que cumple

T (g1 g2) = 7(91) 7 (g2) ,

para todo g1, g» en G y tal que w(1) = Iy (identidad sobre V') .

J

Tomemos un poco de tiempo para analizar esta definicion. Si g es un elemento del grupo, y 7 es

una representacion, entonces 7(g) es un elemento de gl(V'). Es decir que 7(g) actiia sobre V' y

4



Teoria de Campos
, . . . . . Primer Cuatrimestre
Guia 1: Grupo de Poincaré. Ecuaciones de onda relativistas. 21 de abril de 2020

me devuelve un elemento de V. Para no ser tan abstractos, si V es por ejemplo C?, w(g) es una
matriz de 2 x 2 cuyos coeficientes dependeran en general del elemento g del grupo. Pero para
constituir una representacion del grupo, estas matrices tienen que respetar la multiplicacién del
grupo: la matriz asociada a la multiplicacién de dos elementos del grupo es el producto de las

matrices asociadas a cada uno de ellos.

Observaciones:

(a) Dado V siempre existe una representacién de G sobre V: si se toma m(g) = Iy (la identidad
sobre V') para todo g € G es trivial ver que 7 es una representaciéon de G. Cuando V' = C

(o V' =R) dicha representacién se conoce como representacién trivial.

(b) Si V tiene producto interno, se dice que una dada representaciéon m de G en V es unitaria
si m(g)'r(g) = Iy para todo g en G.

(c) Se dice que una representacién es fiel si 7(g) es distinto para cada elemento g del grupo.

(d) V no tiene por qué ser necesariamente un espacio de dimensién finita. De hecho, como

comentaremos més adelante, no existen representaciones unitarias de dimensién finita (no

triviales) del grupo de Poincaré.

Ejercicio: Considerar el grupo ciclico de cuatro elementos en la realizacion vista anteriormente

en la cual el conjunto de elementos es G = {1, i, —1, —i}. Verificar que 7 : G — R? definido por

w<1>:[; f],m’):[f N ,w<—1>:[‘01 _01],7r<—z'>=[_01 (1)] (4)

es una representacion sobre R? del grupo ciclico de cuatro elementos. Notar que esta represen-

tacion no es trivial, es unitaria y es fiel. Intentar encontrar una representacion del grupo pero

ahora sobre R3.

Noten que podemos interpretar a cada una de las matrices anteriores como matrices de rotacion
de los vectores de R? alrededor del eje z en angulos de 0, 37/2, 7 y m/2, respectivamente. Quizas
esto hace que sospechen algo que es efectivamente correcto: el grupo ciclico de cuatro elementos
es un subgrupo del grupo de rotaciones en 2 dimensiones SO(2) (cuyo orden es infinito). Esto
puede servirles como ayuda para pensar cémo encontrar representaciones sobre R3, como se pide

en el ejercicio.

El grupo de rotaciones en tres dimensiones SO(3), que serd de relevancia por ser un subgrupo del

grupo de Poincaré que estudiaremos mas adelante, esta estrechamente relacionado con otro grupo
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matricial importante en fisica denominado SU(2) (grupo de matrices unitarias de dimensién 2
que tienen determinante +1). Aunque SO(3) surge naturalmente al considerar las rotaciones
espaciales, SU(2) es m4s sencillo! y mds facilmente visualizable: SU(2) es la esfera S* (para ver
esto pueden mirar por ejemplo el articulo de Wikipedia que habla sobre la 3-esfera). Cuando
decimos que el grupo es “visualizable” estamos haciendo referencia al hecho de que tanto SO(3)

como SU(2), ademéds de tener estructura de grupo, tienen estructura de variedad diferenciable.

Los grupos que tienen una estructura de variedad diferenciable compatible con la estructura de
grupo se denominan grupos de Lie. Cada elemento de un grupo de Lie se puede reescribir
como la exponencial de lo que se conoce como generador, y el conjunto de generadores forman
un dlgebra de Lie. A continuacion veremos la definicién de dlgebra de Lie y estudiaremos cual es

el algebra de Lie del grupo de rotaciones.

1.1.3. Algebra de Lie asociada a un grupo

s )

Definicién: Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V' sobre C (o R) con una operacion

corchete (o conmutador) “[,]” que cumple las siguientes propiedades

(a) Es bilineal
[az + By, 2] = o[z, 2] + By, 2],
[z, 0y + Bz] = afz,y] + Bz, 2],
para todo z,y, z € Vya, Be€C (R);

(b) Es antisimétrica: [x,y] = —[y, |, para todo z, y € V.

(c¢) Cumple la identidad de Jacobi: [[z,y], z]+][[z, z], y]|+[[y, ], ] = 0, para todo x, y, z €
V.

J

Vean que lo que esencialmente diferencia la estructura de grupo de la de un algebra es que esta
ultima tiene, ademéas de la multiplicacién (corchete), una suma (por ser un espacio vectorial).
Ademas, el producto de las dlgebras de Lie no es asociativo, a diferencia de lo que sucede con los

grupos. Esta falta de asociatividad se expresa a través de la identidad de Jacobi.

Un ejemplo que todos conocen de dlgebra de Lie estd dado por el espacio vectorial R?, donde se
define el corchete como el producto vectorial entre dos vectores (pueden verificar que cumple las

propiedades mencionadas arriba).

'Esto no quiere decir que SU(2) no surja naturalmente en fisica. De hecho, la libertad de la eleccién en la fase de
la funcién de onda en mecénica cudntica hace que sean de interés las llamadas representaciones bivaluadas de SO(3),
es decir, tanto las verdaderas representaciones unitarias de SO(3) asi como también aquellas que estén determinadas
salvo un factor de fase (y que se denominan representaciones proyectivas). Las representaciones bivaluadas de SO(3)

son justamente las representaciones de SU(2).
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Vamos a utilizar una propiedad, que no vamos a demostrar, que dice que dado un elemento del
dlgebra x, el conjunto {€"} con ¢t € R es un subgrupo monoparamétrico (porque depende sélo del
parametro t) del grupo de Lie asociado al algebra. Para que esto no suene tan abstracto piensen
en el grupo de rotaciones en 3 dimensiones: los elementos del algebra van a estar asociados
a los operadores de momento angular en una direccion determinada y el pardmetro ¢ estaria
asociado al angulo de la rotacién alrededor de esa direccion; estas rotaciones alrededor de un
eje son claramente un subgrupo del grupo total de rotaciones y estan caracterizadas por un soélo

parametro.

A continuacién, vamos a estudiar con mas detalle el dlgebra del grupo de rotaciones. Para carac-

terizar dicho dlgebra vamos a utilizar como guia el siguiente ejercicio de la practica.

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 2) Una matriz cualquiera M del grupo SO(D) puede escribirse
como la exponencial de otra: M = e?. El conjunto de matrices que aparecen en la exponencial

forman un dlgebra, tomando el corchete como el conmutador entre matrices.

(a) Muestre que esta matriz A debe ser antisimétrica.

En este inciso queremos comenzar a caracterizar el algebra asociada al grupo de Lie SO(D),
que se denota so(D) (en general se utilizan maytsculas para denotar a los grupos y minuscu-
las para sus respectivas algebras). Teniendo en cuenta la discusién previa a este ejercicio,
sabemos que el conjunto de matrices dadas por e con t € R es un subgrupo de SO(D),
por lo que tiene que valer

(etA)T (etA) ~1, (5)
para todo t € R. Noten que la traspuesta de la exponencial es la exponencial de la traspuesta

(esto se puede ver recordando la definicién de la exponencial de una matriz), asi que

<etAT> (e") =1. (6)

Derivando respecto de ¢ y tomando ¢ = 0 llegamos a
AT+ A=0, (7)

lo que nos dice que A es antisimétrica.

(b) Definimos la dimension de un grupo de Lie como la dimension del espacio vectorial de
su dlgebra asociada. A partir del inciso anterior, muestre que la dimension de SO(D) es
D(D —-1)/2.

Sabemos que la matriz A es antisimétrica, por lo que sus elementos diagonales son nulos, y los
de la supra-diagonal quedan determinados a partir de los de la sub-diagonal. La dimension
del espacio vectorial de las matrices antisimétricas es entonces la cantidad de elementos que

hay en la sub-diagonal, que son D(D — 1)/2.

7
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(¢) Los generadores del espacio vectorial de matrices antisimétricas (cuya exponencial genera
el grupo) pueden escribirse convenientemente en términos de una coleccion de matrices
Y1y (I =1,.., D), siendo por defincion X5 = —X ;1 (note que aqui I y J no son las
componentes de la matriz sino un doble indice que etiqueta cada matriz). En términos de

estas, la matriz M de SO(D) puede escribirse como:
M = ez (8)

siendo w!’ pardmetros reales sujetos a la relacion w!’ = —w’!. Para el caso D = 3, halle

L7 en términos de los generadores y dngulos

un conjunto de matrices Yy y parametros w
usuales de rotacion que expresan la rotacion en torno a un eje. Relacione el indice I.J con

el plano de rotacion.

Comenzamos aclarando que en la ecuacién (8) hay una suma doble implicita sobre los indices
I y J. Siempre que aparezcan indices repetidos consideren que hay una suma implicita, a
menos que se indique lo contrario.

Para el caso D = 3 la cantidad de generadores es 3 x (3 —1)/2 = 3. Veamos por ejemplo
cudl es el generador ¥, asociado a la matriz de rotacién en angulo 6 alrededor del eje z

R.(0). Recuerden que
cosf) senf O

R.(0) = | —senf cosf 0 | . (9)
0 0 1

Estamos buscando una matriz ., de 3 X 3 y una constante w,, tales que resulte
e“mvEy = R_(6) . (10)

Noten que no incluimos en la exponencial el término wy,; X, ya que wy,; Xy, = (—wyy ) (—X,y) =
Wy Xy ¥ esto cancela el factor 1/2 que aparece en el exponente de la ecuacién (8). Como
R.(0) es una matriz por bloques, el bloque de un solo elemento (donde aparece el valor 1)
se podra obtener facilmente haciendo la exponencial de una matriz con la misma estructura
de bloques y cuyo elemento diagonal inferior es un 0. Es decir, la estructura de X,, debe
ser la siguiente
ajp oz 0
Exy = | a1 ax 0 : (11)
0 0 0

Ahora nos queda determinar los coeficientes «;; para que resulte

exp a1 Qa9 _ | cos 6 send . (12)
Qg1 Qg —senf cos @
Para esto, es 1til recordar la propiedad

10n-G

e =cosfl+isenfdn- o, (13)

8
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donde n = (ny, ny,n,) es un versor y 6 = (0,0, 0,), siendo o; las matrices de Pauli. Noten
que para obtener los sen en la antidiagonal de la matriz de la ecuacién (12) tenemos que

elegir n = (0,1,0). En efecto, resulta

gibr, _ [ cosf send ] | (14)

—senfl cos6

por lo que vamos a tomar

0 1
R . (15)
Qa1 (23 -1 0

Finalmente, tenemos entonces

0
Yay=|-10 0|, (16)
0 O

y wgy = 0. Noten que ¥, es antisimétrica, como debia serlo. Tenemos aqui un ejemplo
concreto de un subgrupo monoparamétrico de SO(3) (el pardmetro es 6 y el generador
Y,y): las matrices de rotacién alrededor del eje z. La resolucién se torné un poco larga
porque trabajamos a fuerza bruta. Noten que el procedimiento de hallar los generadores
se simplifica mucho si recordamos que el conjunto de las matrices R,(#) es un subgrupo
monoparamétrico de SO(3), donde el pardmetro es . Escribiendo R,() = e¢’*=v  vemos

que debe ser
dR.(0)

0

Por esta ultima ecuacién se suele decir que “el dlgebra es la aproximacién lineal del grupo”;

oy =

(17)

t=0

el dlgebra puede pensarse como el espacio tangente al grupo en la identidad. Retomando el

ejercicio, podemos calcular X, del siguiente modo

dR.(0) cosf senf 0 0
Zx — o —_ — = — 5 18
y o |, db senf cosf 0 1 00 (18)
0 0 1 o 0

que coincide con el resultado que ya habiamos obtenido. De forma similar, pueden ustedes
hallar los dos generadores restantes
0
0

0
1],y X..= (19)
0

_ o O
o O O
o O

—1
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Ya determinamos los elementos del dlgebra de Lie asociada al grupo de rotaciones. En el Ejercicio

3 de la practica les pedimos a ustedes que vean que el corchete entre los generadores es
(X175, Bmn) = 0nEgn + 0y Ein — XN — dynErns - (20)
Esto determina completamente el algebra so(D) asociada al grupo de rotaciones. Definiendo

Ji = =€k (21)

N —

la relacién (20) nos da (esta cuenta se pide en el Ejercicio 8)
[Ji, Jj] = i€ijkJk (22)

que deben reconocer como el dlgebra de momento angular su(2). Esto nos dice que so(3) = su(2).
Ustedes ya conocen representaciones de este dlgebra®. Una representacion de su(2) sobre C? esta

dada por las matrices de Pauli

11 0 1 110 —2 1{1 0
J— = Jy = = Jg — — . 23
Esta representacion la conocen como la de momento angular 7 = 1/2. También conocen repre-

sentaciones sobre espacios de mayor dimensién. Por ejemplo, una representacién de su(2) sobre

C3? queda definida tomando

. 010 . 0 1 0 1 0 0
Jh—-—|101|, o—>—]| -1 0 1|, Js—=]00 0 24
Vo 27 5 3 (24)

010 0 -1 0 0 0 —1
Esta es la representacion asociada a j = 1. En general, las representaciones irreducibles (ya

veremos mejor qué significa esto) de su(2) estdn caracterizadas por un semientero j y actian

sobre C**! (es decir, son matrices cuadradas de tamarno 2j + 1).

Si bien so(3) = su(2), como mencionamos anteriormente los grupos SO(3) y SU(2) no coinciden.
Anteriormente mencionamos que SU(2) se puede visualizar como una esfera. SO(3) es en efecto
es una esfera pero con los puntos antipodales identificados. Si tomamos un pedazo pequeno de esa
esfera, el punto antipodal de uno dado no nos interesa, esté fuera del pedazo tomado. Localmente,
la esfera y la esfera con los puntos antipodales identificados son iguales. Esto es justamente lo

que nos dice la igualdad entre las dlgebras asociadas: localmente los grupos son iguales.

2La definicién de representacién de un &dlgebra es andloga a la de representacién de un grupo. En esencia, la
representacién de un elemento del dlgebra sera una matriz, y el producto y suma de matrices da la matriz asociada al

producto y suma de elementos del dlgebra.

10
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1.2. Grupo Euclideo

El grupo Euclideo es el grupo de transformaciones que dejan invariantes a la distancia euclidea
entre dos puntos. Dicho grupo estd compuesto por el grupo de rotaciones y el grupo de trasla-
ciones, y se denota por 1SO(3) (o ISO(D) en D dimensiones). En el ejercicio 4 les pedimos que

estudien el algebra asociada al grupo Euclideo.

La clase que viene vamos a estudiar lo que seria el andlogo al grupo Euclideo en relatividad
especial, es decir, el grupo de transformaciones que deja invariante la “distancia” entre dos puntos
en el espacio-tiempo. A las rotaciones y traslaciones se van agregar otras transformaciones que

mezclan tiempo y espacio y se denominan boosts.

Algunas cosas para llevarse de esta clase

¥ Un grupo es un conjunto de elementos con una multiplicacién asociativa entre

elementos del grupo, y que tiene elemento neutro e inverso.

¥ Un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial donde ademds hay un producto entre

elementos del dlgebra (corchete) que es bilineal, antisimétrico y que cumple Jacobi.

Para los llamados grupos de Lie (que son los que mds nos van interesar), dado g

en el grupo, existe x en un algebra de Lie tal que g = e*. x se conoce como generador.

¥ En el contexto del inciso anterior, el conjunto g(t) = €' con t € R define un

subgrupo. Noten que z = ¢'(t)|,_,.

Lista de grupos para recordar: O(D), SO(D), U(D), SU(D), ISO(D). Las alge-

bras asociadas se notan con minusculas.

Las representaciones irreducibles (ya veremos qué significa esta palabra) de su(2)
quedan clasificadas por un semientero j = 0, 1/2, 1, 3/2, .... Fijado j, la dimensién
de la representacién es 2j + 1 (son las matrices de momento angular que ya han

visto).
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