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1. Grupo de Poincaré

La teoria cuantica de campos que estudiaremos es una teoria invariante ante el grupo de simetrias
relativistas, que se conoce como grupo de Poincaré, y contiene al llamado grupo de Lorentz.
Gracias al aporte de Minkowski, este grupo puede pensarse como el grupo de transformaciones
que deja invariante a la métrica pseudoeculidea que lleva su nombre. En esta primera parte
veremos aspectos de este grupo y su algebra, comenzando con su andlogo euclideo. Veremos

ademas como aparecen los espinores como representacion del grupo de Lorentz.

1.1. Generalidades sobre grupos y algebras
1.1.1. Grupos

Antes de comenzar con el estudio de los grupos mencionados, vamos a decir primero lo que es

un grupo.

(13l

Definicién: Un grupo es un conjunto G con una operacioén de multiplicaciéon cerrada

en el grupo, es decir tal que g; - g2 € G si g1, g2 € G, y tal que

(a) Cumple asociatividad: gy - (g2 - gs) = (g1 - g2) - g5, para todo g1, g2, gs € G;
(b) Existe elemento neutro: Existe 1 € G tal que 1-g =g -1 = g, para todog € G;

(c) Existe elemento inverso: Dado g € G, existe ¢ € G talque g-¢' =¢ - g =1.

Un ejemplo de grupo es el conjunto de los niimeros reales tomando el producto del grupo como
la operacién suma entre niimeros reales. La suma entre reales da un nimero real, es asociativa,
tiene elemento neutro (el 0), y tiene elemento inverso (el elemento opuesto). En general, todo

espacio vectorial define un grupo con respecto a su suma.

Noten que el conjunto de los niimeros reales tomando la multiplicacién como el producto entre
reales no es un grupo: si bien el producto es asociativo y tiene elemento neutro (el 1), no todo
elemento de R tiene inverso (el cero no lo tiene, ya que no existe ¢’ € R tal que ¢.0 =1 =1).
Sin embargo, como pueden facilmente verificar, R — {0} si es un grupo con respecto al producto

usual.

Los grupos que mencionamos en los parrafos anteriores tienen orden (cantidad de elementos)
infinito. Un ejemplo de grupo de orden finito es el dado por el conjunto de las potencias enteras
de la unidad imaginaria ¢, tomando la multiplicaciéon del grupo como el producto usual entre
nimeros complejos. Este grupo es una realizacion del llamado grupo ciclico de 4 elementos. El

conjunto de elementos del grupo es {1, i, —1, —i}, por lo que el grupo tiene orden 4.
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Todos los grupos que mencionamos hasta este punto son grupos abelianos. Esto significa que
la multiplicacién entre dos elementos del grupo da el mismo resultado independientemente del
orden en el cual se multiplique. Cuando el orden de la multiplicacién en un grupo altera el
resultado decimos que el grupo es no abeliano. El grupo de simetrias del modelo estdandar (que
estd construido a partir de un producto directo de grupos unitarios que veremos mas adelante)
es un ejemplo de grupo no abeliano relevante en fisica. Los ejemplos mas comunes de grupos no

abelianos estdan dados por grupos de matrices. Uno de ellos se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: (Préctica 1, Ejercicio 1) Considere las transformaciones lineales en RY que dejan

invariante la forma cuadrdtica xx, siendo v € RP.

(a) Muestre que la matriz M que implementa la transformacion lineal debe cumplir MTM =1,
y como consecuencia de esto |det(M)| = 1. El grupo de matrices que cumple MTM =T se

conoce como grupo ortogonal y se lo denota como O(D).

Sea ' = Mz (el elemento z transformado por M). Imponiendo que la forma cuadrética sea

invariante, es decir que 272 = 2'Ta’, resulta 272 = 272’ = 2T M7 Mx. Por lo tanto,
M*M =1. (1)

lo que implica que MT = M~!. Tomando el determinante a ambos lados de esta tltima
ecuacion, y teniendo en cuenta que el determinante no cambia al trasponer la matriz, resulta
| det(M)| = 1.

Es sencillo ver que el conjunto de matrices invertibles que cumplen M7 M = I es un grupo
tomando la multiplicacién del grupo como el producto usual entre matrices. Verifiquemos

esto:

= La multiplicacion es cerrada: dados dos elementos M; y My que cumplen la condicion

dada por la ecuacién (1), M; M, también la cumple. En efecto,

(M M) (M My) = MIMIM My = MITMy = MY M, =1. (2)
» La multiplicacién es asociativa (ya que el producto de matrices es asociativo);

= Existe el elemento neutro dentro del conjunto. Para la multiplicacién entre matrices, el

elemento neutro es la matriz identidad I, que pertenece al conjunto ya que I71 = I;

= Existe el elemento inverso dentro del conjunto. Como partimos de considerar matrices
invertibles sélo tenemos que ver que si M cumple (1), entonces M ~! también lo cumple.

En efecto,
(MY M =MD = (M) M = MM =1 (3)

donde en la peniltima igualdad utilizamos que M cumple (1) y por lo tanto M* = ML,

3
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(b) Al subgrupo de matrices de O(D) con determinante +1 se lo denomina SO(D) (“S” por
“special”). Argumente que para el subgrupo de matrices de O(D) conectadas continuamente
con la identidad el determinante debe ser +1. (Ocurre que la condicion determinante +1
garantiza que la matriz se halla en el subgrupo conectado con la identidad, de modo que

SO(D) tiene una sola componente conezxa que incluye a la identidad).

Un subgrupo de un grupo dado es un subconjunto del conjunto original que es en si
mismo un grupo (con la multiplicaciéon heredada del grupo original). Pueden probar que
efectivamente las matrices del grupo ortogonal que tienen determinante +1 forman un grupo.
Que una matriz M, dada esté “conectada continuamente con la identidad” significa que
existe al menos una funcién continua M (s;) (que dados ciertos nimeros reales s; me da
una matriz M (s;)), v tal que las matrices M, y la matriz identidad estén en la imagen de
dicha funcién M(s). Pueden imaginar que, en el espacio de las matrices, dicha funcién nos
permiter construir una curva continua que conecta a la matriz M, con la identidad. Como
la funcién M (s) es continua, y la funcién determinante también lo es (ya que consiste en
multiplicar y sumar entradas de la matriz), det [M(s)] también es continua. Dado que las
matrices de O(D) tienen determinante 1, y como det [I] = 1, para que det [M(s)] sea
continua debe ser det [M(s)] = 1. Las matrices de O(D) que tienen ese determinante son
justamente las matrices de SO(D) que constituyen el grupo ortogonal especial o grupo de

rotaciones en D dimensiones.

1.1.2. Representaciones de grupos

En esta seccién vamos a presentar el concepto de representacion de un grupo. Si bien este concepto
va a ser relevante para nosotros recién en la préxima clase, es natural introducirlo mientras
estamos hablando de grupos. En la definicién que vamos a dar aparece el conjunto gl(V'), que es

simplemente el conjunto de transformaciones lineales (biyectivas) que van de V' en V', es decir

gl(V)={T:V — V con T biyectiva} .

Definicién: Una representacién de un grupo G sobre un espacio vectorial V' es una

aplicacién 7 : G — gl(V') que cumple

T (g1 g2) = 7(91) 7 (g2) ,

para todo g1, g» en G y tal que w(1) = Iy (identidad sobre V') .

J

Tomemos un poco de tiempo para analizar esta definicion. Si g es un elemento del grupo, y 7 es

una representacion, entonces 7(g) es un elemento de gl(V'). Es decir que 7(g) actiia sobre V' y

4
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me devuelve un elemento de V. Para no ser tan abstractos, si V es por ejemplo C?, w(g) es una
matriz de 2 x 2 cuyos coeficientes dependeran en general del elemento g del grupo. Pero para
constituir una representacion del grupo, estas matrices tienen que respetar la multiplicacién del
grupo: la matriz asociada a la multiplicacién de dos elementos del grupo es el producto de las

matrices asociadas a cada uno de ellos.

Observaciones:

(a) Dado V siempre existe una representacién de G sobre V: si se toma m(g) = Iy (la identidad
sobre V') para todo g € G es trivial ver que 7 es una representaciéon de G. Cuando V' = C

(o V' =R) dicha representacién se conoce como representacién trivial.

(b) Si V tiene producto interno, se dice que una dada representaciéon m de G en V es unitaria
si m(g)'r(g) = Iy para todo g en G.

(c) Se dice que una representacién es fiel si 7(g) es distinto para cada elemento g del grupo.

(d) V no tiene por qué ser necesariamente un espacio de dimensién finita. De hecho, como

comentaremos més adelante, no existen representaciones unitarias de dimensién finita (no

triviales) del grupo de Poincaré.

Ejercicio: Considerar el grupo ciclico de cuatro elementos en la realizacion vista anteriormente

en la cual el conjunto de elementos es G = {1, i, —1, —i}. Verificar que 7 : G — R? definido por

w<1>:[; f],m’):[f N ,w<—1>:[‘01 _01],7r<—z'>=[_01 (1)] (4)

es una representacion sobre R? del grupo ciclico de cuatro elementos. Notar que esta represen-

tacion no es trivial, es unitaria y es fiel. Intentar encontrar una representacion del grupo pero

ahora sobre R3.

Noten que podemos interpretar a cada una de las matrices anteriores como matrices de rotacion
de los vectores de R? alrededor del eje z en angulos de 0, 37/2, 7 y m/2, respectivamente. Quizas
esto hace que sospechen algo que es efectivamente correcto: el grupo ciclico de cuatro elementos
es un subgrupo del grupo de rotaciones en 2 dimensiones SO(2) (cuyo orden es infinito). Esto
puede servirles como ayuda para pensar cémo encontrar representaciones sobre R3, como se pide

en el ejercicio.

El grupo de rotaciones en tres dimensiones SO(3), que serd de relevancia por ser un subgrupo del

grupo de Poincaré que estudiaremos mas adelante, esta estrechamente relacionado con otro grupo
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matricial importante en fisica denominado SU(2) (grupo de matrices unitarias de dimensién 2
que tienen determinante +1). Aunque SO(3) surge naturalmente al considerar las rotaciones
espaciales, SU(2) es m4s sencillo! y mds facilmente visualizable: SU(2) es la esfera S* (para ver
esto pueden mirar por ejemplo el articulo de Wikipedia que habla sobre la 3-esfera). Cuando
decimos que el grupo es “visualizable” estamos haciendo referencia al hecho de que tanto SO(3)

como SU(2), ademéds de tener estructura de grupo, tienen estructura de variedad diferenciable.

Los grupos que tienen una estructura de variedad diferenciable compatible con la estructura de
grupo se denominan grupos de Lie. Cada elemento de un grupo de Lie se puede reescribir
como la exponencial de lo que se conoce como generador, y el conjunto de generadores forman
un dlgebra de Lie. A continuacion veremos la definicién de dlgebra de Lie y estudiaremos cual es

el algebra de Lie del grupo de rotaciones.

1.1.3. Algebra de Lie asociada a un grupo

s )

Definicién: Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V' sobre C (o R) con una operacion

corchete (o conmutador) “[,]” que cumple las siguientes propiedades

(a) Es bilineal
[az + By, 2] = o[z, 2] + By, 2],
[z, 0y + Bz] = afz,y] + Bz, 2],
para todo z,y, z € Vya, Be€C (R);

(b) Es antisimétrica: [x,y] = —[y, |, para todo z, y € V.

(c¢) Cumple la identidad de Jacobi: [[z,y], z]+][[z, z], y]|+[[y, ], ] = 0, para todo x, y, z €
V.

J

Vean que lo que esencialmente diferencia la estructura de grupo de la de un algebra es que esta
ultima tiene, ademéas de la multiplicacién (corchete), una suma (por ser un espacio vectorial).
Ademas, el producto de las dlgebras de Lie no es asociativo, a diferencia de lo que sucede con los

grupos. Esta falta de asociatividad se expresa a través de la identidad de Jacobi.

Un ejemplo que todos conocen de dlgebra de Lie estd dado por el espacio vectorial R?, donde se
define el corchete como el producto vectorial entre dos vectores (pueden verificar que cumple las

propiedades mencionadas arriba).

'Esto no quiere decir que SU(2) no surja naturalmente en fisica. De hecho, la libertad de la eleccién en la fase de
la funcién de onda en mecénica cudntica hace que sean de interés las llamadas representaciones bivaluadas de SO(3),
es decir, tanto las verdaderas representaciones unitarias de SO(3) asi como también aquellas que estén determinadas
salvo un factor de fase (y que se denominan representaciones proyectivas). Las representaciones bivaluadas de SO(3)

son justamente las representaciones de SU(2).
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Vamos a utilizar una propiedad, que no vamos a demostrar, que dice que dado un elemento del
dlgebra x, el conjunto {€"} con ¢t € R es un subgrupo monoparamétrico (porque depende sélo del
parametro t) del grupo de Lie asociado al algebra. Para que esto no suene tan abstracto piensen
en el grupo de rotaciones en 3 dimensiones: los elementos del algebra van a estar asociados
a los operadores de momento angular en una direccion determinada y el pardmetro ¢ estaria
asociado al angulo de la rotacién alrededor de esa direccion; estas rotaciones alrededor de un
eje son claramente un subgrupo del grupo total de rotaciones y estan caracterizadas por un soélo

parametro.

A continuacién, vamos a estudiar con mas detalle el dlgebra del grupo de rotaciones. Para carac-

terizar dicho dlgebra vamos a utilizar como guia el siguiente ejercicio de la practica.

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 2) Una matriz cualquiera M del grupo SO(D) puede escribirse
como la exponencial de otra: M = e?. El conjunto de matrices que aparecen en la exponencial

forman un dlgebra, tomando el corchete como el conmutador entre matrices.

(a) Muestre que esta matriz A debe ser antisimétrica.

En este inciso queremos comenzar a caracterizar el algebra asociada al grupo de Lie SO(D),
que se denota so(D) (en general se utilizan maytsculas para denotar a los grupos y minuscu-
las para sus respectivas algebras). Teniendo en cuenta la discusién previa a este ejercicio,
sabemos que el conjunto de matrices dadas por e con t € R es un subgrupo de SO(D),
por lo que tiene que valer

(etA)T (etA) ~1, (5)
para todo t € R. Noten que la traspuesta de la exponencial es la exponencial de la traspuesta

(esto se puede ver recordando la definicién de la exponencial de una matriz), asi que

<etAT> (e") =1. (6)

Derivando respecto de ¢ y tomando ¢ = 0 llegamos a
AT+ A=0, (7)

lo que nos dice que A es antisimétrica.

(b) Definimos la dimension de un grupo de Lie como la dimension del espacio vectorial de
su dlgebra asociada. A partir del inciso anterior, muestre que la dimension de SO(D) es
D(D —-1)/2.

Sabemos que la matriz A es antisimétrica, por lo que sus elementos diagonales son nulos, y los
de la supra-diagonal quedan determinados a partir de los de la sub-diagonal. La dimension
del espacio vectorial de las matrices antisimétricas es entonces la cantidad de elementos que

hay en la sub-diagonal, que son D(D — 1)/2.

7
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(¢) Los generadores del espacio vectorial de matrices antisimétricas (cuya exponencial genera
el grupo) pueden escribirse convenientemente en términos de una coleccion de matrices
X (I,J =1, .., D), siendo por defincion ¥;; = =X ; (note que aqui I y J no son las
componentes de la matriz sino un doble indice que etiqueta cada matriz). En términos de

estas, la matriz M de SO(D) puede escribirse como:
M = ez (8)

siendo w!’ pardmetros reales sujetos a la relacion w!’ = —w’!. Para el caso D = 3, halle

L7 en términos de los generadores y dngulos

un conjunto de matrices Yy y parametros w
usuales de rotacion que expresan la rotacion en torno a un eje. Relacione el indice I.J con

el plano de rotacion.

Comenzamos aclarando que en la ecuacién (8) hay una suma doble implicita sobre los indices
I y J. Siempre que aparezcan indices repetidos consideren que hay una suma implicita, a
menos que se indique lo contrario.

Para el caso D = 3 la cantidad de generadores es 3 x (3 —1)/2 = 3. Veamos por ejemplo
cudl es el generador ¥, asociado a la matriz de rotacién en angulo 6 alrededor del eje z

R.(0). Recuerden que
cosf) senf O

R.(0) = | —senf cosf 0 | . (9)
0 0 1

Estamos buscando una matriz ., de 3 X 3 y una constante w,, tales que resulte
e“mvEy = R_(6) . (10)

Noten que no incluimos en la exponencial el término wy,; X, ya que wy,; Xy, = (—wyy ) (—X,y) =
Wy Xy ¥ esto cancela el factor 1/2 que aparece en el exponente de la ecuacién (8). Como
R.(0) es una matriz por bloques, el bloque de un solo elemento (donde aparece el valor 1)
se podra obtener facilmente haciendo la exponencial de una matriz con la misma estructura
de bloques y cuyo elemento diagonal inferior es un 0. Es decir, la estructura de X,, debe
ser la siguiente
ajp oz 0
Exy = | a1 ax 0 : (11)
0 0 0

Ahora nos queda determinar los coeficientes «;; para que resulte

exp a1 Qa9 _ | cos 6 send . (12)
Qg1 Qg —senf cos @
Para esto, es 1til recordar la propiedad

10n-G

e =cosfl+isenfdn- o, (13)

8
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donde n = (ny, ny,n,) es un versor y 6 = (0,0, 0,), siendo o; las matrices de Pauli. Noten
que para obtener los sen en la antidiagonal de la matriz de la ecuacién (12) tenemos que

elegir n = (0,1,0). En efecto, resulta

gibr, _ [ cosf send ] | (14)

—senfl cos6

por lo que vamos a tomar

0 1
R . (15)
Qa1 (23 -1 0

Finalmente, tenemos entonces

0
Yay=|-10 0|, (16)
0 O

y wgy = 0. Noten que ¥, es antisimétrica, como debia serlo. Tenemos aqui un ejemplo
concreto de un subgrupo monoparamétrico de SO(3) (el pardmetro es 6 y el generador
Y,y): las matrices de rotacién alrededor del eje z. La resolucién se torné un poco larga
porque trabajamos a fuerza bruta. Noten que el procedimiento de hallar los generadores
se simplifica mucho si recordamos que el conjunto de las matrices R,(#) es un subgrupo
monoparamétrico de SO(3), donde el pardmetro es . Escribiendo R,() = e¢’*=v  vemos

que debe ser
dR.(0)

0

Por esta ultima ecuacién se suele decir que “el dlgebra es la aproximacién lineal del grupo”;

Say =

. (17)

el dlgebra puede pensarse como el espacio tangente al grupo en la identidad. Retomando el

ejercicio, podemos calcular X, del siguiente modo

JR.(0) cosf senf 0 0
Yoy = —— = — | —senf cosf 0 =1 -10 01, (18)
ag |,_, do
0 0 1 9—o0 0

que coincide con el resultado que ya habiamos obtenido. De forma similar, pueden ustedes
hallar los dos generadores restantes
0
0

0
1],y X..= (19)
0

o O O
o O =

—1
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Ya determinamos los elementos del dlgebra de Lie asociada al grupo de rotaciones. En el Ejercicio

3 de la practica les pedimos a ustedes que vean que el corchete entre los generadores es
(X175, Bmn) = 0nEgn + 0y Ein — XN — dynErns - (20)
Esto determina completamente el algebra so(D) asociada al grupo de rotaciones. Definiendo

Ji = =€k (21)

N —

la relacién (20) nos da (esta cuenta se pide en el Ejercicio 8)
[Ji, Jj] = i€ijkJk (22)

que deben reconocer como el dlgebra de momento angular su(2). Esto nos dice que so(3) = su(2).
Ustedes ya conocen representaciones de este dlgebra®. Una representacion de su(2) sobre C? esta

dada por las matrices de Pauli

11 0 1 110 —2 1{1 0
J— = Jy = = Jg — — . 23
Esta representacion la conocen como la de momento angular 7 = 1/2. También conocen repre-

sentaciones sobre espacios de mayor dimensién. Por ejemplo, una representacién de su(2) sobre

C3? queda definida tomando

. 010 . 0 1 0 1 0 0
Jh—-—|101|, o—>—]| -1 0 1|, Js—=]00 0 24
Vo 27 5 3 (24)

010 0 -1 0 0 0 —1
Esta es la representacion asociada a j = 1. En general, las representaciones irreducibles (ya

veremos mejor qué significa esto) de su(2) estdn caracterizadas por un semientero j y actian

sobre C**! (es decir, son matrices cuadradas de tamarno 2j + 1).

Si bien so(3) = su(2), como mencionamos anteriormente los grupos SO(3) y SU(2) no coinciden.
Anteriormente mencionamos que SU(2) se puede visualizar como una esfera. SO(3) es en efecto
una esfera pero con los puntos antipodales identificados. Si tomamos un pedazo pequeno de esa
esfera, el punto antipodal de uno dado no nos interesa, esté fuera del pedazo tomado. Localmente,
la esfera y la esfera con los puntos antipodales identificados son iguales. Esto es justamente lo

que nos dice la igualdad entre las dlgebras asociadas: localmente los grupos son iguales.

2La definicién de representacién de un &dlgebra es andloga a la de representacién de un grupo. En esencia, la
representacién de un elemento del dlgebra sera una matriz, y el producto y suma de matrices da la matriz asociada al

producto y suma de elementos del dlgebra.

10
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1.2. Grupo Euclideo

El grupo Euclideo es el grupo de transformaciones que dejan invariantes a la distancia euclidea
entre dos puntos. Dicho grupo estd compuesto por el grupo de rotaciones y el grupo de trasla-
ciones, y se denota por 1SO(3) (o ISO(D) en D dimensiones). En el ejercicio 4 les pedimos que

estudien el algebra asociada al grupo Euclideo.

La clase que viene vamos a estudiar lo que seria el andlogo al grupo Euclideo en relatividad
especial, es decir, el grupo de transformaciones que deja invariante la “distancia” entre dos puntos
en el espacio-tiempo. A las rotaciones y traslaciones se van agregar otras transformaciones que

mezclan tiempo y espacio y se denominan boosts.

Algunas cosas para llevarse de esta clase

¥ Un grupo es un conjunto de elementos con una multiplicacién asociativa entre

elementos del grupo, y que tiene elemento neutro e inverso.

¥ Un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial donde ademds hay un producto entre

elementos del dlgebra (corchete) que es bilineal, antisimétrico y que cumple Jacobi.

Para los llamados grupos de Lie (que son los que mds nos van interesar), dado g

en el grupo, existe x en un algebra de Lie tal que g = e*. x se conoce como generador.

¥ En el contexto del inciso anterior, el conjunto g(t) = €' con t € R define un

subgrupo. Noten que z = ¢'(t)|,_,.

Lista de grupos para recordar: O(D), SO(D), U(D), SU(D), ISO(D). Las alge-

bras asociadas se notan con minusculas.

Las representaciones irreducibles (ya veremos qué significa esta palabra) de su(2)
quedan clasificadas por un semientero j = 0, 1/2, 1, 3/2, .... Fijado j, la dimensién
de la representacién es 2j + 1 (son las matrices de momento angular que ya han

visto).
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1.3. Representaciones irreducibles

Al estudiar las distintas representaciones de un grupo es importante poder descomponer una
dada representacion en “partes” mas simples. Una manera de conseguir esto es buscar cuales son

los menores subespacios invariantes (no triviales) de la representacion.

Consideremos una representaciéon m : G — ¢l(V'). Decimos que un subespacio de W de V es
invariante por 7 si 7(g)(W) C W para todo elemento g del grupo. Visto esto, podemos definir

lo que significa que una representacion sea irreducible (que suele abreviar como irrep).

Definicién: Una representacién 7 : G — gl(V') dada es irreducible si V' no posee subes-

pacios invariantes por 7 no triviales.

Toda representacion de dimension 1 es irreducible ya que los tnicos subespacios de un espacio
de dimension 1 son los subespacios triviales. Veamos un ejemplo menos trivial que nos permitan

entender mejor esta definicion.

Consideremos el grupo de rotaciones en dos dimensiones SO(2). Una representacion de este grupo
sobre V = R? estd dada por la asignacién de elementos del grupo a matrices de la forma dada por
la ecuacién (9). Veamos que esta representacién de SO(2) es reducible. Para ello, consideremos
el subespacio W de V' generado por el vector (0,0, 1), o sea, el eje z. Las rotaciones alrededor de

este eje dejan obviamente al eje invariante,

cost senf 0 0
—senf cosf 0 0=0], (ceR), (25)
0 0 1 c c

Por lo tanto, W = ((0,0, 1)) es un subespacio invariante por la representaciéon dada (y es no
trivial, es decir, no es ni el espacio total ni el nulo). La representacién es entonces reducible. Una
estructura en bloques como la de la matriz de la ecuacién (9) es sinénimo de que la representacién

es reducible.

Les dejamos como ejercicio que prueben que la aplicaciéon que a un elemento R(6) de SO(2) le

[ cos sen@] (26)

asigna la matriz

—senfl cosf
define una representacién irreducible (o irrep) de SO(2) sobre R?.

Toda representacién reducible puede descomponerse como suma directa de representaciones irre-
ducibles. Las representaciones irreducibles son en cambio bloques indivisibles, elementales. Se
suele decir que “las particulas elementales transforman como las representaciones unitarias irre-

ducibles del grupo de Poincaré”. A lo largo del curso vamos a ir ddndole sentido y precision a esta
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frase. Por lo pronto, sepan que la propia definicion de lo que en nuestra teoria es una particula

elemental va a estar fuertemente relacionada con las irreps del grupo de Poincaré.

Sobre el final de la clase de hoy presentamos el grupo de Poincaré y les dejamos un ejercicio que
introduce los dos operadores de Casimir de su algebra, que servirdan para clasificar la accion de
las representaciones del grupo sobre los estados de una particula. Con esta perspectiva en mente,
vamos a comenzar estudiando varios aspectos de un subgrupo del grupo de Poincaré: el grupo

de Lorentz.

1.4. Grupo de Lorentz
1.4.1. Transformaciones de Lorentz

La clase pasada estudiamos el grupo de rotaciones. Vamos a ver ahora lo que seria el analogo a

este grupo para la geometria Minkowskiana.

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 6) Considere una transformacion dada por una matriz A
ot — 't = AV (27)

que deje invariante la forma ' nw, siendo x una coordenada de un punto del espacio-tiempo 4

dimensional y

o (28)

0 0 -1

o O O =

En componentes, v nx = nate”, p=0,1,2,3. Al grupo de transformaciones lineales que deja

esa forma cuadrdtica invariante se lo llama grupo de Lorentz.

Halle la condicion andloga a la del grupo de rotaciones (Ejercicio 1.a) para la matriz A. Muestre

que la matriz X definida por A = e* satisface N\, = — Ny, siendo Ay, = 1,5

Sea 2’ = Az (el elemento z transformado por A). Imponiendo que la forma cuadratica sea

invariante, es decir que 27 nz = 2 'na’, resulta v nx = Ty’ = 2T ATnAx. Por lo tanto,
ATnA =1 (29)

Veamos ahora como queda caracterizada el dlgebra asociada a este grupo. Escribimos un elemento

genérico A del grupo en términos de un elemento del algebra
A=et. (30)

13
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tA

Luego, sabemos que el conjunto A(t) = e con t € R es un subgrupo monoparamétrico del

Lorentz, por lo que vale
AT ()nA(t) = 1. (31)
Desarrollando esta expresion andlogamente a como hicimos en el Ejercicio 1, derivando respecto

a t y evaluando en £ = 0, se obtiene
MNn+nr=0, (32)

que, usando que 7 = n’, en componentes se reduce a
Y (33)
Vean que el resultado es completamente andlogo al del Ejercicio 1, con la diferencia de que aqui

aparece una métrica 1 no trivial (la del espacio de Minkowski). Noten que la dimensién del
dlgebra es 4 x (4 —1)/2 = 6.

Veamos algunos ejemplos de transformaciones de Lorentz. Después de lo visto la clase anterior,

seguramente estan pensando en las rotaciones alrededor de los ejes x, y v 2

10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 0 cosf, 0 send, 0 cosf, senf, O (34)
0 0 cos, send, |’ 0 0 1 0 ’ 0 —send, cosf, 0 |’
0 0 —senf, cosb, 0 —senf, 0 cosb, 0 0 0 1
También tenemos los boosts en las direcciones =, y y 2
coshfB, sinhg, 0 0 cosh3, 0 sinhf, 0 coshpg, 0 0 sinhpg,
sinh 8, coshp, 0 0 0 1 0 0 0 10 0 (35)
0 0 1 0|  |sinhfB, 0 coshp, 0|’ 0 01 0 ’
0 0 0 1 0 0 0 1 sinhpg, 0 0 coshf,
donde f3; esta relacionada con la velocidad v; del boost en la direccion i por
1 V;
cosfB; = ———, senf; = ——. 36
fim e s = (36)
La reflexiéon total
-1 0 0 O
0O -1 0 O
; 37
0 -1 (37)
0 0 -1
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es también una transformacion de Lorentz, asi como también lo es la inversién temporal

—1
0

0

(38)

o O = O
o O O

0
1
0
La eleccion de los ejemplos que mostramos no es aleatoria: cualqueier transformacién de Lorentz

puede descomponerse como un producto de estos cuatro tipos de transformaciones.

Las matrices de los ejemplos anteriores dan una representaciéon del grupo de Lorentz sobre C*.
En esta clase vamos a hacer un estudio méas general de las representaciones del grupo de Lorentz
y para ello estudiaremos su algebra de Lie. Pero antes de eso, hablemos un poco de la estructura

de este grupo (esta discusion que sigue responde al Ejercicio 7 de la préctica).

1.4.2. Componentes del grupo de Lorentz

Noten que si toman el determinante de ambos miembros de la ecuacion (29) se obtiene
det(A) = £1. (39)
Esto define dos subconjuntos de las transformaciones de Lorentz

s det A = +1: transformaciones propias.

s det A = —1: transformaciones impropias.

Ejemplos de transformaciones propias son la identidad, las rotaciones, la reflexion total. La

reflexién espacial (A = 7) es un ejemplo de una transformacién impropia.

Hay una clasificacion adicional dentro del grupo de Lorentz, que sale de escribir la componente
00 de la ecuacién (29)

3
(AP =D (M) =1 = Aj>16 Aj<-1. (40)

Jj=1

Podemos clasificar entonces a las transformaciones de acuerdo a lo siguiente.

» AJ > 1: transformaciones ortécronas.

» A) < —1: transformaciones no ortécronas (invierten el sentido del tiempo).

El grupo de Lorentz consiste entonces de cuatro componentes conexas (ver figura 1):

LL o detA=+1 A)>1;
LY detA=+1 A) < —1;
LT detA=—-1A>1;
L¥ : detA=—-1A)< -1
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Fig. 1: Grupo de Lorentz. Las cuatro componentes conexas del grupo de Lorentz se esquematizan con
circulos punteados en la figura, mientras que las lineas de trazos encierran a los tres subgrupos del grupo
de Lorentz (noten que todo grupo debe contener a Ll ya que dicha componente es la que contiene a la
identidad). El subgrupo LL u LjLF se conoce como Grupo de Lorentz propio y es el relevante para toda la

fenomenologia de particulas.

Ll es un subgrupo y se conoce como Grupo de Lorentz propio ortécrono. Sin embargo, este no
es el tnico subgrupo de grupo de Lorentz. De hecho, Ll junto a cualquiera de las otras tres
componentes son subgrupos. El que nos va a interesar a nosotros es Ll U Lfr, que se conoce
como Grupo de Lorentz propio y se nota SO(3,1) (el 3 por la dimensién espacial, el 1 por la

temporal).

1.4.3. Algebra del grupo de Lorentz

En esta seccion, vamos a encontrar los generadores de las rotaciones y los boosts, y los conmuta-
dores entre dichos generadores. Como las relaciones de conmutacién valen lo mismo en cualquier
representacion (recuerden por ejemplo lo que vimos sobre las representaciones de su(2)) al hacer
esto vamos a tener determinada en forma abstracta el adlgebra del grupo de Lorentz. Una vez que
tengamos el algebra, sera cuestion de estudiar sus representaciones para ver las que se inducen

sobre el grupo.

A modo de ejemplo, comencemos calculando el generador de los boosts en la direcciéon x. Recor-

damos que dicho boosts se representa por la siguiente matriz
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coshf, sinhfg, 0 0
sinh 3, coshf, 0 0
A(Br) = 41
(52) 0 0 10 (41)
0 0 01
Buscamos una matriz My, = —M,, tal que resulte
A(B,) = hPebee=edta) _ gipobic (42)

B, juega aqui el rol andlogo a los w!’ de la ecuacién (8). Por eso M,; aparece multiplicado por
— By, va que recuerden que w!/ = —w’!. Agregamos ademds la unidad imaginaria i para ser
consistentes con la definicién mas comun de los generadores que suele hacerse en la literatura de
fisica. En virtud de la ecuacién (42) se tiene M, = —iA'(B:)]5,_o, que introduciendo la forma

explicita del boost nos da

0100
100 0

My = —iN(8)| 4 o = —i 43

; (Bz)l5,—0 00 00 (43)
0000

Siguiendo un procedimiento similar pueden obtener los generadores asociados a los boosts en y

y 2

0010 0001
0000 0000
Mty =—1 s Mtz =1 3 (44)
1000 0000
0000 1 000
y los asociados a las rotaciones en x, y y 2
0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 01 0 10
M,, = —i , M., = —i , My = —1 . (45)
0 0 1 0O 0 00 0 -1 00
00 -1 0 0 -1 00 0 0 0O

Noten que, salvo por la dimension y por el factor —i asociado al cambio de definicién, los gene-
radores de las rotaciones tienen la misma forma que ya habiamos hallado en las ecuaciones (18)

y (19). Pueden convencerse de que

(M Mpo| = i(guo Mup + GupMus — GupMoo — Guo M) , (46)
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haciendo los conmutadores entre las matrices (recuerden que los subindices aqui etiquetan a las

matrices y no denotan componentes). Este es el dlgebra del grupo de Lorentz propio y se nota
so(3,1).

Ejercicio: Demostrar que la asignaciéon que a la matriz M, le hace corresponder el operador
i (2,0, — x,0,) es una representacion del algebra de Lorentz. En este caso, estamos tomando una
representacion sobre el espacio de funciones del espacio-tiempo. Noten que si p y v corresponden
a las coordenadas espaciales (las notamos con 4, j), el operador ¢ (z;0; — x;0;) es una componente
del momento angular. Esto es razonable, recuerden que el grupo de Lorentz tiene como subgrupo

al grupo de rotaciones.

Ayuda: recuerden que ya conocen cuanto vale el conmutador entre el operador de multiplicacién
y la derivacion

[z,0,] = 1. (47)

Ya tenemos el dlgebra de Lorentz. Ahora vamos a realizar unos desarrollos que nos permitirdn
escribir las representaciones de so(3, 1) en términos de representaciones de su(2). Estos desarrollos

responden a los Ejercicios 8 y 9 de la practica.

Primero, veamos una forma de reescribir las relaciones entre los generadores M,,, dadas por (46)

que definen el dlgebra de Lorentz. Definimos

1
Ji = §€ijijk )
Ki = MiO )

donde 7, j, k hacen referencia a parte espacial. Veamos cuanto valen los conmutadores entre estos

generadores. Una parte ya estd hecha, ya que en la clase pasada vimos que
[Jz', Jj] = iﬁiijk . (48)

Esto nos dice que el dlgebra asociada al grupo de rotaciones es su(2). Veamos los otros conmu-

tadores, comenzando por el de dos boosts

K, K] = [Mo, Mjo] = i(gi0Moj + 90;Mio — 9i; Moo — gooMi;) = (49)

Usando que M;; = —M,;, podemos reescribir M;; como (M;; + M;;)/2. Entonces
L . ,
[KZ', KJ] = —1 |:§(Mlj - Mﬂ):| = —1 (ekijjk) = —ZEZ'ijk, (51)
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donde en la pentltima igualdad utilizamos que Ji€xmn = %(an — M,,) (para probar esto

necesitan usar que €;x€imn = 0jmkn — 0jndkm ). Vemos entonces que los generadores de los boosts
no conmutan entre si. El conmutador que resta entre generadores de boosts y rotaciones sale de

forma similar. En resumen, se tiene
(i, Ji] = deijidi, (K, K] = —iegpdi, [Ji, Kj] = i€ Ky .

Noten que de las relaciones anteriores se puede concluir que los boosts no forman un grupo ya

que el algebra de sus generadores no es cerrada, a diferencia de lo que sucede con las rotaciones.

Veamos ahora que definiendo

A:%(j—il_(), B:%(J_Jrif(), (52)

donde J = (J1, Jo, J3) y K = (K1, Ky, K3), el dlgebra de Lorentz es suma directa de dos su(2).

Para ello, hallamos los conmutadores entre estos nuevos generadores

1 , 1 ‘ 1 4 .
A A = |G 10, 50 = )| = § (] = il 5] = i K] K ) = 53)
1 . 1€;5 .
= Z (Zeijkjk —+ eiijk =+ Eiijk + ZGiijk) = 2]k (Jk — ZKk) = (54)
1 , 1 , 1 . .
[Bi. Bl = |5+ i), 5(J; +iky) | = 7 ([ Ji] +alBG Ji] il K] = [K, K)) = (56)
= Z (Zeiijk — eiijk — Eiijk + ZEZ'ijk) = ik (Jk + ZKk) = (57)
1 ‘ 1 , 1 . .
[Ai Bl = |5 (i = 1K), 5 (J; +iKG) | = 2 (i Ji] = il K, Jy) +al i, K] + [K, K]) = (59)
1. .
= 4_1 (zeiijk -+ Gz'ijk — Giijk — Zeijkjk) =0. (60)

Vemos entonces que los operadores A; y B; conmutan entre ellos, es decir, sus dlgebras son
independientes entre si, y ademas, el dlgebra de cada uno de ellos es el édlgebra de su(2). En
términos matematicos, so(3,1) = su(2) @ su(2). De esta propiedad para el dlgebra de Lorentz se

desprende que:

Las representaciones del grupo de Lorentz se etiquetan por el par de semienteros (ji, j2),

que corresponden al espin de la representacion de cada su(2).
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1.4.4. Espinores

Como un ejemplo de lo visto al final de la seccién anterior, vamos a ver que los espinores surgen

de las representaciones del grupo de Lorentz etiquetadas por (%, O) y (0, %)

Recordemos que al escribir (j1, j2) estamos haciendo referencia a dos representaciones del algebra
1
momento angular A en término de matrices cuadradas de orden 2 x %—l— 1 = 2. Esto puede hacerse

de su(2), de momentos angulares j; y jo. Para ( 0), estamos buscando representar al operador

tomando .
A— 37 (61)

donde & es un vector cuyas componentes son las matrices de Pauli. Ya han verificado en mecanica
cuantica que esta es una representacion de su(2). Por otro lado, el momento angular B debe ser

representado por matrices de orden 2 x 0 + 1 = 1. La representacion en este caso es la trivial
B—0. (62)

Noten que haber elegido representaciones para A y B nos permite escribir representaciones para
los boosts y las rotaciones (invirtiendo las ecuaciones dadas en (52))

1 -1 —
Para (5,0): J—>§5, K— -o. (63)

Trabajando de forma andloga para la representaciéon (O7 %), llegamos a que
1 - 1 _
Para (0, 5) o J = 39 K——-0o. (64)

Las matrices de Pauli son hermiticas, con lo que las rotaciones también lo son. Los boots en

cambio son antihermiticos. Noten que los generadores en la representacion (%, O) son los adjun-

1

tos de los de la representacién (0, 5). Por eso se dice que estas representaciones son complejas

conjugadas.

Los elementos del espacio vectorial sobre el cual actiia la representaciéon de 7 = 1/2 se conocen
como espinores (ver Ejercicio 5 de la practica). Los espinores asociados a (%, 0) se conocen como

1

espinores izquierdos y se suelen denotar como 7, mientras que los asociados a (O, 5) son los

espinores derechos . Estos espinores se conocen como espinores de Weyl. Los espinores

1

de Dirac van a surgir al considerar (5, O) &) (O, %) Volveremos sobre este tema mas adelante en

el curso.

Un dltimo comentario antes de terminar con esta seccién. Noten que estas representaciones del
algebra inducen representaciones en el grupo que no son unitarias, debido a que la representacion
de los boosts no es hermitica (recuerden que los elementos del grupo son exponenciales de i
por los generadores). Esto es general: cualquier representaciéon del grupo de Lorentz construida

usando las representaciones finito dimensionales del grupo SU(2) x SU(2) sera no unitaria. No
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hay representaciones unitarias de dimensién finita del grupo de Lorentz®. M4as adelante veremos

cémo construir representaciones unitarias de dimension infinita.

1.5. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré se obtiene al agregar traslaciones al grupo de Lorentz. Se pueden definir
subgrupos del grupo de Poincaré analogos a los vistos para el grupo de Lorentz. Por ejemplo, PI

simboliza el grupo formado por Ll y las traslaciones.

En el Ejercicio 10 de la practica les pedimos que escriban esquematicamente las relaciones de
conmutacion entre los generadores del grupo de Poincaré. A continuacion, les dejamos dichas

relaciones, intenten darle sentido de acuerdo a lo que ya vieron para el grupo Euclideo:

[P;u Pl/] = 0 s (65)
M, P;] = —iguP, +igusP,, (66)
(M, Mpsl = iguoMup + 190y Myuo — igupMyes — iGue My - (67)

Para terminar la clase, les dejamos un ultimo ejercicio, al cual volveremos cuando empecemos a

estudiar la cuantizacion de campos libres.

Ejercicio: Probar que P? := P,P* y W := —W,W*, con W := %e““p"P,,Mpg (pseudovector
de Pauli-Lubanski) son operadores de Casimir de PJTr (esto quiere decir que conmutan con todos

los elementos del dlgebra).

Comentario: Estos operadores nos van a pertimir “etiquetar” a las representaciones irreducibles
del grupo de Poincaré. Si les genera ansiedad y quieren leer un poco mas sobre esto ahora, pueden
comenzar viendo el articulo de Wikipedia “Wigner’s classification” y las referencias que alli se

mencionan.

3Este resultado esta asociado a que el grupo no es compacto.
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Algunas cosas para llevarse de esta clase

¥ Grupos para recordar: grupo de Lorentz y subgrupos, grupo de Poincaré.

./

¥ s0(3,1) = su(2) + su(2) = Irreps de SO(3,1) se etiquetan por (ji,72) (espin
de cada su(2)).

¥ Un espinor es un elemento sobre el cual actia la irrep de su(2) de j = 1/2.

izquierdo — (%, 0)

g Espinor de Weyl
derecho — (0, 1)

2

¥ Las irreps del grupo de Poincaré van a estar asociadas al concepto de particula

elemental en nuestra teoria.

1.6. Material adicional: El grupo conforme

Vimos que el grupo de Poincaré preserva la distancia o intervalo. El grupo de Poincaré es un
subgrupo de un grupo mas grande que es muy relevante en la fisica tedrica y se conoce como
grupo conforme. El grupo conforme deja invariante los conos de luz, es decir, preserva los

angulos. Ante la transformaciéon x — 2/, los dngulos se preservan si ocurre
ds*(2') = F(r)ds*(x), (68)

para cierta F'(z) adecuadamente regular. Les proponemos que resuelvan el siguiente ejercicio
para hallar la forma explicita que tienen las transformaciones conformes a nivel infinitesimal

para dimension del espacio-tiempo d > 3.

Ejercicio: Considerando transformacions infinitesimales
= 2 =t 4 e (z), (69)
muestre que,

(a) La condicion (68) es equivalente a

Ouer + 0vey = f(2) g, donde f(z) = F(z) —1. (70)
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(b) Aplicando derivadas a (70) se obtiene
(2—-d)0,0,f =g, 0Of . (71)

(c) Parad >3
0,0,f =0. (72)
(d) Que en el caso anterior €, es una funcién a lo sumo cuadrética en las coordenadas.

(e) Que las transformaciones admisibles son

! o .
T, = T,ta., Traslaciones .
/ o . .
r, = (1+a)z,, Dilataciones .
/ _ v v vo__ W :
r, = (g, +e€)r,, con € =—e, Rotaciones .
T, = 1, +2(w.b)z, — bua? Transformaciones especiales conformes.

Este es el grupo conforme en d > 3. Estas expresiones corresponden a las versiones infi-
nitesimales de las transformaciones. A partir de ellas pueden hallarse expresiones generales

para cada transformacion.

El grupo conforme en d > 3 contiene entonces al grupo de Poincaré y ademas a las dilataciones
y las llamadas transformaciones especiales conformes. Para d = 2, donde el resultado del inciso
(c) del ejercicio anterior no es valido, el grupo conforme se hace més grande. De hecho, en
d = 2 el grupo conforme contiene infinitos tipos de nuevas transformaciones (aparecen infinitos
generadores para su algebra). Esto hace que los modelos que manifiestan la simetria conforme en
dimensién 1 4 1 sean muy ricos para el estudio analitico y es uno de los motivos por los cuales

las teorias conformes en 1 + 1 tienen tanta relevancia en fisica tedrica.

Si les interesa el tema, les recomendamos que lean por ejemplo la introduccién del libro “Con-
formal Field Theory” de los autores P. Di Francesco, P. Mathieu y D. Senechal. También pueden
encontrar en la web varios reviews o lectures en los que se suele mencionar al comienzo las

motivaciones para estudiar teorias conformes.
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2. Ecuaciones de onda relativistas

En esta clase vamos a estudiar algunos aspectos de las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac
siguiendo varios ejercicios de la practica. Dichas ecuaciones de onda relativistas son ejemplos de
ecuaciones que manifiestan la simetria ante el grupo de Poincaré que estuvimos estudiando la clase
anterior. Es importante remarcar que si bien el tratamiento que haremos de estas ecuaciones sera
completamente clésico (los campos serdan funciones escalares y no operadores) las propiedades

que mostraremos seran esenciales mas adelante cuando queramos hacer un tratamiento cuantico.

2.1. Ecuaciéon de Klein-Gordon

Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intencién de obtener
una ecuacion cuantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacion de Schrodinger que

podemos escribir como

A

. pz
Hy= | —+V | (73)

donde H = 9, y P= —1V, y que como notaran se basa en la expresion clésica de la energia F =
P?/2m+V . La idea entonces para generalizarla fue utilizar la expresién relativista £ = P? 4+m?
promoviendo los escalares a operadores y aplicandola a una funciéon para llegar a (—]:I 24 p2 4
m?)¢ = 0. Finalmente, si uno reemplaza las relaciones anteriores para H y P obtiene la ecuacién
de Klein-Gordon

02 — V2 + m>¢ = 0.

Notemos que para m = 0 esto no es nada mas que la ecuaciéon de ondas de siempre y agregar
el término de masa desde el punto de vista puramente matematico no modifica demasiado;
seguimos teniendo una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden que podemos
resolver transformando Fourier y que requiere de condiciones iniciales ¢(t = 0,z,y,2) = ¢o y
é(t =0,z,y,2) = (bo. Sin embargo, desde el punto de vista fisico no sabemos todavia qué es ¢.
Hasta aca por la derivacion que hicimos analoga a la de la ecuacién de Schrodinger pensariamos
que es una funciéon de onda andloga a 1 cuyo médulo al cuadrado nos daria la probabilidad
de encontrar a esta particula relativista en un dado tiempo y lugar; sin embargo, veremos que
esa interpretacion ya no es posible. En ltima instancia la version cuantica de esta ecuacion nos

permitira describir bosones escalares de spin-0 como los piones o el bosén de Higgs.
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Ejercicio: (Practica 1, Ejercicio 11) Considere la ecuacion de (Oskar)Klein - (Walter)Gordon:

(11" 00, +m*)¢p = 0

siendo ¢ una funcion de R* en C. ¢ puede considerarse como una representacion del grupo de
Lorentz del tipo (0,0) (ver Ejercicio 9).

(a) Muestre que si ¢ es solucidn, también lo es ¢ o (A, a) (invariancia de Poincaré de la ecua-
cion).
Comencemos con un poco de notacién, para simplificar notaremos a ¢(¢, z,y, z) como ¢(x*).
p » P p » Ly Ys

Queremos ver que si esta funcién satisface la ecuacién de Klein-Gordon
(" 0,0,6 + m?*¢) (z7) =0 Va (74)

entonces ¢(A7z? + a”) también lo hace.

Reemplazando ¢(Afx” + a”) en (74) debemos resolver
(70,0, +m?) (¢(AJ2” +a”)) . (75)

Algo obvio, pero que puede confundir a simple vista es que

Plata) = () 00) # 4 (lale) = 7 (Fo0) (o) = Flalog/ @), (70

Una cosa es la derivada de f evaluada en el punto g(z) y otra cosa es la derivada de la
funcion f compuesta con g evaluada en x. Tengan en cuenta esto porque es un error muy
comun. Voy a estar poniendo paréntesis de mas que los libros suelen obviar para enfatizar

esto. En este caso tenemos que derivar la composicion

(75) = n""0,0, (gb(AZm” + a”)) + m2¢(Aga:p +a%) (77)
= "0, (AS (0,27) (8a®) (ALz" + a”)) + m?G(AJ2" + a”). (78)

Esto no es mas que la regla de la cadena usando notacién de indices, por ejemplo,

_df dg' | df d® _ <~ df dg/ _ df dg’
N dSL’l dl‘l dI‘Q d&?l n 1 dl’j dl’l n dI‘j dl’l

= (9;f) (019")
(79)

Notemos que cada vez que queremos hacer la regla de la cadena tenemos que introducir un

L6 1m2). )

indice auxiliar nuevo diferente a los otros que tengamos dando vuelta, en el ejemplo anterior
seria 7, de lo contrario al repetir el indice estariamos introduciendo una sumatoria que no

deberia estar.
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Usando que 0,x” = ¢° (esta es la delta de kronecker de siempre, mantenemos la posicién de

los indices para recordar como se contraen)

(78) = "0, (AL67 (8a®) (AJ2” + a”)) + m*G(AJa” + a”) (80)
=10, (A} (950) (AJ2” + a”)) + m*P(Ag2” + a7) (81)
= n“”Ag‘Ag (0.089) (Apr +a%) + m%b(AZx" +a?%). (82)
Ahora recordemos que
ApA =n = Ao A) = n™” (83)
con lo cual tenemos
(82) = ™ (0,050) (A2 +a%) + m%(AZmp +a’%) (84)

que es la ecuacién de Klein-Gordon solo que evaluada en el punto (Agxp + a”), pero como

la ecuacién vale para todo punto tenemos que
_af o o 2 o o\ __
(84) = 1" (0a0p0) (AJ2” + a”) + m*p(AJ2” +a”) = 0. (85)
Esto prueba que la composicion es también una solucién de la ecuacion de Klein-Gordon y

por la tanto la ecuacion es invariante ante el Grupo de Poincaré.

Verifique que esta ecuacion es invariante ante el grupo discreto de transformaciones C vy
P y T, siendo C' la operacion de conjugar, P la composicion con inversion espacial y T la

composicion con inversion temporal.

Recordemos la accion de estas operaciones para el caso del campo escalar

C(¢(t,x)) = ¢"(t, x) (86)
P(o(t,x)) = ¢(t, —x) (87)
T (6(t,x)) = ¢(=t,%) (88)

Queremos ver que dada ¢ solucién de la ecuaciéon de Klein-Gordon
" 0,0,0 + m*p =0 (89)
¢* también es solucion. Conjugando la ecuacién anterior tenemos
0= (n“”@uay(b + ngb)* = (") 0,0,¢" + (mQ)* ¢* = n"0,0,0" +m?p* (90)

donde usamos que tanto n** como ¢ y m? son reales. Esto es exactamente lo que querfamos

ver.

Derivando es facil ver que al transformar (¢, z,y, z) — (t,—x,y, z) tenemos

aﬁ (¢(t7 —T,Y, 2)) = _ax ((8x¢) (ta -y, Z)) = (_1)2 (al“ax¢) (ta —T,Y, Z) = (91)
= (aiqb) (tv - Y, Z) (92)
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y que también

es evidente que lo mismo vale cambiando cualquier componente (incluso t) por menos ella.
Luego, haciendo explicita la suma sobre la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que (74) se
reduce a

(D + m2) ¢ = 0,0,0 — P — 8§d) —Pp+mPp=0 (94)

y como los términos con dos derivadas no cambian (y la constante tampoco) ante reflexiones

de una coordenada es claro que la misma ecuacién sigue valiendo para ¢(t, —z,y, 2)

(D + mz) (p(t,—x,y,2)) = ((D + m2) (b) (t,—x,y, 2). (95)

Esta cuenta vale igual cambiando la reflexién en x por una en t lo que muestra la invariancia
ante 7. Por ultimo, dado que reflejar una de las coordenadas es solucion, reflejando de a
una x, y, z es claro que aplicar P también es solucién. De hecho las reflexiones espaciales y
temporales pertenecen al grupo de lorentz y son un caso particular del item anterior ya que
solo usamos que la transformacién preservaba la métrica pero no cual era su determinante

o la componente AJ.

2.2. Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 12) Considere la ecuacion de Klein-Gordon para un campo

complejo.

(a) Muestre que la cantidad (llamada corriente, por su interpretacion como corriente conser-
vada que se verd en la guia siguiente) j, = —%(gp* Lo — p0,p*) satisface la ecuacion de
continuidad 0,5" = 0 si ¢ satisface la ecuacion de Klein-Gordon.

Veamos que la corriente j,, = —% (¢*0,¢ — ¢0,¢*) satisface la ecuacién de continuidad para

un campo escalar complejo ¢:

auju = 77/“/ uju = _%nuyau (gb* u¢ - ¢au¢*) = (96)
_ _%nw (0,0 0,0 + ¢ 0,0, — $,0,6" — 0,00,0") (97)

el primer y el dltimo término se cancelan y nos queda
. i * [V v *
a,ujﬂ = _5 (Qﬁ 7]# auau¢ - 92577# a,uau¢ ) (98)
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usando que el campo satisface la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que

U“"ﬁﬁm = —ngb (99)
" 0,0,0" = —m2¢* (100)
y reemplazando _
. t * *
Ot =2 (66 = 96") = 0. (101)

Evidentemente esto seguiria valiendo si la multiplicasemos por cualquier nimero complejo;
sin embargo, es facil ver que la unidad imaginaria es necesaria para que esta corriente sea

real

o = — 5200 (6°0,0) = T (6°0,6). (102

Evaliie la corriente para las soluciones de frecuencia positiva y negativa @4 (x,t) = eThe,

siendo ky = vVkZ + m?2.

Si tenemos
o+(z) = e Tk 2y (103)
entonces su corriente asociada es
. { * * i ikVx ikVx ikVx ik¥x
I = D) (070,01 — 020,07 ) = D) (Mg etitiee — Tk g B ) = (104)
_ _% (K o (i) €T 2 — TR w (jfoh) eFik ) — (105)
= L (Fik) — (£ik")) = FE". (106)

2
Muestre que la componente jo no es definida positiva (o negativa) en el espacio de soluciones

generado por soluciones de frecuencia positiva y negativa.

Del item anterior tenemos entonces que ng = Tk = Fvk2 + m? que es positiva para las
soluciones de frecuencia negativa y negativa para las soluciones de frecuencia positiva. Sin
embargo, si

6 = ady +bo_, (107)

entonces

Ju =T ((ady +bp-)" 9, (ady +bp-)) = Tm ((a*¢% +b"¢") O (adpy +bp-))  (108)
= Im (|a*¢% 0,0+ + [b]*¢* 04— + b* 0" aduds + a* 1 b0, ) (109)
= Im (|a*¢".0,¢+) + Im (|b*¢* 0,¢-) + Im (b*¢* ad,g + a*¢’b0,d-) (110)

pero como ¢4 = ¢* , tenemos que (a*¢% b0, ¢_)" = apb*0,¢* = ap* b*0,¢4, entonces
Ju = lal’5; +[b1%j; + Im (Re (a*¢"00,0-)) = |al*s;} + [b%),, (111)

28



Teoria de Campos
, . . . . . Primer Cuatrimestre
Guia 1: Grupo de Poincaré. Ecuaciones de onda relativistas. 28 de abril de 2020

y en particular
Jo = lal*jg + [b1%ja = (1bI* — |al”) & (112)
que no tiene un signo bien definido sino que depende de la combinacién lineal.

iPor qué es importante esta observacién de que jo no tiene un signo bien definido? Es
importante porque la ecuacion de Klein-Gordon surgié originalmente con la intencion de
obtener una versiéon covariante de la ecuacién de Schrodinger y recordemos que la funcion
de onda, ¥(x,t), de dicha ecuacion estaba asociada a la amplitud de probabilidad, o sea que
|4(x, t)]? nos daba la probabilidad de encontrar a la particula en la posicién z a tiempo .
Matematicamente, una de las piezas fundamentales en esta interpretacién provenia de que

al definir la corriente de probabilidad

= o vy — V) (113)

2mae

teniamos la ecuacion de continuidad para la probabilidad
) 9 .
VXD +V-j=0. (114)

Al notar que la ecuacién para j es idéntica a j, con g = 1,2, 3 (a menos de un factor) y que
(114) es idéntica a (101), uno se ve tentado de interpretar a ¢ como una funcién de onda
con una densidad de probabilidad dada por jy. Sin embargo, lo que este ejercicio nos dice es
que esto no es posible, pues si asi fuera jy deberfa ser definida positiva o negativa (si fuese
negativa podriamos redefinir a j, multiplicandola por —1 y hacerla positiva) para definir

correctamente una probabilidad (que por definicién es no negativa).

En cambio una interpretacion que pareciera ser mas adecuada viene del lado del electro-
magnetismo. Alli recordemos que la conservacién de la carga eléctrica podia expresarse por

la ley de continuidad

)
5PtV i=0 (115)

siendo p la densidad de carga y j la densidad de corriente. En ese caso p podia ser tanto
positiva como negativa y era sélo la carga total la conservada; de manera similar podriamos
pensar en las soluciones de frecuencia positiva o negativa como portadoras de distintas “car-
gas”. Vale aclarar que todo este ejercicio solo tiene sentido con un campo escalar complejo

ya que si fuese real la corriente que definimos seria idénticamente 0.

Empezamos buscando una generalizaciéon de la ecuacion de Schrodinger compatible con la re-
latividad especial. Sin embargo, llegamos a una ecuacién que, o bien no tiene una corriente
conservada del mismo tipo (si el campo es real) o bien cuando la podemos definir no obtenemos

una densidad de probabilidad para la particula. Si a eso agregamos que ahora debemos dar mas
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condiciones iniciales, pues no solo debemos dar el valor de ¢ a tiempo inicial sino también su
derivada (lo cual no sucedia con la ecuacién de Schrédinger) y que ademds transformando Fou-
rier la ecuacién de Klein-Gordon obtenemos la relacién de dispersiéon E? = p? + m? que permite
energias negativas (recordemos que esto no pasaba con Schrodinger por ser el hamiltoniano un

operador hermitico) no es dificil entender que esta ecuacién haya sido inicialmente descartada.

2.3. Ecuacion de Dirac

Asi las cosas pareceria necesario entonces obtener una nueva ecuacion. Dos de los problemas
anteriores podrian ser resueltos con una ecuacién de primer orden puesto que no necesitariamos
dar ngo y permitiria potencialmente eliminar el cuadrado que permite energias negativas en la
relacién de dispersiéon anterior (de manera tal que £ = 1/p? + m? > 0). Esto motivé a Dirac a
buscar un operador lineal O = (A9, + B, + C0, + iD9,) tal que O* = V? — 92 ~ E* — p?, de
esta relacion se deducen relaciones de conmutacién entre A, B, C, D que determinan el algebra

de Dirac. Su solucion resulta ser la ecuacién de Dirac
oV = (sza#)qf =mWV¥

por analogia con O ~ \/E? — p? = m.

Ejercicio: (Prictica 1, Ejercicio 13) Considere ahora la ecuacion de Dirac:

(iv"0, —m)¥ =0

siendo U una funcién del espacio-tiempo en C*. Las " son matrices que cumplen {v*, 7"} =
2" 14x4. Por cada solucion V de la ecuacion de Dirac, es posible generarse otra solucion W,

definida por U (x) = S(A)W(A™'z), con S(A) una matriz asociada a la transformacion de Lorent:z.

(a) Muestre que S debe cumplir: S™1y1S = A* V.
Notemos que la simplicidad que ganamos al tener ahora una ecuacion lineal la perdimos
en que ¥ ya no es un escalar como lo era ¢, que podia pensarse como una representacion
del grupo de Lorentz tipo (0,0). Ahora ¥ es un vector, lo que significa que al hacer una
transformacién de Lorentz no sélo debemos transformar el punto en el que se evalia, sino
ademds también las componentes de su vector (esto es lo que hace S(A)).
Yendo al ejercicio, si el campo transforma como ¥(z) = S(A)¥(A~'z) y pedimos que la

ecuacion de Dirac sea invariante de Lorentz tenemos

0 = (i7"8, — m) S(A)T(A~z) = S(A)S(A)™! (W (A0, - m) S(A)U(A'z)  (116)
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0=S(A) (z’S(A)‘W”S(A) (A1) 0,0 — m\11> (A'z) (117)

Necesitamos entonces que

S(A)TIS(A) (A7) =" (118)

(de manera tal que al reemplazar en (117) obtengamos S(A™!) (i7*0,¥ — m¥) (A~1x) = 0).

Luego multiplicando (118) por A¥ y sumando sobre v obtenemos

S(A) 1S (A) = ALy (119)

como queriamos. Lo que nos dice este ejercicio es que si queremos que la ecuacién de Dirac
sea invariante ante transformaciones de Lorentz, las matrices de Dirac deben transformar de
manera covariante. Esto es razonable, puesto que si queremos que la ecuacién sea invariante
de Lorentz el término y#0, deberia ser invariante y dado que la derivada transforma como
un vector covariante la matriz gamma deberia transformar como uno contravariante.

5 Spvwh?

(b) Compruebe que S = e , con ¥, = %[7“,%], satisface la condicidn previa a primer

orden en el pardmetro w*¥ de la transformacion de Lorentz A.

Sea

S(A) = exp (%wa“”) ~1+ %Eww‘“’ (120)

la matriz de transformacion de los espinores de Dirac a causa de una tranformacién de
Lorentz A del sistema de coordenadas (donde ~ significa a primer orden en w”). Entonces

tenemos que su transformacion inversa viene dada por

S(A)! =exp (—%wa‘“’> ~1-— %wa‘“’. (121)

Ademas podemos expresar a A en términos de los generadores del grupo de Lorentz como

?

57" Mo, (122)

1
A =exp (§w"”Map) ~1+
y reemplazando en la relacion obtenida en el ejercicio anterior

ALry” = S(A) TS (A) (123)

(1 + §w"”20p) v = (1 - §Eapw""’) M (1 + iZUpw"”> ~ fy“+§ (35w — EgpwPyH)
(124)

(Mop)i7" = (V'Eep — Eop?") = 7", L] - (125)

Sélo queda como ejercicio reemplazar las matrices M,, y v* que ya conocemos y la matriz

Yop que nos dan en la expresion anterior y ver que efectivamente el lado izquierdo coincide

con el derecho.
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2.3.1. Representacion Quiral

Nuevamente nos encontramos con una representacion del grupo de Lorentz, ahora dada por las
matrices S(A). Esta representacion tiene un dlgebra de Lorentz asociada cuyos generadores son las
matrices X,,, como vimos en el ejercicio anterior. También vimos antes que toda representacion
del 4lgebra de Lorentz puede ser escrita como suma directa de 2 su(2). La pregunta natural seria

cudl es el espin de estas dos representaciones en este caso particular y qué significan fisicamente.

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 14) La representacion del grupo de Lorentz (incluyendo paridad)
de dimension mas baja es una suma directa de representaciones de espin % (%, 0) @ (0, %) Esta
es la representacion espinorial. A fin de ver esto, considere la llamada representacion quiral de
las matrices de Dirac, en las que el inico cambio respecto a la representacion estandard es en

")/0 . _ 0 12><2
quiral 12><2 0

0
(a) Muestre que una transformacion de Lorentz preserva espinores de la forma [ 0 ] Yy [ ] .

Como vimos en el ejercicio anterior los generadores de las transformaciones de espinores

vienen dados por

i v Z v v
L = 7 0= 0% =), (126)
Notemos que
0 A 0O C| | AD 0
B 0 D 0 0 BC

y, como las matrices v* en esta representacién tienen justo esa forma, pues

0 0 Id K 0 ok
7 a oo | ok o |’

tenemos que X, resulta diagonal por bloques. Ademas dado que

A0
0 B

exp(A) 0
0 exp(B)

exp =

9

es claro que la transformacion .S sera de la forma

S = exp (%waw) =

A 0
0 B
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Asi, dado un espinor [ 0 ] en el subespacio

1 0
T+:< (0 1 >
0 ’ 0
0 0
5]:
0

A 0
0 B

e
0

eT .
0

tendremos que S [ ¢ ] =

0
De la misma forma, dado un espinor [ ] en el subespacio
X
o o
_ 0 0
T = L4
1 0
1 0] 1
0 Ao0lfo [0
tendremos que S = = eT .
X 0 B || x | Bx

Esto que a simple vista puede parecer solo una curiosidad matematica nos dice que la
ecuacion de Dirac preserva la quiralidad y mas adelante veremos que esta relacionado con

un observable que se puede medir en el laboratorio.

(b) Calcule los generadores A y B del Ejercicio 9 en esta representacion y verifique que los dos
tipos de espinores del inciso anterior corresponden a la representacion (%, 0) y (0, %)

Necesitamos calcular

1
Ji = §€ijkzjk (127)
K, =X (128)

(usamos letras latinas para los enteros del 1 al 3) para luego obtener

o
I

% (f - zl?) (129)

oL
I

% (f+ zf?) . (130)

Recordemos que los generadores de rotaciones en esta representacion del adlgebra de Lorentz
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son
2._i[j Bl L ik ki
w=7 17" =7 (7" =)
il o @ 0 o 0
4 I —al 0 —dk 0 —ok
i [ _gigh 0 —okgi
4 I 0 —gigk 0 —0
o [ okgi — gigh 0
4 0 okgi — gigh

1 a0
= 2€ka 0 g-i

Mientras que los generadores de boosts estdan dados por

Ei—_ 7 0:_

0 4[7_77] 4_
i 0 o
4 _—ai 0_
i (o 0]
4 _O —UZ_
_z_az 0
2_0 —o!

1
Jz §€ijk2jk
1 g 0
= -9 )
4 0 o
1
Ki == E10 = 5 [

k
|
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(77" = *7°)

1 01
0 10

_0—1

0 o

0

)

0

O.k

0

I

0

—0

|
)
[ ]

%

0

O.Z

0

o’

0

)

)

(131)

—~

132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

(141)
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e
[‘; 8] (144)
((7; _(;D (145)
TR A EH o

como vemos efectivamente A actia sobre Tt y B sobre T~ y ademds, como son las matrices

y en virtud de (129) obtenemos

1 1/(1[o 0 i
Ai=S(Ji—iK) = | 5 | i
5 (i — i) 2(2[0 gz] '3

de Pauli, sabemos que su &lgebra es su(2).

Lo que nos dice este ejercicio es algo que ya habiamos adelantado: las soluciones de la
ecuacion de Dirac son espinores de Dirac W que pueden descomponerse como suma de
espinores de Weyl U = U, + Uy con Uy, € TH,Up € T~ (usando que T+ T~ = Ch) y

esta descomposicién no cambia frente a transformaciones del grupo de Lorentz.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

...sobre la ecuacion de Klein-Gordon
(n"* 0,0, + m*)¢ =0

5 Es una ecuacion diferencial de segundo orden.
5 Posee invariancia ante el grupo de Poincaré y transformaciones C, P y T.
5 ¢ es un escalar (representacién del grupo de Lorentz del tipo (0,0)).

5 No define una funcién de onda.

...sobre la ecuacion de Dirac
(iv"0, + m)¥ =0
g Es una ecuacion diferencial de primer orden.
5 Posee invariancia ante el grupo de Poincaré.
5 U es un vector complejo de 4 componentes.
g U = W, + Ug es un espinor de Dirac (corresponde a (3,0) @ (0, 3)).

5 Las componentes ¥ v Wi no cambian ante transformaciones de Lorentz.
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