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1. Grupo de Poincaré

La teoria cuantica de campos que estudiaremos es una teoria invariante ante el grupo de simetrias
relativistas, que se conoce como grupo de Poincaré, y contiene al llamado grupo de Lorentz.
Gracias al aporte de Minkowski, este grupo puede pensarse como el grupo de transformaciones
que deja invariante a la métrica pseudoeculidea que lleva su nombre. En esta primera parte
veremos aspectos de este grupo y su algebra, comenzando con su analogo euclideo. Veremos

ademas como aparecen los espinores como representacion del grupo de Lorentz.

1.1. Generalidades sobre grupos y algebras
1.1.1. Grupos

Antes de comenzar con el estudio de los grupos mencionados, vamos a decir primero lo que es

un grupo.

(Tl

Definicién: Un grupo es un conjunto G con una operacion de multiplicacion cerrada

en el grupo, es decir tal que g1 - o € G si g1, g2 € G, y tal que

(a) Cumple asociatividad: g1 - (g2 - g3) = (91 - 92) - g3, para todo g1, g2, g3 € G;

(b) Existe elemento neutro: Existe 1g € G tal que 1g-g =g - 1g = g, para todog € G}

(c) Existe elemento inverso: Dado g € G, existe ¢ € G talque g-¢' =¢ - g = 1g.

Un ejemplo de grupo es el conjunto de los niimeros reales tomando el producto del grupo como
la operaciéon suma entre nimeros reales. La suma entre reales da un nimero real, es asociativa,
tiene elemento neutro (el 0), y tiene elemento inverso (el elemento opuesto). En general, todo

espacio vectorial define un grupo con respecto a su suma.

Noten que el conjunto de los niimeros reales tomando la multiplicacién como el producto entre
reales no es un grupo: si bien el producto es asociativo y tiene elemento neutro (el 1), no todo
elemento de R tiene inverso (el cero no lo tiene, ya que no existe ¢' € R tal que ¢.0 =1 = 1g).
Sin embargo, como pueden facilmente verificar, R — {0} si es un grupo con respecto al producto

usual.

Los grupos que mencionamos en los parrafos anteriores tienen orden (cantidad de elementos)
infinito. Un ejemplo de grupo de orden finito es el dado por el conjunto de las potencias enteras
de la unidad imaginaria ¢, tomando la multiplicaciéon del grupo como el producto usual entre
nimeros complejos. Este grupo es una realizacion del llamado grupo ciclico de 4 elementos. El

conjunto de elementos del grupo es {1, i, —1, —i}, por lo que el grupo tiene orden 4.
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Todos los grupos que mencionamos hasta este punto son grupos abelianos. Esto significa que
la multiplicacion entre dos elementos del grupo da el mismo resultado independientemente del
orden en el cual se multiplique. Cuando el orden de la multiplicacion en un grupo altera el
resultado decimos que el grupo es no abeliano. El grupo de simetrias del modelo estandar (que
estd construido a partir de un producto directo de grupos unitarios que veremos més adelante)
es un ejemplo de grupo no abeliano relevante en fisica. Los ejemplos mas comunes de grupos no

abelianos estan dados por grupos de matrices. Uno de ellos se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: (Practica 1, Ejercicio 1) Considere las transformaciones lineales en RP que dejan

invariante la forma cuadrdtica x"x, siendo x € RP.

(a) Muestre que la matriz M que implementa la transformacion lineal debe cumplir MT M =1,
y como consecuencia de esto | det(M)| = 1. El grupo de matrices que cumple MTM =T se

conoce como grupo ortogonal y se lo denota como O(D).

Sea ' = Mz (el elemento x transformado por M). Imponiendo que la forma cuadratica sea

invariante, es decir que 272 = 272/, resulta 272 = 272’ = 2T M7 Mx. Por lo tanto,
M*M =1. (1)

lo que implica que MT = M~!. Tomando el determinante a ambos lados de esta tltima
ecuacion, y teniendo en cuenta que el determinante no cambia al trasponer la matriz, resulta
|det(M)| = 1.

Es sencillo ver que el conjunto de matrices invertibles que cumplen M7 M =1 es un grupo
tomando la multiplicaciéon del grupo como el producto usual entre matrices. Verifiquemos

esto:

= La multiplicacion es cerrada: dados dos elementos M; y My que cumplen la condicién

dada por la ecuacién (1), MM, también la cumple. En efecto,

(M Mo)" (M M) = M MM, My = My IMy = My My =1. (2)
» La multiplicacion es asociativa (ya que el producto de matrices es asociativo);

= FExiste el elemento neutro dentro del conjunto. Para la multiplicaciéon entre matrices,

el elemento neutro es la matriz identidad I, que pertenece al conjunto ya que I7I = I;

= Existe el elemento inverso dentro del conjunto. Como partimos de considerar matrices
invertibles sélo tenemos que ver que si M cumple (1), entonces M ~! también lo cumple.

En efecto,
(MY Mt =MD M = (MY M = MM =1, (3)

donde en la pentltima igualdad utilizamos que M cumple (1) y por lo tanto M* = ML,

6
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(b) Al subgrupo de matrices de O(D) con determinante +1 se lo denomina SO(D) (“S” por
“special”). Argumente que para el subgrupo de matrices de O(D) conectadas continuamente
con la identidad el determinante debe ser +1. (Ocurre que la condicion determinante +1
garantiza que la matriz se halla en el subgrupo conectado con la identidad, de modo que

SO(D) tiene una sola componente conezxa que incluye a la identidad).

Un subgrupo de un grupo dado es un subconjunto del conjunto original que es en si
mismo un grupo (con la multiplicacién heredada del grupo original). Pueden probar que
efectivamente las matrices del grupo ortogonal que tienen determinante 41 forman un
grupo.

Que una matriz M, dada esté “conectada continuamente con la identidad” significa que
existe al menos una funcién continua M(s;) (que dados ciertos nimeros reales s; me da
una matriz M (s;)), y tal que las matrices My y la matriz identidad estédn en la imagen de
dicha funcién M(s). Pueden imaginar que, en el espacio de las matrices, dicha funcién nos
permiter construir una curva continua que conecta a la matriz M, con la identidad. Como
la funcion M (s) es continua, y la funcién determinante también lo es (ya que consiste en
multiplicar y sumar entradas de la matriz), det [M(s)] también es continua. Dado que las
matrices de O(D) tienen determinante £1, y como det [I] = 1, para que det [M(s)] sea
continua debe ser det [M(s)] = 1. Las matrices de O(D) que tienen ese determinante son
justamente las matrices de SO(D) que constituyen el grupo ortogonal especial o grupo de

rotaciones en D dimensiones.

1.1.2. Representaciones de grupos

En esta seccién vamos a presentar el concepto de representaciéon de un grupo. Si bien este
concepto va a ser relevante para nosotros recién en la proxima clase, es natural introducirlo
mientras estamos hablando de grupos. En la definicién que vamos a dar aparece el conjunto
gl(V'), que es simplemente el conjunto de transformaciones lineales (biyectivas) que van de V' en

V', es decir
gl(V)=A{T:V =V, con T biyectiva} .

Definicién: Una representacién de un grupo G sobre un espacio vectorial V' es una

aplicacién 7 : G — gl(V) que cumple

T (g1 g2) = 7 (91) 7 (g2) ,

para todo g1, g» en G y tal que 7(1g) = Iy (identidad sobre V') .
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Tomemos un poco de tiempo para analizar esta definicién. Si g es un elemento del grupo, y 7 es
una representacion, entonces m(g) es un elemento de gl(V'). Es decir que 7(g) actia sobre V' y
me devuelve un elemento de V. Para no ser tan abstractos, si V' es por ejemplo C? 7(g) es una
matriz de 2 x 2 cuyos coeficientes dependeran en general del elemento ¢ del grupo. Pero para
constituir una representacion del grupo, estas matrices tienen que respetar la multiplicacion del
grupo: la matriz asociada a la multiplicacion de dos elementos del grupo es el producto de las

matrices asociadas a cada uno de ellos.

Observaciones:

(a) Dado V siempre existe una representacién de G sobre V: si se toma 7(g) = I (la identidad
sobre V') para todo g € G es trivial ver que 7 es una representacién de G. Cuando V' = C

(o V' =R) dicha representacién se conoce como representacién trivial.

(b) Si V tiene producto interno, se dice que una dada representaciéon = de G en V' es unitaria

si m(g)'r(g) = Iy para todo g en G.
(c) Se dice que una representacion es fiel si 7(g) es distinto para cada elemento g del grupo.

(d) V' no tiene por qué ser necesariamente un espacio de dimension finita. De hecho, como
comentaremos mas adelante, no existen representaciones unitarias de dimension finita (no

triviales) del grupo de Poincaré.

Ejercicio: Considerar el grupo ciclico de cuatro elementos en la realizacion vista anteriormente

en la cual el conjunto de elementos es G = {1, i, —1, —i}. Verificar que m : G — R? definido por

w<1>=[; f],m‘):[f N ,w<—1>:[‘01 _01],7r<—z'>=[_01 ;] ()

es una representacion sobre R? del grupo ciclico de cuatro elementos. Notar que esta represen-

tacion no es trivial, es unitaria y es fiel. Intentar encontrar una representacion del grupo pero

ahora sobre R3.

Noten que podemos interpretar a cada una de las matrices anteriores como matrices de rotacion
de los vectores de R? alrededor del eje z en dngulos de 0, 37/2, m y 7/2, respectivamente. Quizds
esto hace que sospechen algo que es efectivamente correcto: el grupo ciclico de cuatro elementos
es un subgrupo del grupo de rotaciones en 2 dimensiones SO(2) (cuyo orden es infinito). Esto
puede servirles como ayuda para pensar cémo encontrar representaciones sobre R3, como se pide

en el ejercicio.
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El grupo de rotaciones en tres dimensiones SO(3), que serd de relevancia por ser un subgrupo del
grupo de Poincaré que estudiaremos mas adelante, esté estrechamente relacionado con otro grupo
matricial importante en fisica denominado SU(2) (grupo de matrices unitarias de dimension 2
que tienen determinante +1). Aunque SO(3) surge naturalmente al considerar las rotaciones
espaciales, SU(2) es més sencillo! y m4s facilmente visualizable: SU(2) es la esfera S® (para ver
esto pueden mirar por ejemplo el articulo de Wikipedia que habla sobre la 3-esfera). Cuando
decimos que el grupo es “visualizable” estamos haciendo referencia al hecho de que tanto SO(3)

como SU(2), ademés de tener estructura de grupo, tienen estructura de variedad diferenciable.

Los grupos que tienen una estructura de variedad diferenciable compatible con la estructura de
grupo se denominan grupos de Lie. Cada elemento de un grupo de Lie se puede reescribir
como la exponencial de lo que se conoce como generador, y el conjunto de generadores forman
un dlgebra de Lie. A continuacién veremos la definicién de algebra de Lie y estudiaremos cuél es

el dlgebra de Lie del grupo de rotaciones.

1.1.3. Algebra de Lie asociada a un grupo

Definicién: Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V' sobre C (o R) con una operacién

corchete (o conmutador) “[,]” que cumple las siguientes propiedades

(a) Es bilineal:
laz + By, 2] = afz, 2] + Bly, 2] ,
[z, ay + Bz] = alz,y] + Bz, 2],
para todo z, y, z € V y a, B € C (R);

(b) Es antisimétrica: |x,y] = —[y, x|, para todo z, y € V.

(c) Cumple la identidad de Jacobi: [[z,y], z]+][[z, =], y]+|[y, ], 2] = 0, para todo z, y, z €
V.

J

Vean que lo que esencialmente diferencia la estructura de grupo de la de un dlgebra es que esta
ultima tiene, ademéas de la multiplicacion (corchete), una suma (por ser un espacio vectorial).
Ademas, el producto de las dlgebras de Lie no es asociativo, a diferencia de lo que sucede con los

grupos. Esta falta de asociatividad se expresa a través de la identidad de Jacobi.

Un ejemplo que todos conocen de algebra de Lie estd dado por el espacio vectorial R3, donde se

Esto no quiere decir que SU(2) no surja naturalmente en fisica. De hecho, la libertad de la eleccién en la fase de
la funcién de onda en mecénica cudntica hace que sean de interés las llamadas representaciones bivaluadas de SO(3),
es decir, tanto las verdaderas representaciones unitarias de SO(3) asi como también aquellas que estdn determinadas
salvo un factor de fase (y que se denominan representaciones proyectivas). Las representaciones bivaluadas de SO(3)

son justamente las representaciones de SU(2).
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define el corchete como el producto vectorial entre dos vectores (pueden verificar que cumple las

propiedades mencionadas arriba).

Vamos a utilizar una propiedad, que no vamos a demostrar, que dice que dado un elemento del
dlgebra x, el conjunto {€'} con ¢ € R es un subgrupo monoparamétrico (porque depende sélo del
parametro t) del grupo de Lie asociado al dlgebra. Para que esto no suene tan abstracto piensen
en el grupo de rotaciones en 3 dimensiones: los elementos del algebra van a estar asociados
a los operadores de momento angular en una direccion determinada y el pardmetro ¢ estaria
asociado al angulo de la rotacién alrededor de esa direccién; estas rotaciones alrededor de un
eje son claramente un subgrupo del grupo total de rotaciones y estan caracterizadas por un sélo

parametro.

A continuacién, vamos a estudiar con mas detalle el algebra del grupo de rotaciones. Para ca-

racterizar dicho algebra vamos a utilizar como guia el siguiente ejercicio de la préactica.

Ejercicio: (Practica 1, Ejercicio 2) Una matriz cualquiera M del grupo SO(D) puede escribirse
como la exponencial de otra: M = e?. El conjunto de matrices que aparecen en la exponencial

forman un dlgebra, tomando el corchete como el conmutador entre matrices.

(a) Muestre que esta matriz A debe ser antisimétrica.

En este inciso queremos comenzar a caracterizar el dlgebra asociada al grupo de Lie SO(D),
que se denota so(D) (en general se utilizan mayusculas para denotar a los grupos y minis-
culas para sus respectivas algebras). Teniendo en cuenta la discusién previa a este ejercicio,
sabemos que el conjunto de matrices dadas por et con t € R es un subgrupo de SO(D),

por lo que tiene que valer
()" () =T, (5)
para todo t € R. Noten que la traspuesta de la exponencial es la exponencial de la traspuesta

(esto se puede ver recordando la definicién de la exponencial de una matriz), asi que
<etAT) (e) =1. (6)
Derivando respecto de ¢t y tomando ¢ = 0 llegamos a
AT+ A=0, (7)

lo que nos dice que A es antisimétrica.

(b) Definimos la dimension de un grupo de Lie como la dimension del espacio vectorial de

su dlgebra asociada. A partir del inciso anterior, muestre que la dimension de SO(D) es
D(D —1)/2.

10
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Sabemos que la matriz A es antisimétrica, por lo que sus elementos diagonales son nulos,
y los de la supra-diagonal quedan determinados a partir de los de la sub-diagonal. La
dimension del espacio vectorial de las matrices antisimétricas es entonces la cantidad de

elementos que hay en la sub-diagonal, que son D(D — 1)/2.

(c) Los generadores del espacio vectorial de matrices antisimétricas (cuya exponencial genera
el grupo) pueden escribirse convenientemente en términos de una coleccion de matrices
Yy (I, J =1, .., D), siendo por defincion ¥;; = —% 5 (note que aqui I y J no son las
componentes de la matriz sino un doble indice que etiqueta cada matriz). En términos de

estas, la matriz M de SO(D) puede escribirse como:
M = ez>1" (8)

siendo w!’ pardmetros reales sujetos a la relacion w'’ = —w’!. Para el caso D = 3, halle

T en términos de los generadores y dngulos

un conjunto de matrices Y1y y pardmetros w’
usuales de rotacion que expresan la rotacion en torno a un eje. Relacione el indice I.J con
el plano de rotacion.

Comenzamos aclarando que en la ecuacién (8) hay una suma doble implicita sobre los indices
I y J. Siempre que aparezcan indices repetidos consideren que hay una suma implicita, a
menos que se indique lo contrario.

Para el caso D = 3 la cantidad de generadores es 3 x (3 — 1)/2 = 3. Veamos por ejemplo
cudl es el generador Y,, asociado a la matriz de rotacién en angulo ¢ alrededor del eje z

R.(0). Recuerden que
cosf sinfd 0

R.(0) = | —sinf cosf 0 | . (9)
0 0 1

Estamos buscando una matriz ., de 3 x 3 y una constante w,, tales que resulte
ey = R_(6) . (10)

Noten que no incluimos en la exponencial el término wy,; Xy, ya que wy; Xy, = (—wyy) (X)) =
WeyXay ¥ esto cancela el factor 1/2 que aparece en el exponente de la ecuacién (8). Como
R.(#) es una matriz por bloques, el bloque de un solo elemento (donde aparece el valor 1)
se podra obtener facilmente haciendo la exponencial de una matriz con la misma estructura
de bloques y cuyo elemento diagonal inferior es un 0. Es decir, la estructura de X,, debe
ser la siguiente
ajp oz 0
Exy = | azn @ 0O : (11)
0 0 0

Ahora nos queda determinar los coeficientes «;; para que resulte

exp a1 Q2 _ cosf  sinf . (12)
Qo1 Q22 —sinf cos @

11
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Para esto, es 1til recordar la propiedad
"% = cos O 4 isindn - 7, (13)

donde n = (ny, ny,n,) es un versor y ¢ = (0, 0y, 0,), siendo o; las matrices de Pauli. Noten
que para obtener los sin en la antidiagonal de la matriz de la ecuacién (12) tenemos que

elegir n = (0,1,0). En efecto, resulta

" cosf sind
e = : (14)
—sinf cos6

por lo que vamos a tomar

0 1
B . (15)
Qg1 (99 -1 0

Finalmente, tenemos entonces
Yw=1|-10 01, (16)

y Wgy = 0. Noten que X, es antisimétrica, como debia serlo. Tenemos aqui un ejemplo
concreto de un subgrupo monoparamétrico de SO(3) (el pardmetro es 6 y el generador
Y.y ): las matrices de rotacién alrededor del eje z. La resolucién se torné un poco larga
porque trabajamos a fuerza bruta. Noten que el procedimiento de hallar los generadores
se simplifica mucho si recordamos que el conjunto de las matrices R,(f) es un subgrupo
monoparamétrico de SO(3), donde el parametro es 6. Escribiendo R (f) = e+, vemos

que debe ser
dR.(0)

d

Por esta ultima ecuacién se suele decir que “el algebra es la aproximacion lineal del grupo”;

Yy = (17)

0=0

el algebra puede pensarse como el espacio tangente al grupo en la identidad. Retomando el

ejercicio, podemos calcular X, del siguiente modo

dR.(0) cosf) sinf O 0
Yoy = — = — | —sinf cosf 0 =|-10 0], (18)
g |,_, do
0 0 1 o 0

que coincide con el resultado que ya habiamos obtenido. De forma similar, pueden ustedes

hallar los dos generadores restantes

0 0 0
Spe=10 0 1],y = (19)
0 0

o O O
o O =

—1

12
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Ya determinamos los elementos del algebra de Lie asociada al grupo de rotaciones. En el Ejercicio

3 de la préactica les pedimos a ustedes que vean que el corchete entre los generadores es

(X1 2un] = 0NEsm + 0umEin — XN — SN - (20)

Esto determina completamente el algebra so(D) asociada al grupo de rotaciones. Definiendo

1
Ji = §€ijkzjk ) (21)

la relacién (20) nos da (en el Ejercicio 8 se pide esta misma cuenta pero con una ligera variante

en la definicién de los generadores)
(i, J;] = —€ijedi (22)

que, salvo el signo del lado derecho y la falta de una i (y que se arregla al redefinir los generadores
multiplicandolos por —i) deben reconocer como el algebra de momento angular su(2): [J;, J;] =
i€;jiJi (ver ecuacién (50)). Esto nos dice que so(3) = su(2). Ustedes ya conocen representaciones

de este algebra?. Una representacién de su(2) sobre C? estd dada por las matrices de Pauli

110 1 110 —2 11 0
J— = s Jy = = ) J3 — - : 23

Esta representacién la conocen como la de momento angular j = 1/2. También conocen repre-
sentaciones sobre espacios de mayor dimension. Por ejemplo, una representacion de su(2) sobre

C3 queda definida tomando

[0t N U 10 0

h—=—=101], hv—|-1 0 1|, Js—=[00 0 24

125 N 3 (24)
010 -1 0 00 -1

Esta es la representacién asociada a j = 1. En general, las representaciones irreducibles (ya
veremos mejor qué significa esto) de su(2) estdn caracterizadas por un semientero j y acttian

sobre C¥*! (es decir, son matrices cuadradas de tamano 2j + 1).

Si bien so(3) = su(2), como mencionamos anteriormente los grupos SO(3) y SU(2) no coinciden.
Anteriormente mencionamos que SU(2) se puede visualizar como una esfera. SO(3) es en efecto
una esfera pero con los puntos antipodales identificados. Si tomamos un pedazo pequeno de esa
esfera, el punto antipodal de uno dado no nos interesa, esta fuera del pedazo tomado. Localmente,
la esfera y la esfera con los puntos antipodales identificados son iguales. Esto es justamente lo

que nos dice la igualdad entre las adlgebras asociadas: localmente los grupos son iguales.

2La definicién de representacién de un &algebra es andloga a la de representacién de un grupo. En esencia, la
representacién de un elemento del dlgebra serd una matriz, y el producto y suma de matrices da la matriz asociada al

producto y suma de elementos del dlgebra.
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1.2. Grupo Euclideo

El grupo Euclideo es el grupo de transformaciones que dejan invariantes a la distancia euclidea
entre dos puntos. Dicho grupo estd compuesto por el grupo de rotaciones y el grupo de trasla-
ciones, y se denota por 1SO(3) (o ISO(D) en D dimensiones). En el ejercicio 4 les pedimos que

estudien el dlgebra asociada al grupo Euclideo.

La clase que viene vamos a estudiar lo que seria el analogo al grupo Euclideo en relatividad
especial, es decir, el grupo de transformaciones que deja invariante la “distancia” entre dos puntos
en el espacio-tiempo. A las rotaciones y traslaciones se van agregar otras transformaciones que

mezclan tiempo y espacio y se denominan boosts.

Algunas cosas para llevarse de esta clase

8 Un grupo es un conjunto de elementos con una multiplicacién asociativa entre

elementos del grupo, y que tiene elemento neutro e inverso.

8 Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial donde ademas hay un producto entre

elementos del dlgebra (corchete) que es bilineal, antisimétrico y que cumple Jacobi.

8 Para los llamados grupos de Lie (que son los que més nos van interesar), dado ¢

en el grupo, existe x en un algebra de Lie tal que g = e*. x se conoce como generador.

8 En el contexto del inciso anterior, el conjunto g(t) = € con ¢ € R define un

subgrupo. Noten que z = ¢'(t)|,_,.

8 Lista de grupos para recordar: O(D), SO(D), U(D), SU(D), ISO(D). Las alge-

bras asociadas se notan con mintsculas.

8 Las representaciones irreducibles (ya veremos qué significa esta palabra) de su(2)
quedan clasificadas por un semientero j = 0, 1/2, 1, 3/2, .... Fijado j, la dimensién
de la representacion es 2j + 1 (son las matrices de momento angular que ya han

visto).

14
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1.3. Representaciones irreducibles

Al estudiar las distintas representaciones de un grupo es importante poder descomponer una
dada representacion en “partes” mas simples. Una manera de conseguir esto es buscar cudales son

los menores subespacios invariantes (no triviales) de la representacién.

Consideremos una representacién 7 : G — gl(V'). Decimos que un subespacio W de V' es inva-
riante por 7 si w(g)(W) C W para todo elemento g del grupo. Visto esto, podemos definir lo que

significa que una representacion sea irreducible (que se suele abreviar como irrep).

Definicién: Una representacion 7 : G — gl(V') dada es irreducible si V' no posee subes-

pacios invariantes por 7 no triviales.

Toda representacién de dimension 1 es irreducible ya que los tinicos subespacios de un espacio
de dimension 1 son los subespacios triviales. Veamos un ejemplo menos trivial que nos permita

entender mejor esta definicion.

Consideremos el grupo de rotaciones en dos dimensiones SO(2). Una representacién de este grupo
sobre V' = R3 estd dada por la asignacion de elementos del grupo a matrices de la forma dada por
la ecuacién (9). Veamos que esta representaciéon de SO(2) es reducible. Para ello, consideremos
el subespacio W de V' generado por el vector (0,0, 1), o sea, el eje z. Las rotaciones alrededor de

este eje dejan obviamente al eje invariante,

cos@ sinf 0 0 0
—sinf cos@ 0 0|l=1]0], (ceR), (25)
0 0 1 c c

Por lo tanto, W = ((0,0,1)) es un subespacio invariante por la representaciéon dada (y es no
trivial, es decir, no es ni el espacio total ni el nulo). La representacién es entonces reducible. Una
estructura en bloques como la de la matriz de la ecuacién (9) es sinénimo de que la representacién

es reducible.

Les dejamos como ejercicio que prueben que la aplicaciéon que a un elemento R(f) de SO(2) le

[ cosf sind ] (26)

asigna la matriz

—sinf cos @
define una representacién irreducible (o irrep) de SO(2) sobre R?.

Toda representacion reducible puede descomponerse como suma directa de representaciones irre-
ducibles. Las representaciones irreducibles son en cambio bloques indivisibles, elementales. Se
suele decir que “las particulas elementales transforman como las representaciones unitarias irre-

ducibles del grupo de Poincaré”. A lo largo del curso vamos a ir dandole sentido y precision a esta
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frase. Por lo pronto, sepan que la propia definicién de lo que en nuestra teoria es una particula

elemental va a estar fuertemente relacionada con las irreps del grupo de Poincaré.

Sobre el final de la clase de hoy presentamos el grupo de Poincaré y les dejamos un ejercicio que
introduce los dos operadores de Casimir de su algebra, que serviran para clasificar la acciéon de
las representaciones del grupo sobre los estados de una particula. Con esta perspectiva en mente,
vamos a comenzar estudiando varios aspectos de un subgrupo del grupo de Poincaré: el grupo

de Lorentz.

1.4. Grupo de Lorentz
1.4.1. Transformaciones de Lorentz

La clase pasada estudiamos el grupo de rotaciones. Vamos a ver ahora lo que seria el andlogo a

este grupo para la geometria Minkowskiana.

Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 6) Considere una transformacion dada por una matriz A
ot — ™ = AV (27)

que deje invariante la forma v nx, siendo x una coordenada de un punto del espacio-tiempo 4

dimensional y

5 23)

0 0 -1

o o o

En componentes, v"nx = n,atz”, p=0,1,2,3. Al grupo de transformaciones lineales que deja

esa forma cuadrdtica invariante se lo llama grupo de Lorentz.

Halle la condicion andloga a la del grupo de rotaciones (Ejercicio 1.a) para la matriz A. Muestre

que la matriz X definida por A = e satisface N\, = =\, siendo N, = 1,,\.

Sea ' = Az (el elemento z transformado por A). Imponiendo que la forma cuadratica sea

invariante, es decir que 27 nr = ' na’, resulta v7nx = 2 "nz’ = 2T ATnAz. Por lo tanto,
ATpA =1, (29)

Veamos ahora como queda caracterizada el algebra asociada a este grupo. Escribimos un elemento

genérico A del grupo en términos de un elemento del algebra
A=er. (30)
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tA

Luego, sabemos que el conjunto A(t) = e con t € R es un subgrupo monoparamétrico del

Lorentz, por lo que vale

AT(nA(t) = 1. (31)
Desarrollando esta expresion analogamente a como hicimos en el Ejercicio 1, derivando respecto
a t y evaluando en ¢t = 0, se obtiene

Mn+nr=0, (32)

que, usando que n = n’, en componentes se reduce a

Ay = = Ay (33)

Vean que el resultado es completamente analogo al del Ejercicio 1, con la diferencia de que aqui

aparece una métrica n no trivial (la del espacio de Minkowski). Noten que la dimension del
algebra es 4 x (4 —1)/2 = 6.

Veamos algunos ejemplos de transformaciones de Lorentz. Después de lo visto la clase anterior,

seguramente estan pensando en las rotaciones alrededor de los ejes x, y y z

10 0 0 1 0 O 0 1 0 0 O
01 0 0 0 cosf, 0 —sind, 0 cosf, sind, O (34)
0 0 cosf, sinf, |’ 0 0 1 0 ’ 0 —sinf, cosf, 0 |
0 0 —sinf, cosb, 0 sing, 0 cosb, 0 0 0 1
También tenemos los boosts en las direcciones z, y y 2
coshfB, sinhg, 0 0 cosh3, 0 sinhp, 0 coshpg, 0 0 sinhp,
sinh 5, coshf, 0 0 0 1 0 0 0 10 0
0 0 1 0| | sinhB, 0 coshp, O | 0 01 0 ’
0 0 0 1 0 0 0 1 sinhg3, 0 0 coshf,
(35)
donde (; esta relacionada con la velocidad v; del boost en la direccién i por
1 V;
cos f; = ——, sinf; = ——. 36
b= s S = (36)
La reflexion total
-1 0 0 0
0O -1 0 O
, 37
-1 0 (37)
0 -1
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es también una transformacion de Lorentz, asi como también lo es la inversién temporal

~100 0

0 100
(38)

010

001

La eleccion de los ejemplos que mostramos no es aleatoria: cualqueier transformacion de Lorentz

puede descomponerse como un producto de estos cuatro tipos de transformaciones.

Las matrices de los ejemplos anteriores dan una representacién del grupo de Lorentz sobre C*.
En esta clase vamos a hacer un estudio mas general de las representaciones del grupo de Lorentz
y para ello estudiaremos su algebra de Lie. Pero antes de eso, hablemos un poco de la estructura

de este grupo (esta discusion que sigue responde al Ejercicio 7 de la préctica).

1.4.2. Componentes del grupo de Lorentz

Noten que si toman el determinante de ambos miembros de la ecuacién (29) se obtiene
det(A) = £1. (39)
Esto define dos subconjuntos de las transformaciones de Lorentz

= det A = +1: transformaciones propias.

s det A = —1: transformaciones impropias.

Ejemplos de transformaciones propias son la identidad, las rotaciones, la reflexién total. La

reflexién espacial (A = 7) es un ejemplo de una transformacién impropia.

Hay una clasificacion adicional dentro del grupo de Lorentz, que sale de escribir la componente
00 de la ecuacién (29)

3
(AP =D (M) =1 = Aj>1 6 Aj<-1. (40)

J=1

Podemos clasificar entonces a las transformaciones de acuerdo a lo siguiente.

= A > 1: transformaciones ortécronas.

» A) < —1: transformaciones no ortécronas (invierten el sentido del tiempo).

El grupo de Lorentz consiste entonces de cuatro componentes conexas (ver figura 1):

LY detA=+1 A)>1;
LY detA=+1 A) < —1;
LT detA=—-1A>1;
L : detA=—-1A)<—1
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Fig. 1: Grupo de Lorentz. Las cuatro componentes conexas del grupo de Lorentz se esquematizan con
circulos punteados en la figura, mientras que las lineas de trazos encierran a los tres subgrupos del grupo
de Lorentz (noten que todo grupo debe contener a Lﬁ_ ya que dicha componente es la que contiene a la
identidad). El subgrupo Li U Li se conoce como Grupo de Lorentz propio y es el relevante para toda la

fenomenologia de particulas.

L1 es un subgrupo y se conoce como Grupo de Lorentz propio ortécrono. Sin embargo, este no
es el tnico subgrupo de grupo de Lorentz. De hecho, Ll junto a cualquiera de las otras tres
componentes son subgrupos. El que nos va a interesar a nosotros es Ll U Lfr, que se conoce
como Grupo de Lorentz propio y se nota SO(3,1) (el 3 por la dimension espacial, el 1 por la

temporal).

1.4.3. Algebra del grupo de Lorentz

En esta seccion, vamos a encontrar los generadores de las rotaciones y los boosts, y los conmuta-
dores entre dichos generadores. Como las relaciones de conmutacién valen lo mismo en cualquier
representacion (recuerden por ejemplo lo que vimos sobre las representaciones de su(2)) al hacer
esto vamos a tener determinada en forma abstracta el algebra del grupo de Lorentz. Una vez que
tengamos el algebra, sera cuestion de estudiar sus representaciones para ver las que se inducen

sobre el grupo.

A modo de ejemplo, comencemos calculando el generador de los boosts en la direccion x. Recor-

damos que dicho boosts se representa por la siguiente matriz
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coshfB, sinhpg, 0 0
sinh 5, coshfp, 0 0
ABe) = 41
(6 0 0 10 (41)
0 0 01
Buscamos una matriz M, = —M,; tal que resulte
A(Ba) = eB0PeMicieb=) _ gidettc, 42)

B, juega aqui el rol analogo a los w!’ de la ecuacién (8). Por eso M,; aparece multiplicado por
— B4, va que recuerden que w!’ = —w’/!. Agregamos ademds la unidad imaginaria i para ser
consistentes con la definicién mas comun de los generadores que suele hacerse en la literatura de
fisica. En virtud de la ecuacién (42) se tiene My, = —iA'(B;)|5,_y, que introduciendo la forma

explicita del boost nos da

0100
1000
M, = —iN(B,)], = —i 43
; (Be)l5,—0 00 0 0 (43)
0000

Siguiendo un procedimiento similar pueden obtener los generadores asociados a los boosts en y

y z

0010 0001
0000 0000
Mty = — s Mtz = —1 ) (44)
1000 0000
0000 1 000
y los asociados a las rotaciones en x, y y 2
0 0 0 000 O 0 0 0
0 0 0 000 —1 0 10
M,, = —i , M, = —i , My = —i . (45)
00 1 000 O 0 —100
00 -1 0 010 0 0 0 00

Noten que, salvo por la dimension y por el factor —i asociado al cambio de definicion, los
generadores de las rotaciones tienen la misma forma que ya habiamos hallado en las ecuaciones

(18) y (19). Pueden convencerse de que

[Myus Mpo| = i(GuoMup + guoMuo — GupMuo — GuoMyp) , (46)
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haciendo los conmutadores entre las matrices (recuerden que los subindices aqui etiquetan a las
matrices y no denotan componentes). Este es el dlgebra del grupo de Lorentz propio y se nota
so(3,1).

Ejercicio: Demostrar que la asignacion que a la matriz M, le hace corresponder el operador
i (2,0, — x,0,) es una representacion del dlgebra de Lorentz. En este caso, estamos tomando una
representacion sobre el espacio de funciones del espacio-tiempo. Noten que si 1 y v corresponden
a las coordenadas espaciales (las notamos con i, j), el operador i (x;0; — x;0;) es una componente
del momento angular. Esto es razonable, recuerden que el grupo de Lorentz tiene como subgrupo

al grupo de rotaciones.

Ayuda: recuerden que ya conocen cuanto vale el conmutador entre el operador de multiplicacién

y la derivacion

[z, 8] = i. (47)

Ya tenemos el dlgebra de Lorentz. Ahora vamos a realizar unos desarrollos que nos permitiran
escribir las representaciones de so(3, 1) en términos de representaciones de su(2). Estos desarrollos

responden a los Ejercicios 8 y 9 de la préctica.

Primero, veamos una forma de reescribir las relaciones entre los generadores M, dadas por (46)

que definen el algebra de Lorentz. Definimos

1
Ji = §€ijijk , (48)
Kz' = MiO y (49)

donde 7, j, k hacen referencia a parte espacial. Veamos cuanto valen los conmutadores entre estos

generadores. Una parte ya esta hecha, ya que en la clase pasada vimos que
[Ji, J]] = iéiijk . (50)

Esto nos dice que el algebra asociada al grupo de rotaciones es su(2). Veamos los otros conmu-

tadores, comenzando por el de dos boosts

[Ki> Kj] = [Mi07 Mjo] = Z‘(gioj\fo]' + ngMiO - gijMOO - gOOMij> = (51)

Usando que M;; = —M,;, podemos reescribir M;; como (M;; — Mj;)/2. Entonces
1L . ,
[KZ',KJ'] = —1 |:§(sz — sz):| = —1 (Ekijc]k) = —ZEZ'ijk, (53)
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donde en la peniltima igualdad utilizamos que Ji€pm, = %(an — M,,) (para probar esto

necesitan usar que €;ix€imn = 0jmOkn — 0jndkm ). Vemos entonces que los generadores de los boosts
no conmutan entre si. El conmutador que resta entre generadores de boosts y rotaciones sale de

forma similar. En resumen, se tiene
(i, Ji] = deijidi, K, K] = —iegpdi, [Ji, Kj] = i€ Ky .

Noten que de las relaciones anteriores se puede concluir que los boosts no forman un grupo ya

que el algebra de sus generadores no es cerrada, a diferencia de lo que sucede con las rotaciones.

Veamos ahora que definiendo

A:§(J—z’K), B:%(JHK), (54)

donde J = (Jy, Jo, J3) y K = (K1, K, K3), el algebra de Lorentz es suma directa de dos su(2).

Para ello, hallamos los conmutadores entre estos nuevos generadores

1 . 1 . )
A A = |50 = ) 50y = 0] = (] =i ) = i K] = [ ) = 59
1 1€55 .
= Z (ZEUka + Gz]kKk + Ezijk + ZEl]ka) 2]k (Jk — ZKk) = (56)
1 i 1 ) .
[Bi, Bj] = [5 (Ji +1K5) (Jj + ZKj):| = o Ji] + 1l K, Jj] +al i, Ky = |G, Kj)) = (58)
1 ) 165 )
= = (ZngJk Ez]kKk Ezijk + Zﬁijkjk) = & (Jk + lKk) = (59)
= @ezngk . (60)
1 . 1 ) 1 ) .
[Ai Bl = |5 (i = iKa), 5 (J; +iKG) | = 7 (i Ji] = il Jj] + il i, K] + [Ka, Ky]) = (61)
1. .
= - (1eiijk + Giijk: — Giijk — Zeiijk:) =0. (62)

4

Vemos entonces que los operadores A; y B; conmutan entre ellos, es decir, sus algebras son
independientes entre si, y ademas, el dlgebra de cada uno de ellos es el algebra de su(2). En
términos matematicos, so(3,1) = su(2) @ su(2). De esta propiedad para el dlgebra de Lorentz se

desprende que:

Las representaciones del grupo de Lorentz se etiquetan por el par de semienteros (ji, ja),

que corresponden al espin de la representacion de cada su(2).
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1.4.4. Espinores

Como un ejemplo de lo visto al final de la seccién anterior, vamos a ver que los espinores surgen

de las representaciones del grupo de Lorentz etiquetadas por (%, ()) y (O, %)

Recordemos que al escribir (j1, j2) estamos haciendo referencia a dos representaciones del dlgebra
1
momento angular A en término de matrices cuadradas de orden 2 x %+ 1 = 2. Esto puede hacerse

de su(2), de momentos angulares j; y jo. Para ( O), estamos buscando representar al operador

tomando .
A— 37 (63)

donde & es un vector cuyas componentes son las matrices de Pauli. Ya han verificado en mecanica
cuantica que esta es una representacion de su(2). Por otro lado, el momento angular B debe ser

representado por matrices de orden 2 x 0 + 1 = 1. La representacion en este caso es la trivial
B —0. (64)

Noten que haber elegido representaciones para A y B nos permite escribir representaciones para

los boosts y las rotaciones (invirtiendo las ecuaciones dadas en (54))

1 -1 _
Para (5,()): J—>§5, K — —o. (65)

N | .

1

Trabajando de forma analoga para la representacion (O, 5), llegamos a que

1 - 1
Para (0, 5) = 55', K— ——0. (66)

Las matrices de Pauli son hermiticas, con lo que las rotaciones también lo son. Los boots en

cambio son antihermiticos. Noten que los generadores en la representacion (%, O) son los adjuntos

1

de los de la representacion (0, 5). Por eso se dice que estas representaciones son complejas

conjugadas.

Los elementos del espacio vectorial sobre el cual actia la representacion de j = 1/2 se conocen

como espinores (ver Ejercicio 5 de la préctica). Los espinores asociados a (%, O) se conocen como
1

espinores izquierdos y se suelen denotar como v, mientras que los asociados a (O7 3

espinores derechos 1. Estos espinores se conocen como espinores de Weyl. Los espinores

1
27

) son los
de Dirac van a surgir al considerar ( 0) &) (O, %) Volveremos sobre este tema mas adelante en

el curso.

Un ultimo comentario antes de terminar con esta seccion. Noten que estas representaciones del
algebra inducen representaciones en el grupo que no son unitarias, debido a que la representacion
de los boosts no es hermitica (recuerden que los elementos del grupo son exponenciales de i
por los generadores). Esto es general: cualquier representacién del grupo de Lorentz construida

usando las representaciones finito dimensionales del grupo SU(2) x SU(2) serd no unitaria. No
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hay representaciones unitarias de dimensién finita del grupo de Lorentz?®. Més adelante veremos

cOmo construir representaciones unitarias de dimension infinita.

1.5. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré se obtiene al agregar traslaciones al grupo de Lorentz. Se pueden definir
subgrupos del grupo de Poincaré analogos a los vistos para el grupo de Lorentz. Por ejemplo, PI

simboliza el grupo formado por Ll y las traslaciones.

En el Ejercicio 10 de la préactica les pedimos que escriban esquematicamente las relaciones de
conmutacion entre los generadores del grupo de Poincaré. A continuacién, les dejamos dichas

relaciones, intenten darle sentido de acuerdo a lo que ya vieron para el grupo FEuclideo:

[Pm PV] = 0, (67)
[Mum PO'] = _ingPV + igVO'P},L 5 (68)
(M, Myol = igu0Myp + 190 Mue — iGup Mo — 19ueM,,, - (69)

Para terminar la clase, les dejamos un ultimo ejercicio, al cual volveremos cuando empecemos a

estudiar la cuantizacion de campos libres.

Ejercicio: Probar que P? = P,P*y W := —W,W*, con W = —%GWWP”MW (pseudovector
de Pauli-Lubanski) son operadores de Casimir de PI (esto quiere decir que conmutan con todos

los elementos del dlgebra).

Comentario: Estos operadores nos van a pertimir “etiquetar” a las representaciones irreducibles
del grupo de Poincaré. Si les genera ansiedad y quieren leer un poco mas sobre esto ahora, pueden
comenzar viendo el articulo de Wikipedia “Wigner’s classification” y las referencias que alli se

mencionan.

3Este resultado estd asociado a que el grupo no es compacto.
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Algunas cosas para llevarse de esta clase

8 Grupos para recordar: grupo de Lorentz y subgrupos, grupo de Poincaré.

¥ s0(3,1) = su(2) + su(2) = TIrreps de SO(3,1) se etiquetan por (ji,72) (espin

de cada su(2)).

Un espinor es un elemento sobre el cual actta la irrep de su(2) de j = 1/2.

izquierdo — (%, 0)

8 Espinor de Weyl
derecho — (O, %)

¥ Las irreps del grupo de Poincaré van a estar asociadas al concepto de particula

elemental en nuestra teoria.

1.6. Material adicional: El grupo conforme

Vimos que el grupo de Poincaré preserva la distancia o intervalo. El grupo de Poincaré es un
subgrupo de un grupo mas grande que es muy relevante en la fisica tedrica y se conoce como
grupo conforme. El grupo conforme deja invariante los conos de luz, es decir, preserva los

angulos. Ante la transformacién x — 2/, los dngulos se preservan si ocurre
ds*(2') = F(r)ds*(z), (70)

para cierta F'(x) adecuadamente regular. Les proponemos que resuelvan el siguiente ejercicio
para hallar la forma explicita que tienen las transformaciones conformes a nivel infinitesimal

para dimension del espacio-tiempo d > 3.

Ejercicio: Considerando transformacions infinitesimales
= " =t + e (x), (71)
muestre que,

(a) La condicion (70) es equivalente a

Ouey + 0vey = f(2) g, donde f(x) = F(z) —1. (72)
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(b) Aplicando derivadas a (72) se obtiene
(2 - d)a,uauf = g,ul/Df . (73)

(c) Parad >3
0,0, f =0. (74)
(d) Que en el caso anterior €, es una funcién a lo sumo cuadrética en las coordenadas.

(e) Que las transformaciones admisibles son

T, = r,+a,, Traslaciones .

r, = (1+a),, Dilataciones.

©, = (g, +e,)r,, con € =—c, Rotaciones .

T, = 1, +2(w.b)x, — b’ Transformaciones especiales conformes.

Este es el grupo conforme en d > 3. Estas expresiones corresponden a las versiones infi-
nitesimales de las transformaciones. A partir de ellas pueden hallarse expresiones generales

para cada transformacion.

El grupo conforme en d > 3 contiene entonces al grupo de Poincaré y ademas a las dilataciones
y las llamadas transformaciones especiales conformes. Para d = 2, donde el resultado del inciso
(c) del ejercicio anterior no es vélido, el grupo conforme se hace mas grande. De hecho, en
d = 2 el grupo conforme contiene infinitos tipos de nuevas transformaciones (aparecen infinitos
generadores para su algebra). Esto hace que los modelos que manifiestan la simetria conforme en
dimensién 1 4+ 1 sean muy ricos para el estudio analitico y es uno de los motivos por los cuales

las teorias conformes en 1 4 1 tienen tanta relevancia en fisica tedrica.

Si les interesa el tema, les recomendamos que lean por ejemplo la introduccion del libro “Confor-
mal Field Theory” de los autores P. Di Francesco, P. Mathieu y D. Senechal. También pueden
encontrar en la web varios reviews o lectures en los que se suele mencionar al comienzo las

motivaciones para estudiar teorias conformes.
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2. Ecuaciones de onda relativistas

En esta clase vamos a estudiar algunos aspectos de las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac
siguiendo varios ejercicios de la practica. Dichas ecuaciones de onda relativistas son ejemplos de
ecuaciones que manifiestan la simetria ante el grupo de Poincaré que estuvimos estudiando la clase
anterior. Es importante remarcar que si bien el tratamiento que haremos de estas ecuaciones sera
completamente clasico (los campos seran funciones escalares y no operadores) las propiedades

que mostraremos seran esenciales mas adelante cuando queramos hacer un tratamiento cuantico.

2.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intenciéon de obtener
una ecuacion cuantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacion de Schrodinger que

podemos escribir como

A

A P2 N
Hp=|—+V 75
v=|g- VY (75)
donde H = id, y P = —iv, y que como notaran se basa en la expresion clasica de la energia

E = P?/2m + V. La idea entonces para generalizarla fue utilizar la expresion relativista E? =
P? + m? promoviendo los escalares a operadores y aplicandola a una funcién para llegar a

(—H? + P2+ m?)¢ = 0. Finalmente, si uno reemplaza las relaciones anteriores para H y P

obtiene la ecuacién de Klein-Gordon

0} — V3¢ +m?¢p = 0.

Notemos que para m = 0 esto no es nada mas que la ecuacion de ondas de siempre y agregar
el término de masa desde el punto de vista puramente matemético no modifica demasiado;
seguimos teniendo una ecuacién diferencial en derivadas parciales de segundo orden que podemos
resolver transformando Fourier y que requiere de condiciones iniciales ¢(t = 0,z,y,2) = ¢o y
gz'S(t =0,2,y,2) = gﬁo. Sin embargo, desde el punto de vista fisico no sabemos todavia qué es ¢.
Hasta aca por la derivacién que hicimos andloga a la de la ecuaciéon de Schrodinger pensariamos
que es una funciéon de onda andloga a v cuyo modulo al cuadrado nos daria la probabilidad
de encontrar a esta particula relativista en un dado tiempo y lugar; sin embargo, veremos que
esa interpretacion ya no es posible. En tltima instancia la versién cuantica de esta ecuacion nos

permitira describir bosones escalares de spin-0 como los piones o el bosén de Higgs.
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Ejercicio: (Practica 1, Ejercicio 11) Considere la ecuacion de (Oskar)Klein - (Walter)Gordon:

(n"* 0,0, + m*)¢ =0

siendo ¢ una funcién de R* en C. ¢ puede considerarse como una representacion del grupo de
Lorentz del tipo (0,0) (ver Ejercicio 9).

(a) Muestre que si ¢ es solucion, también lo es po(A, a) (invariancia de Poincaré de la ecuacion).

Comencemos con un poco de notacién, para simplificar notaremos a ¢(t, x, y, z) como ¢(z*).

Queremos ver que si esta funcién satisface la ecuacién de Klein-Gordon
(n“”@,ﬁyqﬁ + m2gz5) (z7) =0 Vz (76)

entonces ¢(Afz” + a”) también lo hace.

Reemplazando ¢(Afx” + a”) en (76) debemos resolver
(10,0, + ) (6(A52° + a7)). 7

Algo obvio, pero que puede confundir a simple vista es que

Plota) = (4:7) @) # 4 (Flae) = 57 00) (@) = Flate)g' @), (39

Una cosa es la derivada de f evaluada en el punto g(x) y otra cosa es la derivada de la
funcion f compuesta con g evaluada en x. Tengan en cuenta esto porque es un error muy
comun. Voy a estar poniendo paréntesis de mas que los libros suelen obviar para enfatizar

esto. En este caso tenemos que derivar la composicion
(77) = n""0,0, ((b(Ag:r;p + a”)) + m2¢(AZ:cp +a%) (79)
= "8, (AL (8,27) (8a0) (AJ2" + a”)) + mQQb(Agxp +a%). (80)
Esto no es mas que la regla de la cadena usando notacion de indices, por ejemplo,

d . 1 2 _ 0f 9¢' L 9f 9g* of o _ Of d¢’
d!El (g (1'1,1'2),9 (1E1,IL‘2)) N 6:171 8$1 8$2 8271 Z 8!Ej 8271 al‘j 8111

= (ajf) (a1gj)
(81)

Notemos que cada vez que queremos hacer la regla de la cadena tenemos que introducir un

indice auxiliar nuevo diferente a los otros que tengamos dando vuelta, en el ejemplo anterior
seria j, de lo contrario al repetir el indice estariamos introduciendo una sumatoria que no
deberia estar.

Usando que 0,2” = ¢ (esta es la delta de kronecker de siempre, mantenemos la posicién de

los indices para recordar como se contraen)

(80) = 09, (A307 (8adp) (AJ2’ 4+ a”)) + m?G(ATa? 4 a”) (82)
= "o, (Afj‘ (0a®) (Agxp + a”)) + ngzS(Apr +a%) (83)
= n“”AfjAﬁ (0.089) (AZ&:” +a%) + m%(/\?:cp +a%). (84)
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Ahora recordemos que
ANpA =n = Aﬁn‘“’Af =P (85)

con lo cual tenemos
(84) = 1 (0a059) (Az* + a”) + m*$(AJa” + a”) (86)

que es la ecuacion de Klein-Gordon solo que evaluada en el punto (Agxp + a%), pero como

la ecuacién vale para todo punto tenemos que
_af o o 2 o o\ __
(86) = 1" (0a0p¢0) (AJ2” + a”) + m*p(AJ2” +a”) = 0. (87)
Esto prueba que la composicion es también una solucion de la ecuacién de Klein-Gordon y

por la tanto la ecuacion es invariante ante el Grupo de Poincaré.

Verifique que esta ecuacion es invariante ante el grupo discreto de transformaciones C' vy
P y T, siendo C la operacion de conjugar, P la composicion con inversion espacial y T la

composicion con inversion temporal.

Recordemos la accién de estas operaciones para el caso del campo escalar

C(o(t,x)) = ¢"(t,%) (88)
P (¢(ta X)) = ¢(t> _X) (89)
T (o(t,x)) = o(—t,%) (90)

Queremos ver que dada ¢ solucién de la ecuacion de Klein-Gordon
1 0,0,¢ + m*¢p =0 (91)
@* también es solucion. Conjugando la ecuacién anterior tenemos
0= (n""0,0,¢ + ngzﬁ)* = (") 0,0,¢0* + (mz)* ¢ = n"0,0,¢" +m*p* (92)

donde usamos que tanto n** como ¢ y m? son reales. Esto es exactamente lo que querfamos

Ver.

Derivando es facil ver que al transformar (¢, z,y, z) — (t,—x,y, z) tenemos

0; (0(t,—2,y,2)) = —0;((0:0) (t. —2,y,2)) = (=1)* (0:0:0) (t, —w,y,2) = (93)
= (039) (t,—=,y,2) (94)
y que también
0y (6(t, —2,y,2)) = (959) (t,—2,y, 2). (95)
es evidente que lo mismo vale cambiando cualquier componente (incluso t) por menos ella.

Luego, haciendo explicita la suma sobre la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que (76) se

reduce a

(O+m?) ¢ = 0,000 — 020 — 0ip — 029+ m’¢p = 0 (96)
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y como los términos con dos derivadas no cambian (y la constante tampoco) ante reflexiones

de una coordenada es claro que la misma ecuacién sigue valiendo para ¢(t, —z,y, 2)

(D + mz) (p(t,—x,y,2)) = ((D + m2) qb) (t,—z,y, 2). (97)

Esta cuenta vale igual cambiando la reflexion en x por una en ¢ lo que muestra la invariancia
ante 7. Por ultimo, dado que reflejar una de las coordenadas es solucion, reflejando de a
una x, y, z es claro que aplicar P también es soluciéon. De hecho las reflexiones espaciales y
temporales pertenecen al grupo de lorentz y son un caso particular del item anterior ya que
solo usamos que la transformacion preservaba la métrica pero no cual era su determinante

o la componente AJ.

2.2. Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Ejercicio: (Practica 1, Ejercicio 12) Considere la ecuacion de Klein-Gordon para un campo

complejo.

(a) Muestre que la cantidad (llamada corriente, por su interpretacion como corriente conser-
vada que se verd en la guia siguiente) j, = —%(gp* LW — p0,¢*) satisface la ecuacion de
continuidad 0,5" = 0 si o satisface la ecuacion de Klein-Gordon.

Veamos que la corriente j, = —% (¢*0,¢ — ¢0,¢*) satisface la ecuacién de continuidad para

un campo escalar complejo ¢:

O = 1" = =510, ("0 — 60,6") = (98)
= D Q00+ 60,000 — 90,0,6° — 0,00,0°) (99)

el primer y el dltimo término se cancelan al contraer con 7" y nos queda

. i * v v *
au]“ = _5 <¢ 77“ auau¢ - ¢77,u a,uau(b ) (100)

usando que el campo satisface la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que

" 0,0,¢ = —m’ (101)
1" 0,0,¢" = —m*¢* (102)
y reemplazando _
. t * *
gt = m2§ ("¢ — ¢9") = 0. (103)
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Evidentemente esto seguiria valiendo si la multiplicasemos por cualquier nimero complejo;
sin embargo, es facil ver que la unidad imaginaria es necesaria para que esta corriente sea

real

i = — 5200 (6°0,0) = I (6°0,6). (104

’ . . . oy e . k
FEvalie la corriente para las soluciones de frecuencia positiva y negativa pi(x,t) = eT,

siendo ko = Vk2 + m?2.

Si tenemos
pi(x) = Tk e (105)
entonces su corriente asociada es
. l * * i ikVx, ik¥x, kY xy, kY,
G = =5 (PL0u0x = 620,0%) = —5 (79,7 — TG, = (106)
_ _% (eiik”xz, (ZFZku) e:Fik”:cu _ e:Fik”xy (:l:lku) eiik”xy) — (107)
= — 2 (Fiky) — (iky)) = Fhy. (108)

Muestre que la componente jo no es definida positiva (o negativa) en el espacio de soluciones

generado por soluciones de frecuencia positiva y negativa.

Del item anterior tenemos entonces que jOi = Tk = FVk?2 + m? que es positiva para las
soluciones de frecuencia negativa y negativa para las soluciones de frecuencia positiva. Sin

embargo, si
6 = ady +bo_, (109)

entonces
Ju = Tm ((agy +bp_)" 0, (ads + bp_)) = Im ((a*¢* +b*¢* ) 9, (agpy +bo-))  (110)

= Im (|a*¢" 0utpy + [b]°¢* O + 0" 0" oy + a”¢' 0o ) (111)
= Im (|a*¢".0,¢+) + Im (|b*¢* 00— ) + Im (b*¢* ad,g + a* ¢’ b0,d-) (112)

pero como ¢4 = ¢* , tenemos que (a*¢%b0,¢0_)" = apb*0,0* = ad* b*0,¢4, entonces
Ju = lal?jf + 1175, +Im (Re (a*¢3b8,0-)) = lal?j,} + [b]%), (113)

y en particular
Jo = lal*jg + [b1%ja = (1bI* — |al®) &° (114)
que no tiene un signo bien definido sino que depende de la combinacion lineal.

i Por qué es importante esta observacion de que jy no tiene un signo bien definido? Es
importante porque la ecuacion de Klein-Gordon surgié originalmente con la intencién de

obtener una version covariante de la ecuacion de Schrodinger y recordemos que la funcion
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de onda, 1(x,1), de dicha ecuacién estaba asociada a la amplitud de probabilidad, o sea que
|1(x,t)]* nos daba la probabilidad de encontrar a la particula en la posicién z a tiempo t.
Mateméticamente, una de las piezas fundamentales en esta interpretacién provenia de que
al definir la corriente de probabilidad

j=5 - WVY—9VyT) (115)

tenfamos la ecuacién de continuidad para la probabilidad
0 9 .
YO+ V- j=0. (116)

Al notar que la ecuacién para j es idéntica a j, con g = 1,2,3 (a menos de un factor) y
que (116) es idéntica a (103), uno se ve tentado de interpretar a ¢ como una funcién de
onda con una densidad de probabilidad dada por jy. Sin embargo, lo que este ejercicio nos
dice es que esto no es posible, pues si asi fuera j, deberia ser definida positiva o negativa
(si fuese negativa podriamos redefinir a j, multiplicandola por —1 y hacerla positiva) para

definir correctamente una probabilidad (que por definicién es no negativa).

En cambio una interpretaciéon que pareciera ser mas adecuada viene del lado del electro-
magnetismo. Alli recordemos que la conservacion de la carga eléctrica podia expresarse por

la ley de continuidad

0
PtV i=0 (117)

siendo p la densidad de carga y j la densidad de corriente. En ese caso p podia ser tanto
positiva como negativa y era sélo la carga total la conservada; de manera similar podriamos
pensar en las soluciones de frecuencia positiva o negativa como portadoras de distintas “car-
gas”. Vale aclarar que todo este ejercicio solo tiene sentido con un campo escalar complejo

ya que si fuese real la corriente que definimos seria idénticamente 0.

Empezamos buscando una generalizacion de la ecuacion de Schrodinger compatible con la re-
latividad especial. Sin embargo, llegamos a una ecuacién que, o bien no tiene una corriente
conservada del mismo tipo (si el campo es real) o bien cuando la podemos definir no obtenemos
una densidad de probabilidad para la particula. Si a eso agregamos que ahora debemos dar mas
condiciones iniciales, pues no solo debemos dar el valor de ¢ a tiempo inicial sino también su
derivada (lo cual no sucedia con la ecuacion de Schréodinger) y que ademads transformando Fou-
rier la ecuacién de Klein-Gordon obtenemos la relacién de dispersiéon E? = p? + m? que permite
energias negativas (recordemos que esto no pasaba con Schrodinger por ser el hamiltoniano un

operador hermitico) no es dificil entender que esta ecuacién haya sido inicialmente descartada.
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2.3. Ecuacion de Dirac

Asi las cosas pareceria necesario entonces obtener una nueva ecuaciéon. Dos de los problemas
anteriores podrian ser resueltos con una ecuaciéon de primer orden puesto que no necesitariamos
dar ¢y y permitirfa potencialmente eliminar el cuadrado que permite energias negativas en la
relacion de dispersién anterior (de manera tal que F = /p? +m? > 0). Esto motivé a Dirac a
buscar un operador lineal O = (A9, + B9, + C, +iD9,) tal que O* = V? — 97 ~ E* — p?, de
esta relaciéon se deducen relaciones de conmutacion entre A, B, C, D que determinan el algebra

de Dirac. Su solucién resulta ser la ecuacion de Dirac
OV = (iv"0,)¥ = mV¥

por analogia con O ~ /E? — p?> = m.

Ejercicio: (Practica 1, Ejercicio 13) Considere ahora la ecuacion de Dirac:

(iv'0, —m)¥ =0

siendo VU una funcién del espacio-tiempo en C*. Las v* son matrices que cumplen {vy*,~"} =
2" 1yx4. Por cada solucion VU de la ecuacion de Dirac, es posible generarse otra solucion WV,

definida por U (z) = S(A)W(A~'z), con S(A) una matriz asociada a la transformacién de Lorentz.

(a) Muestre que S debe cumplir: S~iyHS = A* ¥,
Notemos que la simplicidad que ganamos al tener ahora una ecuaciéon lineal la perdimos
en que ¥ ya no es un escalar como lo era ¢, que podia pensarse como una representacion
del grupo de Lorentz tipo (0,0). Ahora ¥ es un vector, lo que significa que al hacer una
transformacion de Lorentz no sélo debemos transformar el punto en el que se evalia, sino

ademés también las componentes de su vector (esto es lo que hace S(A)).

Yendo al ejercicio, si el campo transforma como ¥(z) = S(A)¥U(A~'z) y pedimos que la

ecuacion de Dirac sea invariante de Lorentz tenemos

0 = (i7"9, — m) S(A)T(A'z) = S(A)S(A)™" (w (A", - m) S(A)T(A'z)  (118)

0=S(A) (z’S(A)*ly"S(A) (A0, - m\If> (A™'z) (119)

Necesitamos entonces que

S(A)HS(A) (A1) = 4 (120)

(de manera tal que al reemplazar en (119) obtengamos S(A™1!) (i779,¥ — mW¥) (A~'z) = 0).

Luego multiplicando (120) por A# y sumando sobre v obtenemos
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S(A)S(A) = Aby” (121)

como queriamos. Lo que nos dice este ejercicio es que si queremos que la ecuacion de Dirac
sea invariante ante transformaciones de Lorentz, las matrices de Dirac deben transformar de
manera covariante. Esto es razonable, puesto que si queremos que la ecuaciéon sea invariante
de Lorentz el término v#0, deberia ser invariante y dado que la derivada transforma como

un vector covariante la matriz gamma deberia transformar como uno contravariante.

K pv
Compruebe que S = ez>wv

, con X = 5[V, W, satisface la condicion previa a primer
orden en el parametro w* de la transformacion de Lorentz A.

Sea . .
S(A) = exp (%Eww’“’) ~ 1+ %Eww‘“’ (122)

la matriz de transformacion de los espinores de Dirac a causa de una tranformacion de
Lorentz A del sistema de coordenadas (donde ~ significa a primer orden en w”). Entonces

tenemos que su transformacion inversa viene dada por

S(A)™! =exp (—%wa"”> ~1— %ZWWW. (123)
Ademas podemos expresar a A en términos de los generadores del grupo de Lorentz como
A = exp (%MPMUP> ~ 1+ %WUPMUP (124)
y reemplazando en la relacion obtenida en el ejercicio anterior
Ay = S(A) 4 S(A) (125)
Z‘rrpjw b 2‘2 ap | A iz AV BYY 00P OP AN
1+§W op Y= 1_5 apW Y 1+§ apW N’y+§(7 apW T T ZigpW ’7)
(126)
(Mop)in” = (0720, = Bop7") = 0", 5, ] - (127)

So6lo queda como ejercicio reemplazar las matrices M,, y 7" que ya conocemos y la matriz
Yop que nos dan en la expresion anterior y ver que efectivamente el lado izquierdo coincide

con el derecho.

2.3.1. Representaciéon Quiral

Nuevamente nos encontramos con una representacién del grupo de Lorentz, ahora dada por las

matrices S(A). Esta representacion tiene un algebra de Lorentz asociada cuyos generadores son las

matrices Y,,, como vimos en el ejercicio anterior. También vimos antes que toda representacion

del dlgebra de Lorentz puede ser escrita como suma directa de 2 su(2). La pregunta natural seria

cual es el espin de estas dos representaciones en este caso particular y qué significan fisicamente.
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Ejercicio: (Préctica 1, Ejercicio 14) La representacion del grupo de Lorentz (incluyendo paridad)
de dimensidn mds baja es una suma directa de representaciones de espin : (3,0) @ (0, 3). Esta
es la representacion espinorial. A fin de ver esto, considere la llamada representacion quiral de
las matrices de Dirac, en las que el unico cambio respecto a la representacion estandard es en

’)/0 o 0 12 X2
quiral 12 . 0

0
(a) Muestre que una transformacién de Lorentz preserva espinores de la forma [ 0 ] Y [ ] .

Como vimos en el ejercicio anterior los generadores de las transformaciones de espinores

vienen dados por

1 1
Zw =7 0T = 7 (0 =), (128)
Notemos que
0 A 0 C| | AD 0
Bo||Do| | o BC

y, como las matrices v* en esta representacion tienen justo esa forma, pues

o _ 0 Id K 0 ok
T ool T T 2ok o0 |7

tenemos que X, resulta diagonal por bloques. Ademds dado que

A 0
0 B

exp(A) 0
0 exp(B)

exp

Y

es claro que la transformacion S serd de la forma

A 0
0 B

S = exp (%Eww“”> =

Asi, dado un espinor [ 0 ] en el subespacio

T o
T+:< (0 1 >
0 ’ 0
0 0

A 0
0 B

eT™ .
0

tendremos que S [ ¢ ] =
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De la misma forma, dado un espinor [ ] en el subespacio

0
X

0 0
0 0
T = L4 F
0] ] 1
0 Ao]fo 0
tendremos que S = = el .
X 0 B || x | Bx

Esto que a simple vista puede parecer solo una curiosidad matematica nos dice que la
ecuacion de Dirac preserva la quiralidad y mas adelante veremos que esté relacionado con

un observable que se puede medir en el laboratorio.

Calcule los generadores A y B del Ejercicio 9 en esta representacion y verifique que los dos
tipos de espinores del inciso anterior corresponden a la representacion (%, 0) y (0, %)

Necesitamos calcular

1
Ji = §€ijkzjk (129)
K; =% (130)

(usamos letras latinas para los enteros del 1 al 3) para luego obtener

I
A= (J - iK) (131)
— 1 — —
B= (J + iK) . (132)
Recordemos que los generadores de rotaciones en esta representacion del dlgebra de Lorentz
son
Sk =7 [0 = 7 (07 =) (133)
i ([ o o 0 oFf 0 oF 0 o’
= - , — , (134)
4 —a? 0 —a* 0 —a* 0 -/ 0
:i [ it O' B —okod 0 | (135)
4 0 —alok 0 —okod
i | oFol —olok 0 7 a0
4 0 kol — giohk 4 ¥k 0 o (136)
1 a0
= — e . 137
2€kj [ 0 o ] (137)
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Mientras que los generadores de boosts estan dados por

(77" =) (138)
il o o]0 1 0 1 0 o

"1 _—aio_llol_ll 0”—&0]) (139)
7 [ ot 0 | —at 0

1 0 —of | [ 0 ot ]) (140)

1 -oi 0
— 141

1 1 ol 0
Ji = §€ijk2jk = Zeijkeqjk [ 0 od ] (142)
1 a0 1o 0
=9 == 14
ilot 0
T2 [ 0 —o' ] (144)

1 1({1]|d 0 il ot 0
A — = K)=-|[= — = 14
R T
1 ot 0 gt 0 110 0
4<[0 ot 0 —0’]) 2[0 O] (146)
1 1({1] o 0 il ot 0
Bi=—-(Ji+iK;) = - | = . — . 147
2( +1iK;) 2<2[0 i —|—22 0 —O’Z]) (147)

o0 o0 1o o
0 N P | R

como vemos efectivamente A actiia sobre T y B sobre T~ y ademds, como son las matrices

de Pauli, sabemos que su algebra es su(2).

Lo que nos dice este ejercicio es algo que ya habiamos adelantado: las soluciones de la
ecuacion de Dirac son espinores de Dirac ¥ que pueden descomponerse como suma de
espinores de Weyl U = W + Up con ¥, € T+, U € T~ (usando que TT @ T~ =C4) y

esta descomposicion no cambia frente a transformaciones del grupo de Lorentz.
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Algunas cosas para llevarse de esta clase...

...sobre la ecuacién de Klein-Gordon
("' 0,0, + m*)¢ =0

Es una ecuacion diferencial de segundo orden.
Posee invariancia ante el grupo de Poincaré y transformaciones C, P y T.
¢ es un escalar (representacion del grupo de Lorentz del tipo (0, 0)).

No define una funcién de onda.
...sobre la ecuacién de Dirac
(iv*0, + m)¥ =0

Es una ecuacion diferencial de primer orden.

Posee invariancia ante el grupo de Poincaré.

\./

U es un vector complejo de 4 componentes.

¥ W =", + Vg es un espinor de Dirac (corresponde a (3,0) @ (0, 1)).

Las componentes ¥y v Wi no cambian ante transformaciones de Lorentz.
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3. Formulacion Lagrangiana de teorias de campos

Hasta ahora la busqueda de una teoria cuantica compatible con los principios de la relatividad
especial nos ha llevado naturalmente a considerar la nocién de campos. Hemos encontrado las
ecuaciones de movimiento para un campo de Klein-Gordon y de Dirac y hemos estudiado algunas
de sus simetrias. En lo que sigue intentaremos comprender cudles son algunas de las consecuencias
fisicas de la existencia de estas simetrias. Para ello, y para luego poder introducir interacciones

en la teoria, sera 1util contar con una descripcion Lagrangiana.

Recordemos que el Lagrangiano L es un funcional de los campos y sus derivadas L(¢, 0,¢), es
decir, un escalar de Lorentz. En teoria de campos, el mismo se escribira usualmente en términos

de una densidad Lagrangiana £ integrando sobre las coordenadas espaciales

L= / dPzL(p,0,0) . (149)
Recordamos la definicién de la accion

S = / d*zL(p,0,0). (150)

Las ecuaciones de movimiento para los campos se obtienen a partir del principio de minima
acciéon, extremando (150). La ecuacién para la acciéon nos dice que una cuadri-divergencia en el
Lagrangiano sélo produce un término de borde en la accién (aplicando el teorema de Stokes) y
no modifica las ecuaciones de movimiento. Encontramos entonces que el campo que minimiza la

accion debe satisfacer la ecuacion de Fuler-Lagrange

oL oL

9 o0 " e

Dada una densidad Lagrangiana, la ecuacién de Euler-Lagrange entonces nos dara las ecuaciones

de movimiento.
Definiendo el momento canoénico conjugado a ¢ como

_ 9L(x)
~ 9(09)

Iy () (152)

podremos escribir el Hamiltoniano
H= / d*rH(z), (153)

con

H(z) = 3 o) () — £(2), (154)
@

39



Teoria de Campos
. ., . , . , Primer Cuatrimestre
Guia 2: Formulacién Lagrangiana de teorias de campos. Simetrias. 13 de julio de 2020

3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Veamos algunos ejemplos de como derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange. Empecemos con el

caso del campo escalar.

Ejemplo: (Practica 2, Ejercicio 21) Considere la densidad Lagrangiana £ = % L POM P — m;qb?,

con ¢ real.

(a) Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Comencemos calculando las derivadas que necesitaremos

oL

2 _ iy (155)

oc 9 0(0a o
i i (1700) = [ o i) o
~ 0, (1 00589 + 77“/36 d)é“) =9, <1277“”8 ¢> = 11" 0,0 (157)

Luego reemplando estas en la ecuacion de Euler-Lagrange tenemos

oL oL
0= %% _, P — 1 0,0,0, 158
5o~ Vo) O 1

que es la ecuacion de Klein-Gordon que ya habiamos visto. Podemos ademés obtener el

momento candnico conjugado de ¢

oL
Iy () = 8(822)) = 0o (159)
con lo que el Hamiltoniano resulta ser
1 m? m? ,
M) = 000000(x) — L(r) = 50,006 + "2-0? = 26+ 3 (VP + "2g?  (160)

que podemos reconocer como la suma de la energia cinética mas la potencial.

(b) Considere ahora la densidad Lagrangiana £ = 0,60"¢* — m*¢¢*, donde ¢ ahora es un

campo complejo. Note que ahora no esta el factor % en el término cinético y en el de masa.

Escribiendo ¢ = ¢1 4102, con ¢1 y ¢ reales, obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange para

01 Yy d2 y muestre que ambos cumplen la ecuacion de Klein-Gordon.

Expandamos primero el Lagrangiano

" 0,00,¢" — m*p¢* =
= "0y (dr + ih2) Dy, (91 — ipa) — m? (P1 + ihs) (D1 — ih)
= 0" (0u10,¢1 + 10,020,01 — 10,020,601 + Oy $20,02) — m” (67 + ¢3)
= 0" (0u910, 01 + 0y p20,2) — m* (7 + ¢3) (161)
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Calculemos ahora las derivadas

oL oL

—— = —m?d;, 0,——— =1"9,0,0;. 162
o0, ik F0@.0) i (162)
Reemplazando entonces en la ecuacion de Euler-Lagrange
oL oL
0=—-—"-29 = —m’¢; — 1" 9,0,0; (163)

9%; " 0(0u;)
obtenemos que los campos ¢, y ¢ satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon.

Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange considerando ¢ y ¢* como variables independien-

tes y verifigue que obtiene las mismas ecuaciones de movimiento que en el inciso anterior.

Calculando las derivadas

oL
dp*
oL 0

O g5~ P a0 1 Or00u0) = 0 (0" 0u9) (165)

Introduciendo esto en la ecuacion de Euler-Lagrange
oL oL
0=~ =0y =—m*d—1n"0,0, 166
0~ Mo T 1

y reemplazando aqui ¢ = ¢1 + i¢y tenemos

—m?¢ (164)

0= —m? (¢1 + i) — 1" 0.0, (¢1 + ih2) (167)

y como la parte imaginaria y real deben anularse por separado obtenemos
0= —m’p; — 0" 0.0,0; (168)

con lo cual reobtuvimos las ecuaciones de movimiento del item anterior.
Tenemos entonces que el momento canénico conjugado a ¢ es
0L(x)
9(90)

y analogamente Il (z) = dy¢ con lo que el Hamiltoniano resulta ser

Iy () = o¢* (169)

H(x) = 099" Opop(x) + BopDod* (z) — L(x) = 0,¢*0pp + m?|o|? (170)
=01+ (V)" + m?6} + 62 + (V)” +m® ¢ (171)
que reconocemos como la suma de dos Hamiltonianos de campos escalares reales indepen-

dientes (para que aparezcan los factores 1/2 de la ec. (160) podriamos haber empezado
escribiendo ¢ = \/%(Gh +i¢y) en lugar de ¢ = ¢y + i¢hs).
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Veamos ahora el caso del campo de Dirac.

Ejemplo: (Practica 2, Ejercicio 26 a) Considere ahora el Lagrangiano de un campo de Dirac

con masa m.
(a) Derive la ecuacion de Dirac como ecuacion de Euler-Lagrange de este Lagrangiano.

A partir del Lagrangiano
L= Viy"9,¥ — mU¥ (172)

podemos obtener la ecuacion de movimiento para un campo de Dirac

oL oL

0=——-0 — =iy, ¥ — mW. 173
v~ “o@m) ™ (173)
El momento canénico conjugado a ¥ es entonces
OL(x) Tin0 — a0~ 0 _
y(z) = = Ui = iUn0 = ;0! 174
\I/(x) 8(80\11) vy LYY t ( )

mientras que el momento canénico conjugado de ¥' es

OL(x)
I = 37 1
y el Hamiltoniano resulta
H="U[-i/0; +m] V. (176)

La densidad Lagrangiana dada por la ecuacién (172) (cuando se piensa a los campos evaluados
en algin punto) da un nimero que en principio no es real. Sin embargo, es posible definir
una densidad Lagrangiana real, que lleve a las mismas ecuaciones de movimientos (y las mismas
cantidades conservadas). Para ver esto, pueden leer la discusién que se hace en el libro de Greiner

alrededor de las ecuaciones 5.27 y 5.28.

En general, uno puede construir Lagrangianos a partir de notar que hay ciertas simetrias y
pedir que se respeten algunas condiciones adicionales que facilitan el estudio de los mismos (por
ejemplo, para requerir que las ecuaciones de movimiento tengan un orden particular que nos
permita resolverlas fijando datos iniciales sobre los campos y derivadas de cierto orden). Veamos

un ultimo ejercicio, donde se ilustra esta construccién para campos vectoriales.
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Ejercicio: (Practica 2, Ejercicio 22) Escriba la forma mds general posible del Lagrangiano
invariante de Lorentz para un campo cuadrivectorial con a lo sumo dos derivadas y cuadrdtico
en el campo. ;A qué se reduce este Lagrangiano en el caso en que ademds se requiera invariancia
ante transformaciones de gauge? Derive las ecuaciones de movimiento y compare con las de
Mazwell.

Los términos que tenga este Lagrangiano deben ser escalares de Lorentz y deberemos construirlos
contrayendo indices del campo cuadrivectorial A* y la derivada 0,. Como los indices se contraen
de a pares deberd haber una cantidad par de estos objetos. Si tenemos 2 las opciones son A*A,,
y 0,A". Sin embargo, podemos obviar este ultimo, ya que es una cuadri-divergencia que en la

accion so6lo contribuye con un término de borde.

Si tenemos 4 objetos, las opciones son 8,A480,A” = (9,A")?, (9,A") (O"A,), (9,A") (d,A"),
(0,0,A") A* y 0,0"0,A”. El dltimo término es también una cuadri-divergencia de 9,0"A”, con
lo cual podemos ignorarlo. Ademds, el término (9,0,A”) A* difiere del primero también en una
cuadri-divergencia ((0,0,A4") A* 4+ (0,A") (0,A*) = 0, (0, A" A*)), con lo cual también lo descar-

tamos.

El Lagrangiano mas general, con a lo sumo dos derivadas y cuadréatico en el campo, es entonces
L=« (@LA“)2 + B (0,A") (0" A,) + v (0,A”) (0,A*) + 6 A, AM. (177)

Para hallar la ecuacién de movimiento calculemos las derivadas

oL
— = 925A* 1
i =2 (178)
oL
— =a2n} (0,A° 20, A* 201 A 1
a(al,A“) Q 771/ (80' )+ /8 aI/ +7 a 14 ( 79)

y reemplazando en la ecuaciéon de Euler-Lagrange obtenemos

SA" — O [ant (0,A%) + BO, A" + 49" A, = 0 (180)
SA" = (o + 7)0" (9,A%) + BOIA™. (181)

con lo cual podemos eliminar el término con « del Lagrangiano sin perder generalidad. Asi el

lagrangiano resulta
L=p(0,A")(0"A) +~(0,A4”) (0,A") + §A, A" (182)

Si pedimos que ademés tenga invariancia de gauge, o sea que al reemplazar A, — A, + 0,A las

ecuaciones de movimiento no cambien
§ (A* 4+ 0"A) = ~v0" (0,A° + OA) + pO (A" + 0*A) (183)
pidiendo que esto coincida con la ecuacién de movimiento original tenemos
00" A = ~O'OA + pOFOA VA, (184)
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en particular tomando una funcién A tal que OJA = 0 tenemos que § = 0 y la ecuacién anterior

resulta (v + 8)0*OA = 0 lo que nos dice que v = —f. Asi, el Lagrangiano resulta
1
L= p(9,A") (0"A,) — B (0,A”) (0,A") = =20 <_ZFWFW) . (185)

que coincide con el Lagrangiano para el campo de Maxwell.

3.2. Teorema de Noether

La razén por la que hemos hecho tanto hincapié en las simetrias de una teoria es que existe una
relacién entre las simetrias de esta y las leyes de conservacion. En nuestro caso, una simetria
es una transformacién de los campos que deja invariante la accién. Las simetrias pueden ser
internas si s6lo afectan al campo y no cambian las coordenadas o espacio-temporales en caso

contrario. Por ejemplo, si tenemos un campo escalar sin masa su Lagrangiano

1
_ = p
L= 28,@8 [0) (186)
es invariante si hacemos la transformacion ¢ — ¢ + a con « una constante. Esta es una simetria
interna. Mientras que cambiar ¢(z) — ¢(x + «) también es una simetria pero espacio-temporal.
Estas son simetrias continuas puesto que uno puede variar o de manera continua. Mientras que

las simetrias discretas son por ejemplo C, P y T.

El teorema de Noether nos dice que a cada simetria continua de un sistema le corresponde una
ley de conservacién. Mateméaticamente, si ante una transformacién de simetria infinitesimal (en

esta clase nos limitamos a transformaciones de los campos)
¢ — o) + alg (187)

el lagrangiano pasa a
L — L+ ad,T" (188)

entonces tenemos la ecuacion de conservaciéon

Dt = (189)

siendo or
H = Ao — T, 190
R )

En el caso de la simetria interna para el campo escalar sin masa que mostramos antes tenemos
o — o(x) + (191)
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y como el lagrangiano no cambia J* = 0 tenemos la ley de conservacion
0=0,j"=0,0"¢ (192)

que en este caso no nos aporta nada nuevo pues es la ecuaciéon de movimiento para el campo.

Otra simetria interna que podemos considerar es multiplicar a un campo escalar complejo por

un nimero complejo ¢ — €¢ pues
L= 0 (8,0e”)(8,0% ™) —m*ePpe™ 6" = 0 (8,0)(9,¢%) — m*pg*. (193)

Si tratamos a los campos ¢ y ¢* como independientes, esta simetria genera las transformaciones

infinitesimales
o= o+ibp, ¢F — " — i, (194)

y la corriente conservada resulta ser
gt =i[(0"¢") ¢ — ¢*(0"0)] (195)

que es la misma corriente que habiamos estudiado anteriormente y ahora podemos ver que
proviene de la simetria interna del campo ante multiplicar por una fase. Como mencionamos

previamente veremos que esta corriente estara asociada con la carga del campo.

La clase siguiente vamos a estudiar con mas detalle distintos ejemplos de simetrias, haciendo

énfasis particular en las simetrias espacio-temporales.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

oL oL
% %509 "

¥ Ecuacion de Euler-Lagrange para un campo:

¥ Algunos Lagrangianos para recordar:
+ Klein-Gordon (cargado): Lx.g = 0,00"¢* — m>pg*
e Dirac: Lpirac = \Ifmf‘aﬂ‘lf — mUv

o Maxwell: EMaxwell S —iF‘WFm,

Idea del Teorema de Noether: A cada simetria continua de un sistema le corres-

ponde una corriente conservada.
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La clase pasada dimos un primer vistazo rapido al teorema de Noether, que nos dice que por
cada transformacién de simetria del sistema tenemos una cantidad conservada. Escribimos una
version reducida, que aplicaba al caso particular en el cual el tipo de transformaciones no afectaba
las coordenadas del espacio-tiempo. En la clase de hoy, vamos a estudiar la version general del
teorema. Calcularemos las cantidades conservadas que aparecen asociadas a la simetria bajo
transformaciones del grupo de Poincaré. Comencemos entonces recordando la version general del

teorema de Noether, cuya demostracion ya han visto en la clase tedrica.

Supongamos que tenemos una transformaciéon infinitesimal, que se escribe en términos de ciertos

parametros €%, que cambia las coordenadas y los campos de la siguiente manera
ot — " = ot 4+ Axt = ot + e Al (x) (196)

¢i(x) = ¢i(a’) = di(x) + € Fia(0, 09) . (197)
El indice a etiqueta la cantidad de parametros infinitesimales, mientras que el indice 7 el ntimero
de campos si hay mas de uno o de componentes del campo si el mismo es por ejemplo un espinor
de Dirac. Decimos que esta transformacion es una simetria si deja invariante la accién. En dicho

caso, el teorema de Noether asegura que
e =0, (198)

sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento, siendo

it = 3 { 505 L 00,60) — Fon(6,00)]} — A1), (199

Ademas, la cantidad
Q= [ daitio), (200)

es una constante de movimiento, es decir, no cambia en el tiempo (sobre las soluciones de las

ecuaciones de movimiento).

Para entender el teorema, y cémo usarlo, lo mejor es empezar con un ejemplo. Comencemos

viendo el caso en el cual se tiene invariancia ante traslaciones.

3.2.1. Invariancia bajo traslaciones. Tensor de energia-impulso

Para ilustrar cudles son las corrientes conservadas asociadas a la invariancia ante traslaciones

vamos a seguir el siguiente ejercicio.

Ejercicio: (Préctica 2, Ejercicio 24) Considere la densidad Lagrangiana del campo escalar

complejo del ejercicio 21.
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(a) Halle las corrientes de Noether asociadas a la invariancia ante traslaciones espaciales y

temporales.

Recordamos el Lagrangiano de Klein-Gordon para un campo complejo (cargado)
L= 0,00"¢" —m*¢*p. (201)
Una traslacion espacio-temporal en un parametro e,
ot — 't =t e =at + gl (202)

(noten que segun la ecuacion (196), en este caso es A% = g#) induce la siguiente transfor-

macion en los campos
p(x) = ¢'(2) = ¢(a" — €) = ¢(x), (203)

y lo andlogo para ¢* (esto es idéntico a lo que hacian en electromagnetismo para ver cémo
escribir la densidad de carga transformada por una traslacion en términos de la densidad de

carga original). Comparando la ecuacién (203) con (197), vemos que en este caso, resulta
F,,=0, (204)

para todo ¢ y pu. Noten que identificamos a — p, porque hay cuatro traslaciones infini-
tesimales, una por cada direccién del espacio-tiempo. El indice ¢ toma los valores 1 y 2

(asociados a ¢ y ¢*).

Hasta aqui, lo tnico que hicimos fue ver qué sucede con las coordenadas y los campos
ante una traslaciéon. Para poder aplicar el teorema de Noether, necesitamos ver si esta
transformacion es una simetria, es decir, si deja invariante la acciéon. En este caso, mostrar
esto es sencillo, ya que el mismo Lagrangiano queda invariante

0¢’ 9¢ ,}

L) =L [qs'(g;'), o x] — L [gb(as), s (205)

pero como € es un cuadrivector constante, derivar respecto a x’ es lo mismo que derivar

respecto a x, por lo que

L) =L {qﬁ(x), %,.ﬂ] . (206)

El dltimo término en el corchete, 2/, estd puesto porque podria pasar que el Lagrangiano
dependiera explicitamente de las coordenadas. En nuestro caso, la tinica dependencia en
las coordenadas aparece a través de los campos, de modo que podemos obviar eso. De este

modo, resulta

0
C) = [¢<x>, —ﬂ — L(), (207)
Ox
y como d*z’ = d*zr la accién también es invariante. Esto nos dice que las traslaciones

son simetrias y entonces hay corrientes conservadas. Recurriendo a la ecuaciéon (199) y
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recordando que A% = g¥ y F,, = 0, las corrientes quedan

oL
. {ERE;;;SLAz<x>ay¢i¢v>—-zz@<¢,a¢oJ}-—.Ag<x>£<x>:= (208)
i p
oL oL
_ %k v, Y0,b° — gL — 209
00,6 " 000,67 70 )
oL oL
_ 906+ —25 5.0 — ghL — 210
8<a“¢) ¢ + a(a#gb*) (b go' ( )
= 0"¢* 0,0 + 0"$0,¢" — gt (0,00"¢" — m*¢* ) = (211)
G0+ D G0,0 — GO G + g S (212)

En general, a la corriente j# asociada a la invariancia ante traslaciones se la llama tensor
de energia-impulso, y se la denota con la letra #. Como acabamos de ver, en el caso del

campo escalar cargado, el tensor de energia-impulso es
O = 00" 0y + 0" 90, — ghd, 0" 9" + ghm®¢* . (213)

Verifiquen explicitamente, usando las ecuaciones de movimiento, que el tensor de energia-

impulso es una corriente conservada como lo asegura el teorema de Noether, es decir, que

9,0" = 0. (214)

o

Halle la expresion de la energia y el momento como integrales de ¢ y sus derivadas

A partir de la corriente conservada podemos encontrar cuatro cargas/constantes de movi-

miento dadas por la ecuacién (200)

Qs = /dngg(a:) = /dgxeg(:c). (215)

Q" es la energia o Hamiltoniano (ahora veremos que el integrando es justamente la densidad
Hamiltoniana dada por la ecuacién (160)) y Q° (i = 1,2, 3) son las componentes del

momento. Veamos explicitamente cuanto valen. La energia es

E = Qoz/d3x60°(x): (216)
— / Bz (900" + V- Vo' +m2p™ ) = (217)
= [ (PP + [V + mloP) (218)

Noten que tanto la energia como la densidad de energia 6 son positivas. Esto es algo general
de la teoria clasica de campos: la densidad de energia es positiva. Veremos sin embargo que
cuando entre en juego la mecanica cudntica, tendremos configuraciones de campos para
las cuales la densidad de energia podra tomar valores negativos en algunas regiones del
espacio-tiempo, siempre resultando en una energia positiva. Esto ocurre por ejemplo en el

efecto Casimir.
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Volvamos al ejercicio para hallar la componente i-ésima del impulso, que resulta
P = Q' = /d3:c % (z) = (219)
- / &P (8°0 00+ 0'¢* %) . (220)

Observaciones:

(a)

Ya lo hemos resaltado varias veces, pero no viene mal recordar nuevamente que las corrientes
se conservan y las cargas son constante para configuraciones de campo que son soluciones

de las ecuaciones de movimiento.

Luego del ejercicio que desarrollamos recién, les resultara sencillo ver que la expresion del
tensor de energia-impulso para cualquier teoria de campos descripta por un Lagrangiano £

y campos ¢; esta dada por

vo__ oL vl v

Los invitamos a que, usando la expresion anterior, calculen los tensores de energia-impulso

del campo de Dirac (Ejercicio 26) y el de Maxwell (Ejercicio 28, caso m = 0). Los resultados

son
H]lsli/rac = “Z,yung - gwjlﬁ (Z'fYUaU - m) w = “/_J’Y”ayw ) (222)
1
‘gﬁdyaxwell = Zg#l/FaﬂFQB - FuaaVAa7 (223)

%
Dirac

donde F*% = 9~A% — 98 A®. Noten que para simplificar la expresién de usamos que

(177 0y —m) 1 =0

si 1 es solucion de las ecuaciones de movimiento (que es el caso en el cual estas corrientes
se conservan). El Lagrangiano de Dirac ¢ (770, — m) 1 se anula entonces para soluciones
de las ecuaciones de movimiento, por lo que al momento de calcular corrientes conservadas

asociadas a simetrias del mismo podemos anular el dltimo término de la ecuacién (199).

Muchas veces se nota al tensor de energia-impulso como T#”. Nosotros vamos a reservar
la letra T para referirnos al tensor de energia-impulso simetrizado o tensor de Belinfante,
como se lo conoce usualmente por la persona que sugirié6 como construirlo. Noten que si a
cualquier corriente conservada le sumamos una cantidad que tenga cuadridivergencia nula, la

cantidad resultante también sera una corriente conservada. Podemos usar esta libertad para
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construir un tensor de energia-impulso que sea simétrico, el procedimiento es el siguiente.
Definimos
T,uu = 0" + aUXUMV ) (224)

donde X, €s un tensor arbitrario antisimétrico en sus dos primeros indices, es decir
Xopv = —Xpov > (225)

ya que esta condicion nos asegura que tenga divergencia nula y que entonces 7}, también

sea una corriente conservada. En efecto

M = OMO" 4+ 0"0% Xopw = (226)
1

= T 58#@0 (Xoww + Xpov) = 010" = (227)

= 0. (228)

Se verifica ademas que TH" y 6" tienen las mismas cargas conservadas. La libertad en la
eleccién de x,,.,, puede utilizarse para construir un tensor de energia momento simétrico
ante el intercambio p <> v. Por ejemplo, para simetrizar el tensor de energia-impulso del
campo de Maxwell dado por la ecuaciéon (223) podemos tomar x7* = F* A” y se obtiene

THY — pm

Maxwell Maxwel

1
|+ 0, FP7AY = Zg“yFagFaﬁ + FrepY (229)

que como pueden ver es un tensor simétrico (y ademads, las densidades de energia y momento
son T = 1 (E? + B?) y T% = (E x B)’, respectivamente, que ya deben identificar como

densidad de energia de los campos y componentes del vector de Poynting).

Quienes hayan cursado relatividad general pueden leer la discusion alrededor de la ecuacion
(1.48) de las notas de Tong para ver otra forma de obtener el tensor de energia-impulso que
automaticamente nos da una forma simétrica. Tener un tensor de energia-impulso simétri-
co es practico pero también necesario en algunas circunstancias (por ejemplo, si estamos

utilizéndolo como fuente de las ecuaciones de Einstein).

3.2.2. Invariancia bajo el grupo de Lorentz

En la clase de teoria ya vieron cudles son las corrientes conservadas asociada a la invariancia
ante el grupo de Lorentz. Para no repetir la misma derivacion, veamos el ejercicio andlogo para

el campo de Dirac.

Ejercicio: (Préctica 2, Ejercicio 27) Halle la expresion de la carga conservada asociada a la

invariancia ante rotaciones en el caso del Lagrangiano de Dirac. Distinga la contribucion a
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la carga conservada de la parte orbital e intrinseca (presencia o ausencia respectivamente de

derivadas espaciales de los campos).

Recordamos el Lagrangiano de Dirac
EDirac = @W“aﬂw - m@?ﬂ . (230)

Como vimos al comienzo del curso, una transformacion de Lorentz de las coordenadas se puede
escribir como
ot — 2 = A (231)

donde
Al = (e%waﬁM‘my . (232)

v

Recuerden que los indices aff que acompanan a M se utilizan para etiquetar distintas matrices
y no sus componentes. Los indices pv en la ecuacién anterior hacen en cambio referencia a la
componente uv de la matriz exponencial. Una transformacion de Lorentz infinitesimal se obtiene
considerando que los pardmetros w,g son pequenos, en cuyo caso, expandiendo la exponencial
en (232) y quedandonos a primer orden en los pardmetros podemos reescribir la transformacion

(231) como .
2 = a4 Sy (M) 2" (233)

donde (M B )5 significa la componente pr de la matriz que se etiqueta con los indices a5 (usamos

el paréntesis para diferenciar estos indices).

Ante una transformacion de Lorentz, el campo de Dirac transforma con la matriz S(A) dada por

la ecuacion (122), es decir

U(@) = ¥'(a’) = S(A)P(A2') = S(A)y (). (234)

La diferencia con el caso del campo escalar es que el campo de Dirac tiene es un vector de 4 com-
ponentes, la matriz S(A) lo que hace es implementar la transformacion de Lorentz sobre dichas
componentes (esto es andlogo a lo que hacian para analizar la transformacién ante rotaciones
del campo eléctrico). Recuerden que las matrices X%’ (que aparecen en la definicién de S(A) y
las matrices M®? (que aparecen en A) no son las mismas aunque satisfacen el mismo algebra
(Lorentz), pero los ntimeros w®” sf lo son (por eso los escribimos con la misma la letra). Esto
nos asegura que estamos haciendo la misma transformacién de Lorentz a las coordenadas y los

campos.

La transformacién que estamos haciendo es infinitesimal, por lo que reescribimos la ecuacion

(234) para parametros w pequenos

W) = SA)0(e) = ¥la) + suasS(). (235)
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que escrita para cada componente 1) del espinor, para llevarlo a la forma dada por la ecuacién
(197) y que sea sencillo leer F;,, queda
i

Yo () = (S(A) 7 (x) = ¥ () + 5

Wag (5%)) ¢P(x). (236)

Mirando las ecuaciones (196) y (197), e identificando a — a3, €¢ — w* obtenemos

Ags = 5 (Map)y”, (237)
1
Fa,aﬁ = 5(2a6)0p¢p(x) . (238)

Con esto ya estamos en posicién de calcular la corriente conservada asociada a la simetria ante
transformaciones de Lorentz. ;Simetria? Todavia no dijimos que esto efectivamente dejaba inva-
riante la accién, pero si lo hace. Esto estd asociado a que el Lagrangiano de Dirac (230) es una
suma de dos términos que son escalares ante transformaciones de Lorentz (puede ser util que
vean el video en el que discutimos las propiedades de transformacién de los bilineales de Dirac).
En general, como dijimos la clase pasada, vamos a estudiar justamente Lagrangianos que sean

escalares de Lorentz.

Les dejamos un par de consejos esenciales para que continiden este calculo y luego daremos el

resultado final:

1. Hay una forma sencilla de escribir las componentes de las matrices M®? en términos de la

métrica de Minkowski
(MP) = —i (g™l — g™ g2) . (239)

Pueden verificar explicitamente esta propiedad viendo la forma que tiene cada una de estas

6 matrices en la seccion 1.4.3.

2. El altimo término de la corriente dada por la ecuacién (199) donde aparece L se anula (ya
que el Lagrangiano de Dirac se anula cuando los campos son soluciones de las ecuaciones
de movimiento, como mencionamos al escribir el tensor de energia-impulso del campo de
Dirac).

3. Para llegar a la expresién que vamos a escribir (asi pueden comparar) serd necesario que
utilicen ademas la expresion del tensor de energia-impulso del campo de Dirac dada por la

ecuacion (222).

Trabajando un poco (no hay en principio nada esencial que puedan perderse si entendieron todo

lo anterior), deberfan llegar a ver que las corrientes conservadas son*

Jhs = wa0f — x50k + Yy Sapt). (240)

4Miren la ecuaciéon (7.4.15) del libro de Weinberg para ver que esta corriente escrita en términos del tensor de
energia impulso simetrizado - que alli llaman con la letra 6 en lugar de T" - toma una forma mucho més sencilla. Este

es uno de los motivos practicos por los cuales se utiliza el tensor simetrizado.
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De acuerdo a las convenciones que utilicen (hay muchas definiciones de por medio, que cambian
factores y unidades imaginarias) pueden obtener distintos signos y factores, pero deberian llegar
a la misma estructura. Noten que al calcular las constantes de movimiento usando la ecuacién
(200) tenemos

Qur = [ Pilyla) = 241)
= /d3x (2o} — x567) +/d3I77/_)’yOZa5¢. (242)

Este es el tensor de momento angular generalizado del campo y estd compuesto por dos
partes que para particulas no relativistas corresponden al momento angular “orbital” (primer
sumando en la dltima linea) y al espin (segundo sumando). Noten que el espin del campo esté
asociado a la representacion del algebra de Lorentz dada por las matrices . Cuando estudiemos

la cuantizacion del campo de Dirac volveremos a hablar sobre esto.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g Teorema de Noether: si las transformaciones
ot — o =t 4 Axt = ot + AV

¢1(x) — (b;(l'/) - ¢1(x) + Ea}?i,a((éa a(b) 9

dejan invariante la accién S = [ d*z L£(x) entonces
aujg -

sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento, siendo

it = 3 { gy VH000) ~ Fols, 99} = AL,

Ademas, las cargas
Q. = / deg(z),
son constantes de movimiento.

8 Corrientes conservadas por la invariancia ante el grupo de Poincaré:

o Traslaciones: Tensor de energfa-impulso 6 =" [8(3—%8%} — g™ L.

o Lorentz: Tensor de momento angular generalizado.
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3.3. Material adicional: Segundo Teorema de Noether

El teorema de Noether que vimos, o Primer Teorema de Noether, dice que por cada transfor-
macién que es una simetria (continua) de nuestro sistema podemos encontrar una corriente que
se conserva sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento. Hay un segundo teorema de
Noether, que da identidades que valen en general, incluso fuera del espectro de soluciones de las

ecuaciones de movimiento.

Sin entrar en muchos detalles, el Segundo Teorema de Noether dice que si la accién es invariante
ante un grupo de transformaciones locales (es decir, que son parametrizadas por un conjunto
de funciones A(x), que dependen del punto del espacio-tiempo), existe entonces un conjunto de
identidades entre cantidades construidas a partir de la accién, que se conocen como Identidades
de Bianchi. Dichas identidades valen en general, atin si los campos que aparecen en ellas no son

soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Cuando el grupo es, por ejemplo, el de transformaciones de gauge del electromagnetismo,
AF — AP 4 OF N (x) (243)

las identidades de Bianchi son simplemente las ecuaciones de Maxwell.
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4. Teorias libres

Hoy vamos a comenzar a estudiar las teorias cuanticas de campos relativistas. Comenzaremos
estudiando la cuantizaciéon de teorias libres, es decir, de aquellas para las cuales no aparecen
términos de interaccién (o sea, términos con tres o méas campos) en el Lagrangiano. Una de los
motivos por los cuales las teorias libres son relevantes es porque se asume que en los procesos de
scattering los estados asintéticos pueden ser descriptos por una teoria libre. Mas alla de esto, el
estudio de las teorias libres nos permitird entender algunos aspectos de las teorias cuanticas de

campos relativistas.

En esta primera parte utilizaremos el método de cuantizaciéon canoénica. Sobre el final del curso

la idea es presentar otro método de cuantizacién, el de integrales de camino.

Tengan en cuenta que vamos a trabajar en la representacion de Heisenberg de la mecanica
cuantica: los operadores son los que evolucionan en el tiempo, mientras que los estados estan
fijos. Si no recuerdan este picture, les recomendamos que realicen un breve repaso antes de leer

esta clase.

4.1. Cuantizaciéon canoénica del campo escalar real
4.1.1. Hamiltoniano

Gran parte de la clase de hoy serda un repaso de cosas que han visto en la clase tedrica, ya que
como muchas cosas se van a repetir en la cuantizacién del resto de los campos libres, creemos

que es bueno que estas temas se afiancen.

Empezamos recordando que el Hamiltoniano del campo escalar real clasico es

H— / PxH = / d?'x% [7r2—|— (W)2+m2¢2] , (244)

donde 7 = 2& = 9y¢. Vamos a utilizar negrita para diferenciar al vector tridimensional x del

99
cuadrivector x.
Es posible generalizar la definiciéon de corchete de Poisson para contemplar el caso en el cual
tenemos grados de libertad continuos, para ello hace falta introducir lo que se conoce como
derivada funcional. No vamos a dar el detalle en esta seccién, pero si les interesa pueden revisar
el Apéndice A. Alli damos la definicion de la derivada funcional y algunos ejercicios. No es
esencial que lo miren, por lo pronto nos alcanza con saber que el corchete de Poisson se puede

generalizar para contemplar el caso en el que se tiene un continuo de grados de libertad, y que
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usando dicha generalizacién se tiene

{6 (20,%), 7 (20,¥)} = & (x~y), (245)
{¢ (x0,x), ¢ (x0,y)} = 0, (246)
{m (w0, x), 7 (x0,y)} = 0. (247)

Este es el punto de partida de la cuantizacion candnica que ya conocen. Vamos a introducir
campos cuanticos hermiticos ¢ y © que cumplan las siguientes relaciones de conmutacion a

tiempos iguales (tomamos ty = zo = 0)

600,%),7(0,y)] = i0*(x—y), (248)
6(0.%). 03<o,y>} = 0, (249)
[#(0,x),7(0,y)] = 0. (250)
Lo que hicimos fue usar la regla de correspondencia {, } — # [, ], tomando & = 1. En este caso,

el Hamiltoniano cuédntico queda con la misma forma que (244) simplemente reemplazando los

campos clasicos por su versiones cuanticas

3 5. L]0 =2\ 272

o= [ dx; #+ (V9) +m?| . (251)
En general, pueden aparecer problemas asociados al orden de los operadores y tendremos que dar
una prescripcién para construir el Hamiltoniano cuédntico (ya veremos algo de esto més adelante

y también cémo se visualizan estos problemas de orden desde el formalismo de integrales de

camino).

Volvamos al Hamiltoniano. Vamos a ver que hay mucho en comun entre el oscilador armoénico y

esta teoria de campos. Escribimos el desarrollo de los campos en modos de Fourier

¢(0,x) = d*k G (0) €™, (252)

7(0,x) = 2@3/2 / ) emikex (253)

Usando que ngST = ngS, 7t = 7 resulta

Qk - qA—k7 (254)
P = P (255)

Para aligerar la notacién omitimos poner explicitamente la parte temporal ¢y = 0). Reescribimos
el Hamiltoniano (251) en término de estos nuevos operadores

N _ A\ 2 ~
" = % / Px [fr?+ (w) +m2qﬁ2] - (256)
d3k e . Nx A oA Nex [ .
= /d3 / 271' 3/2 / )3/2 {pkpk/e (k+k) + qkqgk’e (k+k) [(Zk) . (Zk/) + mQ] } :(257)
— 2/d?’k (pkplT( +wquq;r() , (258)



Teoria de Campos
Primer Cuatrimestre

Guia 3: Cuantizacién del campo escalar. 13 de julio de 2020

donde en la ultima igualdad usamos las ecuaciones (254) y (255), y definimos wyx = vk% + m?2.
Esta tltima expresion es muy parecida a la expresion del Hamiltoniano de un conjunto infinito

(uno por cada k) de osciladores armoénicos. Para ver esto explicitamente, definimos

. wi (. U
_ 259
ax 5 (Qk+ wkpk) ; (259)

=5 (qL —kpk). (260)

Les dejamos a ustedes que calculen las siguientes expresiones de los campos a tiempo constante

con lo que

en términos de los operadores ay y &L. Por ejemplo, el campo ¢ (a tiempo 0) queda

(ake"k'x + &Le*ik"‘> . (261)

¢ / 2 3/2\/ 2wk

Utilizando las relaciones de conmutacion entre ¢ y 7, pueden verificar que

[ak,aL,] - P k—K), (262)
[dkvdk’] = 07 (263)
al.al,| = 0. (264)

Recuerden que estos son los operadores sin evolucionar, a tiempo constante ¢, = 0. Noten que
estos operadores cumplen relaciones analogas a los operadores de creacién y destruccion del
oscilador armonico, con la diferencia de que ahora aparece una delta de Dirac en lugar de una

delta de Kronecker, lo que esté asociado a que ahora los grados de libertad son continuos.

En términos de los operadores de creacion y destruccion, el Hamiltoniano queda

~ 1 o o
H = 3 / A’k (pkpltw;iqkqlt) = (265)
1
- ; / Pk (iin + inil) = (266)

= /d3kwk |:ak(lk+ =6°(0 ] (267)
(

donde para escribir la ultima igualdad utilizamos la ecuacién (262).

En resumen: vimos que, reescribiendo los campos en términos de los operadores de creacion y
destruccion, el Hamiltonano de la teoria se diagonaliza y corresponde al de un conjunto (continuo)
de osciladores armoénicos, salvo por el término donde aparece la delta de Dirac. Sobre el final de
la clase vamos a entender un poco mejor de donde proviene esta divergencia. Por ahora, vamos

a dar una prescripcién para librarnos de ella.
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4.1.2. Orden normal de operadores

Recordemos la ecuacion de Heisenberg, que dicta la evolucién temporal de un operador A

dA . .1 BA
“_ila A] 72 268
a [ AT (268)
La evolucion de ay viene dada entonces por
da . 1
% — [H,ak] — {5 / PK we [a{dak, +ak,a;] ,ak] — i, (269)

donde en la primera igualdad utilizamos que ax no depende explicitamente del tiempo y para
llegar al resultado final es necesario utilizar las relaciones de conmutacion entre ay y dlt. La
solucion de esta ecuacion es

ax(t) = e " ay . (270)

Decimos que ay evoluciona con frecuencia positiva. Trabajando en forma analoga, pueden ver
que
al(t) = etal = em i@ty (271)

Decimos que dL evoluciona con frecuencia negativa. Con estos ingredientes, podemos pasar a dar

la definicién del orden normal de operadores.

Sean x; X2 dos operadores que se pueden escribir como suma de operadores que evolucionan con

frecuencia positiva (+) y negativa (-)
Xi=x{ X Xe=x3 +Xa (272)
entonces, el orden normal de la composicion x;ys se define como
EXIX2 TE X Xe H XX F X XS (273)

En términos simples, el orden normal lleva todos los operados que evolucionan con frecuencia

negativa hacia la izquierda.

Ejemplo: Vamos a escribir el integrando de la ecuacién (266) en orden normal y veremos c6mo

esto hace que ya no aparezca la divergencia que vefamos en la ecuacién (267). Tenemos

oAt oAb ata At ata o ata _ oata

Dy Gk + Ay 1= Gy ax -+ 1 axay o, = a0k + Q) ax = 20, 0, (274)
ya que ay tiene sélo componente de evolucion positiva y dL solo componente de evolucién negativa.
Veamos entonces que si en lugar de (266) consideramos tomar orden normal al Hamiltoniano,

tenemos

1
H=: / APk wy (aLakmkaL) = / PPk wy af ay (275)
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donde la delta de Dirac ya no aparece, pues intencionalmente la hicimos desaparecer. Cuando
hablemos del Hamiltoniano del campo escalar en las practicas vamos a referirnos siempre a su
expresiéon en orden normal (a menos que indiquemos lo contrario). Vamos a ver que esto se

corresponderd con pedir que el estado de vacio de nuestra teoria tenga energia cero.

4.1.3. Evolucién de los campos

Como ya calculamos la evolucién de los operadores dy v @) (ecuaciones (270) y (271), respec-
tivamente), para obtener por ejemplo la evolucién de QAS, podemos insertar estas expresiones en

(261) y obtenemos

1 _ d3k ~ t ’ka_l_ /\T t —ik~x 276
0@) = | o (@ + al@e ) (276)
A’k . , . .
_ A —dwit ikex AT iwit —ikex |
= /—(27?)3/2@ <ak6 e 4 aee ) (277)

d3k A —ikbx AT ikt
_1/@5V7§Z<%6 +afe o) (278)

Les dejamos que hagan lo andlogo para hallar la evoluciéon de 7. También podriamos haber
planteado la ecuacién de Heisenberg para gfg y 7 y resolverlas. Vamos a plantearlas porque nos

van a permitir ver algo interesante. A partir de la ecuacién de Heisenberg (268) verifiquen que

resulta
d¢
— pr— o 2
0 T, (279)
dm — o\ 2
o (V2 =m?) ¢ (280)

Desacoplando las ecuaciones (simplemente derivando la primera respecto al tiempo y reempla-

zando 7 por lo que da la segunda de ellas) vemos que é satisface la ecuacién de Klein-Gordon
(O+m?*)é=0. (281)

La expresién para la evolucién del campo dada por (278) verifica naturalmente esta ecuacién
porque la evolucién temporal es tnica (fijados los valores de los campos a un tiempo dado).
También es posible ver esto explicitamente ya que quS es una combinacion lineal de las soluciones

+iktxy, (

de la ecuacién de Klein-Gordon e dichas soluciones las vieron en las clases de teoria cuando

estudiaron la ecuacién de Klein-Gordon).

Los campos cuantizados van a cumplir en general las ecuaciones de movimiento que cumplian
sus contrapartes clasicas. Por este motivo, uno sabe que la expresion para la evolucion temporal

del campo estara dada por una combinacién lineal de las soluciones clasicas de la ecuacién
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asociada. Como el campo cuantico es un operador, los coeficientes de esta combinacién lineal
] d 1 ejempl i “coeficientes” son dx y al laciones d

seran operadores (en el ejemplo que vimos, estos “coeficientes” son ax y @, ) y sus relaciones de

conmutacién se pueden obtener a partir de las del campo y su momento conjugado. Esto es lo

que se les pide que hagan en el Ejercicio 30.

4.1.4. Espacio de estados

Como dijimos anteriormente, las relaciones de conmutacién entre los operadores ayx y dlt son
analogas a las del oscilador armoénico. Esto nos sugiere pensar en construir nuestro espacio de

Hilbert como un espacio de Fock.

Asumimos que existe un estado |0), que llamamos vacio®, que es aniquilado por todos los opera-
dores de destruccion: ay |0) = 0 para todo k. En el siguiente ejercicio vamos a ver como construir

el espacio de Hilbert a partir de este estado.

Ejercicio: (Préctica 3, Ejercicio 32) A partir del estado de minima energia (denominado vacio,
por su interpretacion como estado desprovisto de particulas, y denotado por |0) ) puede construirse
todo el espacio de Hilbert mediante la accion de los operadores de creacion. A fin de ver esta

relacion:

(a) Muestre que un estado de la forma []}._, dLi |0) es autoestado del Hamiltoniano y el operador
momento con autovalores iguales a Z:.L:l Wk, Y Z?:l k; respectivamente.

Vamos a ver que el estado propuesto es autoestado del Hamiltoniano (275). Para ello vamos

a usar inducciéon. Supongamos que lo enunciado vale para cierto n, es decir, que resulta

HH i, 10) = Zwk H i, 10) . (282)

Veamos que en ese caso tamblen vale para n + 1.

n+1

HH af, [0y = Haf +1H af, [0) = (283)

- |Aa H}Hkro o [T 14, 10) = (284)

— wkmaLMH Loy +af Zwk H aj. [0) = (285)
n+1 :H—ll

= Zwki HCL
=1

=1

), (286)

°En el enfoque axiomatico de la teorfa de campos, la existencia del vacio es uno de los axiomas. En clases futuras

mencionaremos algo mas sobre dicho enfoque.
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donde usamos que [H , du = wkidi (ya lo derivaron cuando revisaban las cuentas de esta

clase al escribir la ecuaciéon de movimiento para &L). Como (282) vale en particular para
n = 1 (para verlo hay que usar el conmutador [ﬁ , dL] = wkile( y notar que H aniquila al

vacio), por induccién vale para todo entero positivo, como querfamos demostrar.
Les dejamos a ustedes que vean, usando argumentos similares a los de recién, que

n n

P Tk 10) = | > ki ) [Tk 10) . (287)
i=1 i=1 i=1
donde P = [d®kk'a] ay (se obtiene cuantizando la expresién cldsica y tomando orden

normal).

A

(b) Verifique que el estado anterior es autoestado del operador nimero definido como N =

f A’k dL ax con autovalor n.

Este ejercicio sale en forma similar al anterior, pero de hecho podemos demostrarlo usando
el resultado del inciso anterior para el Hamiltoniano. Ustedes saben que wy es una funcion
precisa y determinada, no esta libre. Pero noten que en la resolucion del inciso anterior la
forma que tenia wy no importaba (al menos no usamos su forma explicita para nada de lo
que demostramos). Hacer la cuenta que se pide en este inciso es lo mismo que tomar wy = 1
en el resultado del inciso anterior (H pasa a ser Ny 3.1 wy, se convierte en Y20 1 =n).

Remarcamos nuevamente que esto no significa que uno pueda elegir wy, que esta fijo y es

igual a vk2 4+ m?2.

Un estado de la forma dL |0) puede considerarse como el estado de una particula de cuadrimo-
mento definido (wy, k). El espacio de Hilbert de la teoria es un espacio de Fock, una suma directa
del espacio generado por el vacio, el de una particula con momento definido, el de dos particulas,

etc.

Noten que, siendo rigurosos, los estados de un nimero fijo de particulas con momento definido
no pueden estar en el espacio de Hilbert, como puede verse al calcular formalmente su norma.
Esto es andlogo a lo que ocurre en mecanica cuantica no relativista, donde no existen estados de
momento definido en el espacio de Hilbert. Sin embargo, es posible suavizar la expresién anterior
con una funcién de los momentos espaciales (que decaiga suficientemente rapido para momentos
grandes), para obtener un estado del espacio de Hilbert. En un enfoque mas riguroso, el campo
se trata entonces como una funcional o distribucién, su argumento no es un punto del espacio-
tiempo sino una funcién. Estos detalles los van a estudiar en los ejercicios 33 y 34. Como en
mecanica cuantica no relativista, en general podremos manipular estas expresiones sin meternos
en problemas, pero tengan presentes las sutilezas necesarias que hay que incorporar para que

dichas expresiones tengan sentido.
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4.1.5. Estado de vacio. Energia de punto cero

Como asumimos que el estado de vacio es aniquilado por todos los operadores de destruccion,
dicho estado es un autoestado del Hamiltoniano (tomado con orden normal) de autovalor cero.
Tomar orden normal en el Hamiltoniano resulté entonces en fijar la energia del estado de vacio
(o energia de punto cero) a cero. Volvamos un poco atras e intentemos comprender de dénde

proviene la delta de Dirac de la ecuacién (267).

Si escribimos la densidad de energfa 7% del campo (el integrando de la ecuacion (251)) en
términos de ay y dL, rastreamos que el término de la delta de la ecuacién (267) proviene de la

contribucién a T% que va como A = [ d®k wy /2. Esto nos da un contribucién a H de la forma
Vk2 2
/d?’xA—/d?’x/d?’k% - /d?’x/dz”k#. (288)

Esta es la contribucién responsable por la aparicién de la delta de Dirac en la ecuacién (267).

Noten que se pueden diferenciar dos tipos de divergencias:

= Divergencia infrarroja. Esta divergencia estd asociada a que estamos integrando sobre
todo el espacio R?, y como el integrando no tiene dependencia en x, se tiene [ d*x = oo. Este
tipo de divergencias se llaman infrarrojas porque aparecen para distancia grande (frecuencia
pequena). Noten que esta divergencia no aparece si trabajamos en un volumen finito o si nos
interesa la energia por unidad de volumen (en esta misma seccién escribimos el origen de
esta contribuciéon desde la densidad de energia, donde naturalmnte no hay ninguna integral

en el espacio).

= Divergencia ultravioleta. Esta divergencia aparece al integrar en los momentos. Noten
que para |k| grande, wy, ~ |k| y por lo tanto la integral diverge. Como diverge para frecuencia
alta (pequena distancia) se la llama ultravioleta. Para altas energias, nuestra teoria podria
dejar de ser valida (por ejemplo, si hubiera una discretizacién del espacio-tiempo) y entonces

esta divergencia no apareceria dado que deberiamos integrar los momentos hasta cierto cut-
Oﬁ‘ kmaa:-

Como el término infinito en H no cambia las ecuaciones de movimiento de ningtin operador ya
que es una “constante” (por lo que conmuta con todo), vamos a utilizar la prescripcién de tomar
orden normal para eliminarlo. Como dijimos, esto equivale a fijar que la energia del estado de

vacio es cero.

Comentario para los que vieron relatividad general: Recién mencionamos que hay una
contribucién a la densidad de energia dada por 7% = A + .... Esta contribucién sélo puede
provenir de tener un tensor de energia-impulso de la forma T*” = Agh” + .... Esto nos dice que la

energia de punto cero del campo contribuye al tensor de energia impulso en forma de constante
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cosmoldgica. Pensando que hay una escala fundamental (la escala de Planck), que nos fija un
cut-off para los momentos, se obtiene un valor finito muy grande para la energia de punto cero del
campo. Las mediciones de la constante cosmoldgica dan sin embargo nimeros muy pequenos (120
6rdenes de magnitud menores que los célculos de la energia de punto cero). No se entiende por
qué la energia de punto cero no contribuye o, si lo hace, qué determina que dichas contribuciones
se cancelen como para resultar en un valor tan pequeno para la constante cosmolégica. Este es

el denominado problema de la constante cosmologica.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g El campo escalar real cuantizado describe un conjunto infinito continuo de osci-

ladores armoénicos cuanticos.

8 Los campos cuanticos son solucién de las ecuaciones diferenciales que cumplen
sus analogos clasicos. La expresion genérica de un campo cuantico es entonces una
combinacion lineal de sus soluciones clasicas y los coeficientes de dicha combinacion
son operadores. Las relaciones de conmutacion entre estos coeficientes se obtienen a

partir de las de los campos.

El ordenamiento normal de operadores consiste en mover hacia la izquierda todos

los operadores de creacion. Esto fija a cero la energia del vacio.

Algunas expresiones para el campo escalar real:
@,

A d3k S N A0 A n
(b(il?) = /m (&keﬂk g -+ CLL@M I“) 9 7T<$) = 80¢($) .

pPH = / dPx  TH(x) 1= / d*k kPal dy
Recuerden que wy = vk2 + m2.

¥ El espacio de Hilbert para el campo real es un espacio de Fock que se construye

actuando con los operadores df{ sobre el vacio.
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4.1.6. Interpretaciéon de particula

La clase anterior comentamos que los estados construidos a partir de actuar con n operadores de
creacion sobre el vacio podian considerarse como estados de n particulas con momentos definidos.
Vamos a ver, siguiendo un ejercicio, que los estados ¢(t,x) |0) describen lo més cercano que uno

puede tener a la nocién de particula localizada en un punto del espacio x a tiempo ¢.

Ejercicio: (Préctica 3, Ejercicio 35) El objetivo de este problema es analizar en qué medida la
teoria del campo escalar real libre, restringida a los estados de una particula, puede ser considerada
como una generalizacion relativista de la teoria de Schrodinger, y el operador gzg(x) puede ser

asimilado a un operador de creacion de una particula en un punto del espacio.

(a) Mostrar que los vectores gE(t, x) a tiempo t fijo generan todo el espacio de Hilbert Hy de una
particula.
Para simplificar el desarrollo, tomamos el tiempo fijo t = 0 (el resultado no cambia). Lo
que se pretende ver en este inciso es que haciendo combinaciones lineales de los estados
dados por ¢ (0,x)|0) podemos generarnos un estado de una particula con una distribucién

arbitraria de momentos. Es decir, queremos ver que podemos fabricarnos un estado de la

/ <zw)£k¢m ol 2

donde k) = a, |0) y ¢(k) es una funcién arbitraria (que es la que determina la distribucién

forma

de momentos del estado). Mantuvimos los factores (27)%2y/2wy al hacer la combinacién
lineal, pero podrian absorberse en la definicion de c(k) (lo que importa es que estamos

haciendo una combinacién lineal).

Veamos qué forma tiene el estado ¢ (0,x)[0). Recordando la expresién (278) para ¢ = 0,

tenemos
502010 = [ =K (200)
X = [ ——————e¢
’ (27)3/21/ 2wy ’
ya que dx |0) = 0y af |0) = |k). Una combinacién lineal arbitraria de estos estados, con

coeficientes f(x), tendré entonces la forma

[xsmiso = | W)d/—km [exreoe]i o

Para conseguir un estado de la forma (289) necesitamos que el término entre corchetes
en (291) sea igual a c(k). Esto se puede conseguir sencillamente tomando a f(x) como la

transformada de Fourier de c(k).

Vimos entonces que una combinacién lineal de estados ¢ (0,x)[0) generan el espacio de

Hilbert de una particula a tiempo t fijo H;.
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(b) Se define |t,x) == ¢ (t,x)|0) (supuestos vectores de una particula localizados) y la funcion
U (t, ) := (t, x| V), con |V) € Hy (supuesta funcion de onda de una particula). Probar que
VU (t, x) satisface la ecuacion de Klein-Gordon. Mostrar que ademds contiene sdlo frecuencias
positivas, y por ello satisface una ecuacion mds restrictiva, de primer orden en derivadas

temporales

zaa—\f (t,z) = +vVm? — V2V (t,x) . (292)

Mostrar que en este caso la corriente conservada de Klein-Gordon da lugar a una probabi-
lidad conservada y positiva, pero la densidad de probabilidad no es definida positiva.
Ver que se satisface la ecuacién de Klein Gordon es sencillo ya que el mismo campo ngﬁ la

satisface. En efecto

O+m?*) U (t,x) = (O+m?) (x| V)= (293)
= (D+m)<0|¢>( x) V) = (294)
= (0] ([@+m?) 6 (%)) =0, (295)

donde usamos que el campo es real (y por lo tanto es igual a su conjugado) y que cumple
la ecuacién de Klein Gordon (281).

Que ¥ (¢,x) contiene sdlo frecuencias positivas significa que evoluciona sélo con frecuencias

positivas. Esto también es sencillo de ver, ya que los operadores &L aniquilan al vacio al

actuar hacia la izquierda

U(t,x) = (06 (tx)|¥) = (296)
d*k .
— / (27T)3/2 ka <0| <& e—zwkt ik-x + akezwkte—zkx) |\I/> — (297)
d*k . :
_ / Gy Ol e (298)

Noten que el operador v/m?2 — V2 estd bien definido ya que (m? — V?) es positivo, como

pueden ver calculando
(m? — VAU (t,x) = (m* + KV (t,x) = wp ¥ (£, %) . (299)
Veamos ahora que se cumple la ecuacion (292). Para ello calculamos

iLytx) =il / TR e (0] 4y [0) e = (£, 5) (300)
"ot "ot | 2n)2y 2 . I

y mirando (299) vemos que resulta
g
Z%_t (t,x) = +vVm? — V2V (t,x) . (301)

Les dejamos a ustedes que verifiquen que la corriente conservada de Klein-Gordon da lugar
a una probabilidad conservada y positiva, pero la densidad de probabilidad no es definida

positiva.
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(¢) Mostrar que, sin embarqo, (t, x| t,y) no es proporcional a la delta de Dirac y que los estados
|t,x) estin localizados en un tamano tipico Ax ~ 1/m (al restaurar unidades, esta es
: I
longitud de Compton —- ).
En mecanica cuantica no relativista, los estados de una particula localizada en puntos

distintos del espacio son ortogonales. Veamos que esto no sucede para los estados |t,x).

Calculamos
(t.x|ty) = (0[d(t.x)d(t.y)|0) = (302)
d3k d3k/ ] , )
_ i(kx—k"y)  —i(wx—wys )t Ao At —
/(27r)3/2\/m (2#)3/2\/%6 e” T (0] akay [0) = (303)
dsk dgk/ i(k-x—k’- —i(wi—wyr )t $3 /
_ /(%)3/2 = | e i IY) ilowi)tgd (I _ ) = (304)
_ P ie(xey) _ (305)
N (27)32wy ¢ B
Bk ez’k-(x—y) 206
- /(27r)3 2WKZ+m2 (306)

Esta integral puede trabajarse un poco més pasando a coordenadas esféricas (k, p,0), to-
mando el dngulo azimutal 6 como el angulo entre los vectores k y (x —y). Definiendo

= |x — y|, resulta

d3k eik-(x—y) 207
t, x| t, = =
Xty = [ G e (307)
1 400 ) 27 zku cos 0
= 2 ) 3/ dk k / dgp/ d(cos ) ————= 2+m2 (308)
1 +o00 dk /{32 1 ]
_ v d(cos 6 ezku cos 0 — 309
ey, v ], e (309)
_ 1 /+°° dkk*  2sin(ku) (310)
o202m)2 )y VEEEm?2  ku
1 oo ksin (ku)
= — dk————. 311
(2m)? / uvV k2 + m?2 (311)

La integral anterior puede escribirse en términos de funciones de Bessel modificadas. Pa-
ra llevarla a una representacion integral conocida de estas funciones hay que hacer el

cambio de variables k = msinh(«a) (verifiquen que con ese cambio de variables resulta

dk = VEZ + m2da)

(t,x|t,y) = (2;)2/ mdk%: (312)
1 m [T . . :
- Wﬂ/o da sinh(a) sin [mu sinh(a))] . (313)

La integral que aparece en la expresién anterior es una expresion integral de la funcion de
Bessel K (mu) (ver por ejemplo la ecuacién 10.32.7en https://dlmf.nist.gov/10.32). Recor-
dando que u = |x — y| nos queda finalmente

1 m
(27m)? [x — ¥
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La funcién de Bessel K7 diverge en el origen, tiende a cero en +0o y es decreciente para
todo real positivo, pero no se anula si [x —y| # 0, por mas pequefa que sea esta diferencia.
En particular, no se anula para |x —y| ~ 1/m, que restaurando unidades es la longitud de
Compton //(mc). Esto nos dice que los estados no son ortogonales (algo que si sucede en
el limite no relativista, si mandamos ¢ a infinito).

El resultado de este ejercicio ejemplifica la dificultad de definir la nocién de localizacién

en una teoria relativista.

En el ejercicio que vimos recién fue relevante calcular un valor de expectacién en el vacio de
un producto de dos campos. Estos objetos son muy importantes en la teoria de campos. A

continuacion, vamos a estudiar algunas de sus propiedades.

4.1.7. Funciones de n puntos

Una funcién de n puntos (o funcién de correlacién, o simplemente correlador) es un valor

de expectacién en vacio de n campos

C(z1, T2,y ) = (0] @ (21) ¢ (x2) ... ¢ () |0) . (315)
Estas funciones son muy importantes ya que se relacionan con otros objetos centrales de la teoria,
como los propagadores. Ademas, estan conectadas con las amplitudes de scattering a través de
la formula de reduccion LSZ, como veremos més adelante. Desde el punto de vista axiomaético,
dar el conjunto completo de las funciones de correlacion determina completamente la teoria de

campos (esto se conoce como Teorema de Reconstruccion de Wightman).

Al final del ejercicio que hicimos en la seccién anterior vimos un ejemplo de una funciéon de

correlacién (la funcién de 2 puntos) a tiempos iguales

016139 6 (4.3)0) = s et 1 (mbe =) (316)
Noten que si en la expresién anterior toman el limite de masa cero (busquen la expansién de K7),
obtienen que la funcién de dos puntos para el campo escalar no masivo decae como 1/|x — y|°.
Cuando la masa es distinta de cero, para distancias grandes K tiene un decaimiento exponencial,

con lo que las correlaciones decaen mas rapidamente cuando los campos son masivos.

Otra cosa que pueden notar de la expresién (316) es que no depende de x e y por separado,
sino que es funcion del médulo de su diferencia. No sélo de su diferencia, lo que podria hacernos
sospechar que es invariante ante traslaciones, sino también de su médulo, lo que nos hace intuir
que también es invariante ante rotaciones. De los boosts podemos decir poco porque estamos

mirando un ejemplo de una funciéon de dos puntos a tiempos iguales, pero también sera invariante
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ante boosts. En general, las funciones de correlacion son invariantes ante transformaciones del

grupo de Poincaré.

La demostracion de la invariancia ante Poincare de los correladores la haran ustedes en el Ejer-
cicio 37. Noten que utilizando dicha invariancia pueden obtener un correlador para dos puntos
arbitrarios separados espacialmente a partir de uno a tiempos iguales. Veamos esto para el corre-
lador de dos puntos. Usamos una tilde para referirnos a los cuadrivectores para los cuales ¢t = 0.
Por ejemplo (z*) es el cuadrivector de componentes (0,x). En términos de cuadrivectores, la

funcion de dos puntos (316) se escribe como

18608 = T Ty s (/=99 =) - 10
Noten que la cantidad que aparece en la raiz en un escalar (de Poincaré), por lo que no cambia si
hacemos transformaciones de Poincaré globales. El grupo de Poincaré es un subgrupo del grupo
conforme (ver seccién 1.6), que deja invariantes los conos de luz. Por lo tanto, toda tranformacién
global del grupo conforme no puede cambiar el tipo de separacion entre dos puntos: dos puntos
que estaban espacialmente separados, siguen estando espacialmente separados luego de que se
aplique sobre ambos la misma tranformacion conforme. Mas aun, para todo par de puntos = e y
espacialmente separados existe una transformacién de Poincaré que los lleva a tiempos iguales.
Esto es sencillo de ver y se esquematiza en la Figura 2. Alli, dados x e y espacialmente separados,
hacemos una traslacién que lleve z al origen (y por supuesto, traslada a y en la misma magnitud).
A los transformados por dicha traslacion los llamamos 2’ e y'. Luego, si hacemos un boost, ' no
cambia pero ' se mueve por una hipérbola; basta nomdas con encontrar el pardmetro de boost
que lleva a ' a tener tiempo cero. Los cuadrivectores transformados por este boost tienen la
misma componente temporal. Como las transformaciones de Poincaré son invertibles también se

puede hacer el proceso reverso.

A

traslacién boost

v

Fig. 2: Transformacién de Poincaré para llevar puntos con (x —y)2? < 0 a t=0. Los ejes verticales
son el tiempo y los horizontales una coordenada espacial. Primero se realiza una traslacién rigida para llevar
uno de los puntos al origen y posteriormente se hace un boost (que no mueve el punto en el origen) hasta

llevar el segundo punto a t = 0.
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Por lo tanto, volviendo a la funcién de dos puntos, como T y y estan espacialmente separados,

resulta

01606 0)10) = Gzttt (mfle =)=} . 19

En el Ejercicio 36(b) (el inciso (a) sale de lo que hicimos en esta clase) les pedimos que vean

como queda la funciéon de dos puntos para puntos temporalmente separados.

4.1.8. Microcausalidad

Al cuantizar nuestra teoria partimos de las relaciones de conmutacién entre los campos al mismo
tiempo. En el siguiente ejercicio vamos a ver algunos aspectos del conmutador para puntos

genéricos.

Ejercicio: (Practica 3, Ejercicio 38) Considere un campo de Klein Gordon neutro. Muestre que
el conmutador [p(x), d(y)] es un nimero complejo (es decir, un miltiplo del operador identidad)
y por tanto es iqual a su valor de expectacion en vacio (o cualquier estado). A partir de esta
observacion y los resultados anteriores, muestre que el conmutador es cero para x ey espacial-
mente separados, es decir para (x —1y)? < 0. Diga por qué no puede decir lo mismo cuando estdn

temporalmente separados.

Planteamos el conmutador

[P(2), $y)] =

d3k dgk/ —ikx ik'y |~ AT ikx _—ik'y | AT &
/ (27T)3/2 ka / (27-‘-)3/2 ka, (6 e Y |:a/k7 ak/i| +e e 4 |:(lk7 ak/i|) :€319)

dgk —ik(z— ik(x—
_ /(2#)32%(6 (e=y) _ yik( y))_ (320)

. . . .y 3 . .
Antes de seguir queremos hacerles notar que la medida de integracién [ %Tl;wk es invariante de

Lorentz. Noten que la misma puede reescribirse como

d*k d*k
— = [ ——2x5(k* — mHO(KY). 321
| G = [ e = mto) (321)
Como el signo de k° es un invariante de Lorentz, la relacién anterior nos muestra que [ (QWd)STl;wk

es invariante de Lorentz. Noten que el resto de lo que aparece en la ecuaciéon (320) es también
invariante de Lorentz, y los puntos z e y sélo aparecen a través de la diferencia (x — y) el objeto

[¢(2), p(y)] es un invariante de Poincaré. Se suele introducir la funcién de Pauli-Jordan A
1 A’k . .
Au) = = / 272 (e7 — ey, (322)

i 27)3 2wy
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y entonces
" 1 4’k —ik(z— ik(z—
b0 = [ G (¢ =) (32)
= Az —vy). (324)

Noten que, como se pedia en el ejercicio, el conmutador es un nimero (iA(x — y)), o sea un

multiplo de la identidad. Esto no es general y solo sucede en las teorias libres.

Hoy no vamos a calcular explicitamente la funciéon de Pauli-Jordan, pero si vamos a hacer algunas

observaciones.

Observaciones:

(a) Como el conmutador es antisimétrico, se tiene
Alr—y) = -Aly — ). (325)
(b) Por las relaciones de conmutacion a tiempos iguales entre los campos se tiene
A((0,x)) =0. (326)
(c) Por las relaciones de conmutacién a tiempos iguales entre el campo y el momento se tiene

i6*(x) = [¢(0,%),7(0,0)] = —i %A((t,x)) . — %A((t,x)) _0:—53(x). (327)

(d) A satisface la ecuacién de Klein Gordon

(O +m?) M) = [T+ ) [d(x), H(0)] = H[(O+m?) ), HO) =0, (328)

(e) Las propiedades (b), (¢) y (d) definen univocamente a A (ya que A es solucién de una
ecuacién diferencial hiperbdlica de orden 2, con condiciones iniciales sobre A(z) y %A(x)

en una superficie espacial (en este caso, en la superficie espacial 2° = 0).

(f) A(z) = 0si 2* = atz, < 0 (separacién espacial). Esto sale del hecho de tomar valor de
expectacién en el vacio a A(z) y, recordando que es un conmutador de dos campos, ver que
es una diferencia entre dos funciones de dos puntos que dependen sélo de z2. Esto demuestra

lo dltimo que se pide en el ejercicio, es decir, que

[b(x),d(y)] =0, si(z—y)*<0. (329)

No podemos usar el mismo argumento para decir algo en el caso en el que los puntos estan
temporalmente separados por el mismo motivo que ya explicamos al hablar de por qué no

podiamos hacerlo con la funcién de dos puntos.
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La relacion (329) se conoce como condicién de microcausalidad y lo que garantiza es que si
dos observadores estan espacialmente separados, las acciones que uno de ellos realice no afectan
los valores de expectacion de las mediciones del otro observador. La microcausalidad vale incluso
si la teoria no es libre. De hecho, esta condicién es otro de los axiomas de Wightman que se

utilizan para definir lo que es una teoria de campos.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

Se suele decir que al actuar ¢ (z) sobre el vacio crea una particula en el punto x,

pero hay que recordar que el estado no esta completamente localizado.

Las funciones de n puntos

~

Clz1, Ta, ., ) = (0| ¢ (z1) & (z2) ... & (z) |0) ,

son invariantes de Poincaré. Usando la invariacia ante traslaciones podemos fijar

x, = 0 y notar que los correladores dependen de n — 1 puntos.

d*k

g Medida de integraciéon invariante de Lorentz: ———— .
(27)3 2wy

Microcausalidad

[B(x),6(y)] =0, si(z—y)*<0.

Vale en general (no sélo en teorias libres) que el conmutador de dos observables

locales separados espacialmente debe anularse.
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4.1.9. Simetrias

Vamos a empezar estudiando cudl es la relacién entre las simetrias que hemos visto para la teoria

clasica y la teoria cuantica. En la teoria clasica, dada una corriente conservada
. oL
jgzza(au(lﬁ AV 1/¢2_ za] Ag[ﬁ

podemos usar su constante de movimiento Q, = [ >, m; [A%0,¢; — F; o] — AL d*x para generar
una transformaciéon candnica (de simetria) de pardmetro €* sobre cualquier funcién f(¢, ) en el

espacio de fase como
flp,m) = e < Om (g, 7) (330)

donde definimos el operador diferencial

0Qq 0 - 0Q, 0 -
Gom1=10n 1= [ 3 |t | e

(Este es el corchete de Poisson que habiamos definido en el apéndice sobre derivadas funcionales

ec. (1181)). Veamos que en particular recuperamos la transformacién infinitesimal de las variables

Qﬁ;(l‘) = ¢z(x) + 5¢z ¢z — ¢ {Qaa ¢z} sz + €’ [AV V¢z - za] (332)
Mientras que el lagrangiano £(¢, b, x) transforma segun

() = £(2) 4 52 = £+Z{a¢, L)

=£+Z{a‘< [A20,01 — Fral) + =0, [ 420,65 mn}:

oL oL oL
— L() + {a( 40,60~ F. >+[ —a(—)] 40,60~ . }
(333)
el ultimo término se anula por las ecuaciones de Euler-Lagrange y nos queda
, oL
L(z) = L(x)+ €0, [AV0, ¢ — Fi ol | = L(x) + €0, (ALL) (334)
9(0u9)

usando J,j% = 0. Asi recuperamos la transformacién original de las variables a partir del gene-

rador.

Para ver qué tiene que ver esto con la teoria cuantica basta escribir explicitamente la exponencial
n (330)

(=€ )

(—e)
T {Qu f(0,m)} +

f(¢,m) = fl¢,m) + {Qa: {Qa, f(9,m)}} + ... (335)
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y haciendo el reemplazo

~

6 — ¢
T =T
f—f (336)
Qu — Qu
(=10
obtenemos
. A _i.a R A _s.a)\2 R . A
o = 6.5 - T2 00 16 0] + Tl 0, [0u fé )] 4. (330)
que podemos reconocer como
F(§,7) = @ femie" Qe = Ut (¢?) fU (). (338)

Asi toda transformacion candnica continua en el espacio de fases de la teoria clasica genera una
transfomacion unitaria continua en el espacio de Hilbert de la teoria cuantica. En particular
si dicha transformacion es una simetria continua entonces el generador es su carga conservada
(Advertencia: Esto es en realidad lo que uno quisiera que pase pero podria no ocurrir. Una razon es
que nada nos garantiza que al cuantizar canénicamente la carga clasica obtengamos un operador

() autoadjunto. En los casos que consideraremos pueden chequear que esto efectivamente sucede).

Por ejemplo, para el campo escalar real la traslacion de pardmetro a* es una transformacioén de
simetria de la teoria clasica cuya carga conservada es el momento P*, con lo cual usando (338)

tenemos

~ ~ ~

& (") = Pat + a¥) = e h(at)emiw . (339)
Para ver que el vacio |0) definido como
ap|0) =0, Vap (340)
es invariante ante una transformacién del grupo de Poincaré (A, a) debemos ver que
apl0) =0, Vap (341)

siendo 0)" = U (A, a)|0) (esto junto con la unicidad del vacio le permitird a uno concluir que
|0)’ =]0)). Para ello basta escribir

Ut (A, a) ap|0) = Ut (A, a) apU (A, a) 0) =, /%e—“”p)%qpm) =0,  (342)
P

donde usamos cémo transforman los operadores de destruccion. Eso se puede ver de la siguiente
manera
qg(Ax“ +a) = Ut (A, a) (%(JZ“)U (A, a) (343)
/&pe—ip(/\x+a) + dLeip(Aera)di%p = /UT (A, a) apU (A, a) e + Ut (A, q) &LU (A, a) eP*dp
(344)
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y haciendo el cambio de variable Ap = p tenemos

3~
P
. ) 43
_ / U (A, a) apU (A, @) % + U (A, a) alU (A, a) €77] \/Q%ﬁ (345)
n p

(usamos la invariancia de la medida de integracién) y podemos concluir que

Ut (A a) apU (A, a) =  [2Rg, =i P)a (346)
Wp

En la guia se propone mostrar la invariancia del vacio por otro camino, para lo cual les sera

esencial usar la hipdtesis de que () es un operador hermitico. La ventaja de este método es que

uno puede decir mas y mostrar que UT(A, a)|p)’ = |A~'p).

4.1.10. Material adicional: Efecto Unruh

Tomemos un poco de distancia y revisemos la construcciéon que hemos hecho hasta ahora para
definir particulas en teoria de campos tomando como ejemplo el campo escalar. Dado que el

campo satisface la ecuacion de Klein-Gordon
(O +m?)® =0,

si tenemos una base de soluciones {uk(z)}, de la ecuacién clésica entonces podemos expandir al

campo como
b(a) = [ [mlo)in+ ui(w)al] 'k

siendo ay operadores de aniquilacion. Podemos entonces definir el vacio como el vector tal que
ax|0) =0, Vk

y el espacio de Hilbert como el generador por la base {Hk (&L) " \O)} (realmente serfa este
conjunto suavizado por funciones que decaen rapido a 0, ejercicio 33, gl}éctica 3). Esta claro
entonces que si llamamos estado de 1 particula a [1,) = af|0), nuestra nocién de particula
depende completamente de la definicion que dimos de los operador de aniquilacion, los cuales
a su vez dependen enteramente de la base de soluciones uy(z) en la que expandimos el campo.
., Como sabemos entonces que de las infinitas bases que podriamos utilizado elegimos la correcta?

Bueno la base que elegimos es
{uk(x) — eikx’uk<x)* — efika:}k

y esta base tiene la particularidad de ser invariante ante transformaciones del grupo de Poincaré
(boostear, trasladar o rotar cualquier onda plana nos da otra onda plana), de manera tal que los

observadores inerciales coinciden en lo que definimos como particulas!
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i Pero qué pasaria si hubiesemos usado otra base de soluciones v, (z)? En ese caso tendriamos

o(c) = [ [wnla)bo -+ v3(@)0}] .

y un vacio distinto

bpl0) =0, Vp

igualando esta expansion a la anterior podemos despejar
bp = / [(uk,vp)ak + (ug, vp)&L] &’k = / [akpak + ﬁfgpaL] &k,

siendo (,) el producto interno de K-G. Esto es lo que se conoce como una transformacién de
Bogoliuvob. Podemos ver que un estado de vacio para una expansién es un estado repleto de

particulas para la otra calculando

(0[N, [0) = (bLby) /\5kp| k.

Como dijimos antes todos los observadores inerciales coincidiran en que un estado es de vacio.
Sin embargo, debido a una transformacién de bogoliuvob loas observadores acelerados veran
particulas! Esto es lo que se conoce como el efecto Unruh. Otros efectos de creacion de particulas
debido a una transformaciéon de Bogoliuvob son la radiaciéon emitida por los agujeros negros
y descubierta por Stephen Hawking, el efecto Casimir dinamico y la creaciéon cosmologica de
particulas debida a la expansién del universo. Para quienes quieran saber mas sobre este tema
pueden leer el capitulo de Quantum Field Theory in Curved Spacetime en "Spacetime and
Geometry” de Sean Carrol, "Quantum Fields in Curved Space” de Birrel y Davies o algo un

poco mas matematico "Quantum Field in Curved Spacetime” de Wald.
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4.2. Cuantizacion del campo escalar complejo

Recordemos que el lagrangiano del campo escalar complejo viene dado por
L= 0,6° 06— m*6"o

que tiene dos grados de libertad que podemos tomar como ¢ y ¢*que satisfacen las ecuaciones

de movimiento
0,0"p + m2p =0
0,0" 9" + m2¢* =0
cuyas soluciones cuanticas podemos expandir en ondas planas como
. N d3p
xr) = ape T 4 bl sz'} _
#e) / [ P P (2m)3/2 /2wy,
A . ~ ) d3p
f(x —/ [dT e’ + b e”px} _—
(b ( ) P P (27T)3/2 /QWP
cuyos momentos canonico conjugados son

A~ 7 At ipz 3 —ipz]| . W d3p
#(z) = 0y’ (1) = / [aLe” — bpe™ 7 ] i 7p(27r)3/2

A 1t ipz At —ipz| s [W d3p
Wf(x):/[bgep —aLe p}z 7;)(2%)3/2‘

Imponiendo las siguientes relaciones de conmutacion (a tiempos iguales) sobre los campos y los

momentos

[6(x), 7(y)] = id(z — )
[6(x), (y)] = [r(x), 7(y)] = 0

podemos deducir las siguientes relaciones de conmutaciéon para los operadores de creacién y

destrucciéon
[&P’&L] = [bp,bzl} = 53(13 —q)
[&P’dQ] = [i)pvi)q} = [dp,i)q} = [dp,i?g] =0.

Con estas relaciones asociamos entonces a dL y bL con operadores que crean dos tipos distintos

de particulas.
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4.2.1. Simetria interna

Ejercicio: (Prdctica 3, Ejercicio 41) Para el caso del campo escalar complejo, hay una cantidad
conservada asociada a la invariancia ante multiplicar el campo por una fase. Halle la expresion
de esta a nivel cudntico y muestre que este operador cuenta el numero de particulas creadas por

al menos el numero de particulas creadas por b.

Como dijimos antes el campo escalar complejo, de la misma forma que el campo escalar real, sera
invariante antes transformaciones globales del grupo de Poincaré. Previamente habiamos visto
que ademads el campo tiene una simetria global continua ante U(1) que corresponde a multiplicar

el campo por una fase. Dicha simetria estd asociada a través del teorema de Noether con la

corriente
j= =il (991) 6 o' (99)] (347)
cuya carga conservada viene dada por
Q:/2502d3X=—/i2|:§£7AT—§5T7ATTi|Zd3X (348)

donde tomamos orden normal para que su valor de expectacién en el vacio sea nulo. Noten que
como adelantamos este operador ES autoadjunto y por lo tanto estara asociado a un observable

de la teoria. Calculemos entonces

. A . o 1 dPpdPp'dix
i d3 _ . |:A —ipT bT sz:| |:AT, e _ ] e x] i Wp
/ o X /// ape + Ope Q€ p'€ 1 2 (27)3/2 (2m)3/2 /—pr

(349)
_Z s oAt i -p)x | 3t AT i 4p)e A 7 . —i(p’+p)z 1173 —i(p'—p)z| . [¥“p’
_72(2703///. [apap,e(p PITbhal, el PP — Gobo e PRI bl e P or) } : ‘/w—l;d3pd3p’d3x
(350)
7 o ay o ~p A
= 5/ : [apal, + bLaT_p — a_pbp — bpr} . d*p (351)
7 e ay A PN
=3 / [a;ap +ohal, —a_pby — bpr} d’p (352)
~ 1 ~ ~
para el siguiente término podemos usar que (: oy :) =: 7l¢T = ¢!l : (todo lo que estd

adentro de un orden normal lo podemos conmutar como queramos dado que al final igualmente

seré reacomodador por el orden normal). Entonces

+ .
- / L ptat s dix = — ( / o - d3x> -2 / by + apbp — bl — Bhbp| D (353)
Sumando esto a lo anterior tenemos

Q=[5 d*r=— / (Bhbe — @hitp| d'p (354)
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Q — N® — Nb
es decir que la diferencia entre el nimero de particulas de tipo b y a debe conservarse. Si les
asignamos carga positiva a las particulas de tipo a y negativa a las de tipo b esto es lo mismo
que decir que la carga total se conserva. Vemos entonces que tenemos dos tipos de particulas de
la misma masa y carga opuesta, decimos entonces que el operador &L crea particulas con carga

positiva y momento p mientras que Z;L crea anti-particulas de carga opuesta y momento p.

4.2.2. Propagador

Hasta aqui hemos obtenido y estudiado las ecuaciones diferenciales para nuevos campos desde
el punto de vista clasico y cudntico. Surgen entonces dos preguntas de uno y otro lado. Desde
el punto de vista clasico sabemos que la ecuacién de Klein-Gordon es una generalizaciéon masiva
de la ecuacién de ondas, cabe entonces preguntarse dadas ciertas condiciones iniciales como
evolucionan las soluciones (para el caso de la ecuacién de ondas unidimensional la respuesta
venia dada por la férmula de D’Alambert) y cémo se modican por la presencia de un término
de fuente (comparando lo que hemos hecho con el electromagnetismo V2¢ = —47p solo hemos
considerado hasta ahora p = 0). Desde el punto de vista cuantico la pregunta es como interactian
estos campos con otros y dada una interaccion particular como podemos calcular resultados
observables, como por ejemplo secciones de scattering. Como habran visto previamente en otras
materias la respuesta a la primera pregunta es la funcion de Green. Veremos mas adelante que
sorprendentemente la respuesta la segunda pregunta sera también una funcion de Green que

llamamos el propagador de Feynman y estudiaremos en el siguiente ejercicio.

Ejercicio: Propagador del campo escalar neutro o complejo (Practica 3, Ejercicio 43)

(a) FEzprese
D(z —y) = (0|7 (¢(x)¢(y))[0)
como una suma de dos funciones de dos puntos pesadas adecuadamente (en el caso del

campo neutro, la expresion final es la misma,).

Por definicién de T' tenemos que

M) () siad >y

D(z —y) = < ) o (355)
(F o) sia® <y’

Esta expresion se puede reescribir usando funciones de heaviside como

D(a—y) = (3(@)é(y) ) 0 = ") + (31 (0)(x) ) 0" — ") (356)
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que es una suma pesada de dos funciones de dos puntos.

FExprese el resultado como la transformada de Fourier de
i
P (e = 0)
Muestre esto mediante integrales en el plano complejo, en caminos que esquiven los polos

dados por €, ubicados en distintos lugares sequn sea € positivo o negativo.

Comencemos calculando explicitamente

<¢;(£IT)§5T<3/)> = <// [dpefipx + l;;r)eipx] [d;,eip’y + I;p/e*ip’y} (27_(_)36532)1\)//% (27T>3CZ[\)/E>

(357)

Para hacer estas cuentas rapidamente recuerden siempre que
(0]ap|0) = (0lanbm|0y =0 V¥n,meN, p,p €R? (358)
(0]aap|0) = (O|(af)"api0) =0 ¥n#meN p,p' €R’. (359)

Asi obtenemos

(601 w) = [ [ ot - preeers (%)jzf;m (%)jz‘;m (360)

(@) = [ LB (361)

27)3 2wy,

Entonces, si ° > y° podemos escribir el propagador como

D(x —vy) = /eip(:vy)< d’p

2m)3 2wy,

Por otro lado, la transformada de Fourier es

) . . d3
1 —ip(z—y) v — I // —ip(z—y) v d 362
ol p? —m? + e ( 27T 50 — w2 +ie (2m)* bos (362)

viendo el integrando como funcién de py tiene polos en pi = + (wp —ie€). Si 2% —4% > 0 uno
puede calcular esto cerrando el contorno por debajo con la curva Cg (ver Figura 3) de manera
tal de que la integral sobre la semi-circunferencia tienda a cero (e’iR(mO’yo)(COS O+isind) _y ()
cuando R — oo si m < 0 < 27). Asf encerramos al polo pg y usando el teorema de residuos

la integral resulta

i [ e 722 — (g;f; (363)
- 15%1%520/ / —ip(z—y) 2 _p? ;mZ + i€ (CQZWI))‘lde (364)
=g L, ~2milpo — o) /6 " y)p —p’- m2 + e (621&:))4 (365)

_ / e—z‘pm—y)i(g’:}’y (366)
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Po ®
i R; Po
[ ] pO
Cr
R(cosf + isinf)

Fig. 3: Circuito de integracién Cr para x

0 > 40, Dado que, por el teorema de la curva de Cauchy,

no importa cémo deformemos la curva de integracién siempre obtendremos como resultado el residuo en el

polo encerrado, muchas veces lo que se hace es directamente eliminar el € (con lo cual los polos quedan en

el eje real) y definir la integral en el plano complejo de manera tal de evitar los polos, por abajo del p, y

por arriba del pg (ver por ejemplo la figura 5, pagina 39 de las notas de Tong). Més todavia, se pueden

obtener otras funciones de Green (avanzadas o retardadas, por ejemplo) utilizando otras prescripciones de

cémo rodear los polos.

donde usamos que p2 — p? — m? +ie = (po — pg ) (po — Py )-
Anélogamente si 2° < y° podemos calcular

<<5T(y)<5(x)> = /eip(wy)< _d3p = /eip(wy)p : d'p (367)

27)32wp 2 —m? +ie (2m)*

donde la ultima igualdad se obtiene haciendo un cuenta analoga cerrando el contorno por

arriba. Asi obtenemos entonces

, ; d4
D(z —y) =lim [ e " b

. 368
e—0 p2 _ m2 + 7€ (27‘(‘)4 ( )

Muestre que se cumple (O, +m?)D(z — y) = —id*(z — y).
Finalmente podemos ver que el propagador es una funciéon de Green de la ecuacion de

movimiento calculando

; 4
2 — ) =l —ip(z—y) v d’p
(Be +m?) D(z —y) =1lim [ e ot i ) (369)
=1i eyt 2 ,—ip(z—y) ! 370
30 [( e p2—m2+ie+m€ p?—m? +ie| (2m)* (370)
4 d*
= / ew@y)# = —is*(z —y). (371)
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Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g Las transformaciones de simetria continua f — f’ de carga () y parametro €* de
la teoria clasica son implementadas en la teoria cudntica mediante la transformacion

unitaria

]E/ _ eie“Qfe—ieaQ _ UT(Ea)fU(Ea)

El campo escalar complejo posee dos grados de libertad que dan lugar a dos tipos

de particulas con la misma masa y cargas opuestas, particulas y anti-particulas.

\./ . ’ . .
Para el campo escalar real que vimos las clases pasadas las particulas coinciden

con las antiparticulas (el campo escalar real no tiene carga).
El propagador

1 d*p
p? — m? +ie (2m)4

D(s —y) = T (G) )I0) = [ e e

es una funcién de Green del campo escalar.
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4.3. Cuantizaciéon canoénica del campo de Dirac

Esta clase vamos a cuantizar el campo de Dirac, el primero de los campos que vamos a cuantizar
que transforma de manera no trivial bajo la accién del grupo de Lorentz. Recordemos que, ante
una transformacion de Lorentz, el campo de Dirac transforma con la matriz S(A) de la forma
expresada por la ecuacion (234). Noten que la asignacion A — S(A) define una representacién

del grupo de Lorentz, ya que

S(A™H = S, (372)
S(I)y = 1, (373)
S(AAy) = S(A)S(Ag). (374)

En general, ante una transformacion de Lorentz, un campo arbitrario de componentes ¢* trans-

formara como

¢"(x) = DA " (A7) (375)

La expresion anterior indica que la transformacion de Lorentz no sélo afecta al argumento de los
campos sino que también mezcla sus componentes. Esto es algo que les debe resultar natural al
pensar en el subgrupo de rotaciones y su accién sobre los campos vectoriales (como por ejemplo el
campo eléctrico). En forma anédloga a lo que sucede para el caso de Dirac, la asignaciéon A — D(A)

define en general una representacién del grupo de Lorentz.

Para el campo escalar que estuvimos estudiando las clases pasadas, ante una transformacion de
Lorentz se tiene

¢(x) = o(A™'2), (376)

lo que nos dice que en este caso D(A) = 1 para todo A, o sea que la representacion es la trivial.
Entonces, ante transformaciones de Lorentz, el campo escalar transforma con la representacion
trivial del grupo de Lorentz. El campo de Dirac (y también otros que veremos maés adelante,
como el de Maxwell y el de Proca) transforman con representaciones no triviales del grupo de

Lorentz.

4.3.1. Soluciones clasicas de la ecuacion de Dirac

Cuando estudiamos la cuantizacion del campo escalar real vimos que el mismo satisfacia la ecua-
cion de Klein-Gordon. Esto nos hizo entender por qué el campo se escribia como una combinacién
lineal de las soluciones clasicas de la ecuacion. Para el campo de Dirac sucede lo mismo. Por este

motivo, vamos a recordar brevemente las soluciones de la ecuacién de Dirac.

Gran parte de esta clase va a estar dedicada a introducir notacién y enumerar propiedades

que seran utiles posteriormente. Hay distintas convenciones en relacién a las propiedades de los
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espinores de Dirac, nosotros vamos a seguir la del libro de Peskin, que es la que vieron en la clase

de teorfa (con algunas pequenias diferencias que iremos mencionando).

La ecuacion de Dirac es
(70, —m) =0, (377)

donde las matrices v (que tomamos de dimension 4) satisfacen el dlgebra de Clifford
{97} = 29" (378)

Una representaciéon de este dlgebra (la quiral) estd dada por las matrices

0 I 0 ok
0= . A= . 379
¥ []10] v [—a’“ 0] (379)

como vimos en el Ejercicio 14 discutido en la seccién 2.3.1. El campo de Dirac ¢ satisface la

ecuacion de Klein-Gordon, como pueden ver aplicando (—i7”0, — m) sobre la ecuacién (377)

0 = (=170, —m)(1y"0, — m)y =
- (711'7#8118# + m2>¢ =

(380)
(381)
_ (% (4"} 0,0, + m2) = (352)
(383)
(384)

381

= (90,0, + m?)ip =
= (@d+m?).

383
384

Esto nos lleva a buscar soluciones de la ecuacién de Dirac que tengan la forma

Ui (z) = u(p)e ™, conp®=m?yp’ > 0; (385)
U, () = wv(p)et™, conp® =m’yp°’ >0, (386)

donde separamos las soluciones de frecuencia positiva (385) de las soluciones de frecuencia nega-
tiva (386). Al aplicar la ecuacién de Dirac a dichas propuestas de solucién aparecen condiciones
para u(p) v v(p) que nos permiten determinar su forma. Ustedes ya hicieron eso en la primera
guia, pero si quieren revisarlo les recomendamos que sigan la seccién 3.3 del libro de Peskin
que coincide con la notaciéon que vamos a utilizar, y si tienen dudas por supuesto nos pueden
consultar. Aqui vamos a resumir los resultados finales, para que los tengan a mano cuando los

necesiten.

Hay dos soluciones linealmente independientes tanto para u como para v, que etiquetamos con

un indice s. Estas son

w(p) = [ \/—%i ] v (p) = [ _vp;j;:;s ] , (s=1,2), (387)
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donde (o*) = (1,0%,0Y,07), (") = (1, =0, —a¥, —07). &' y €2, y n' y n? son bases ortonormales
de espinores de dimensién 2 que van a estar asociadas a la direccién del espin de la particula.

Por ahora pueden pensar que

51:771:[1],52:772:[0]. (388)

La normalizacion que vamos a utilizar es la siguiente

U (p)us(p) = 2wpbrs, V(D)0 (D) = 2wpbys - (389)
Si m # 0 podemos escribir las condiciones de normalizacién en términos de @ = uf7? y v = ufy?

" (p)u’(p) = 2md,s, v"(p)v*(p) = —2mdys . (390)
Ademas, u y v cumplen

u' (p)v*(p) = 0" (p)u’(p) = 0. (391)

Sin embargo, noten que u"(p)v*(p) # 0 y v"T(p)u’(p) # 0, aunque sf se anulan los siguientes

productos
u"(p)v(—p) = v (—p)u’(p) = 0. (392)

donde v(—p) es v(p) pero invirtiendo la parte espacial del cuadrivector p*, es decir cambiando

p por —p, y manteniendo p® igual.

Ejercicio: Mostrar que

Y owp)utp)=p+m, Y v(p)v(p) =p—m, (393)

s=1,2

donde p =~"p, (en general, cuando vean un cuadrivector tachado lo que eso significa es que el

mismo estd contraido con las matrices 7; por ejemplo: @ = Y0,).

4.3.2. Cuantizacién canodnica del campo de Dirac

Como ya mencionamos, esperamos que el campo de Dirac sea una combinacién lineal de las

soluciones clasicas de la ecuacion de Dirac que presentamos en la seccién anterior. Proponemos
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entonces®
) = S + As’[ — .
v / o 3/2« /_pr Z By (@) + dyloy ()] = (304)
= —’ip$_|_d\8'i' S ipaj:| ’ 395
[ e Zu[ S0 () e (395)
y
jt st S PRI s s/ \t _—ipx
vie) = / 27) 3/%/2&;p Z [b 8 +dyu (p)te™™ } ) (396)

Les dejamos a ustedes que verifiquen que efectivamente ¢ (x) es solucién de la ecuacién de Dirac
(ya sabemos que lo va a ser por construccién, pero no viene mal verificarlo para ir adaptandose
a la notacion y propiedades de los espinores). A diferencia del campo escalar, necesitamos dos
tipos de operadores b y d ya que este campo no es real (esto es similar a lo que hicimos con
el campo escalar complejo). Noten que en la clase de teoria llamaron a estos operadores a y b;
nosotros usaremos b y d porque en estas mismas notas usamos a para el campo escalar (esta

notacion la veran también en muchos libros).

Tenemos ya la expresion del campo cuantico, pero todavia no impusimos las reglas de conmuta-
cion. A diferencia de lo que hicimos con el campo escalar, para los fermiones vamos a tener que
imponer dichas condiciones usando anticonmutadores. Esto es consecuencia de lo que se conoce
como Teorema de Espin-Estadistica y hablaremos mejor de ello en la clase siguiente. Por lo pron-
to, como comentaron en la clase de teoria, para fermiones tendremos que cuantizar imponiendo

reglas de anticonmutacion. Veamos el siguiente ejercicio.

Ejercicio: (Préctica 4, Ejercicio 44) Considere el campo de Dirac

Ir) = e (p) ]

[y £ e

Demuestre que si l;’",lA)sT, = CZ",JST, = 03(p — p')dws (y todos los otros nulos) entonces
P’ 'p P “p

{(0,%), 9](0,3) } = 6 (x = ¥) b

6Noten que, intencionalmente, tenemos aqui una diferencia en la convencién de la expansién del campo respecto
al Peskin. Nosotros seguimos utilizando una notacién similar a la del escalar, donde ponemos raices en el término que
aparece debajo de d3p: (27) 3/ 2 /2wp. Mientras tanto, en el libro dicho término aparece sin raices. Esto provoca que en
la convencion del libro las relaciones de anticonmutacién que se usan lleven unos factores extra ademas de las deltas,

mientras que en nuestro caso son solo deltas.
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Vamos a calcular {@@(O, x), (0, y)}, cuyo resultado serd una matriz de orden 4 x 4. El anticon-
mutador que pedimos que calculen en el ejercicio sera la componente ab de dicha matriz. Como

las férmulas que vamos a escribir son bastante largas, en algunos casos vamos a abreviar

/ = / _dp (397)
o @2,
Escribimos entonces
{000,%),0%0,y)} = (308)
= { Byt (o) >+ dif o (p) e / > [Bﬁu%p’ﬂe—ip“y+d;fvr<p’>teip’-y}} = (399)
Ps=12 P =12
= [ ] [0 )0 — e X o) () 8 pe Y] = (00
PYP s
_ / d3p Z |:US( )us( )TeipA(xfy) +,US( )’US( )Tefip(xfy)} (401)
(@m) (2wp) & 111 per '

En este punto, podemos usar la ecuacién (393) para hacer las sumatorias sobre s. Como en
nuestra expresién aparece u' en lugar de @, tenemos que multiplicar por 7° a la derecha de las

ecuaciones que aparecen en (393) para obtener las relaciones que necesitamos

Yo wpt®) = Y uw@wmn’ =p" +my, (402)

s=1,2 s=1,2
Y’ = D v en =" - ma, (403)
s=1,2 s=1,2

Usando esto, nos queda

{0(0,%),6'0,y)} = (404)
= [ it [ ) PO () ] (105

d’p 0 0y i ;
—— |[(wp — P +mA°) eP Y 4 (wy —p-y° — mA®) em P Y406
/(zw)3<2wp) [(wp = p-v7" +m2) (wp =P -7 —m°) [(406)
donde usamos la notacién v = (y',7%,9?) v que p” = wp. Si hacen un cambio de variables en
la integral del segundo sumando p — —p van a poder ver que los términos donde aparece ~°
se cancelan con los correspondientes del primer sumando, mientras que el término con wy, es el

mismo. Asi, nos queda finalmente

{&(OJX),iﬁT(O,y)} = / (2752—&%»2%6@'(”): (407)
= S(x-vy). (408)

Recuerden que la expresién anterior va multiplicada por la matriz identidad de 4 x 4 (no la

escribimos, pero se entiende que va multiplicando a w, y salia de hacer (7°)* = I). Cuando
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miramos el anticonmutador entre componentes a y b, seleccionamos entonces el elemento ab de

la matriz anterior. Es decir,

{zﬁa(o, x), 1} (0, y)} = (X — ¥) bup., (409)

como queriamos demostrar.

La clase que viene veremos por qué motivo mapeamos los corchetes de Poisson a anticonmuta-
dores y no a conmutadores. Por ahora dejamos eso a un lado y vamos a recordar la expresion
del operador Hamiltoniano. Para ello, necesitamos los momentos asociados a los campos, que se

pueden obtener a partir del Lagrangiano de Dirac dado en la ecuacién (172). Tenemos
T =, mu =0, (410)
por lo que la densidad Hamiltoniana es
H o= myh + il = L= il = (iy"0, —m) ¢ = 1 (miee- V + Bm)y, (411

donde v = (!, %, a?) con o' = 4%+, y B =1°. Un comentario antes de seguir: H no es hermitico
porque el Lagrangiano del cual partimos no es real. Para conseguir un Lagrangiano real hay que
sumar a la expresién (172) su complejo conjugado y dividir por dos. No vamos a preocuparnos por
esto porque ambos Lagrangianos dan lugar a las mismas ecuaciones de movimiento y cantidades
conservadas, pero si quieren ver un poco mas sobre esto pueden leer por ejemplo la discusion del

libro de Greiner que comienza en la ecuacion (5.27) y el ejercicio 5.1 del mismo libro.

Noten que como @ es una solucién de la ecuacién de Dirac, resulta 1) (i4*0, — m) 1& y por lo
tanto mirando la ecuacién (411) el Hamiltoniano cudntico es simplemente H = zzﬂTzﬁ Insertando
la expansion de los campos cuanticos evaluados a t = 0 en esta expresion e integrando en el
espacio, podemos escribir el Hamiltoniano cuéntico en término de los operadores b y d (esta
cuenta ya la hicieron en la teorfa y se les pide que la repitan en el Ejercicio 45(a))

i =il = / d'puwy Y (bl — didyl) | (412)

s=1,2

Observaciones:

= Ahora que tienen la expresion para el Hamiltoniano pueden calcular por ejemplo la evolucién

de los operadores b y d (aunque también la pueden inferir de la forma del operador de

campo). Por ejemplo, para ng se tiene”

~

by = i |By, 11| = —icophy (414)

"Para hacer esta cuenta les va a resultar ttil la siguiente relacién entre conmutadores y anticonmutadores

[A,BCA} = {A,B}C—B{A,é} : (413)
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lo que nos dice que I;f) evoluciona con frecuencia positiva (como también lo hace ch) Por
otro lado, I;;T y ciff son operadores que evolucionan con frecuencia negativa. Al escribir la
expansion del campo (395) nombramos a los coeficientes de la expansién (los operadores b
y d) de la forma en que lo hicimos, para que al asociar a los operadores que evolucionen

con frecuencia positiva con operadores de destruccion dichos operadores no lleven 7.

= La construcciéon del espacio de estados es andloga a la que realizamos para el campo escalar.
Uno asume que existe un estado |0) que es aniquilado por by, v d;, para todos los valores
de p y s. Luego, actuando sobre el vacio con operadores de creacién uno genera estados de

varias particulas con momento y energia definidos. Por ejemplo, el estado
bt bzt dsst|o) (415)

representa un estado de tres particulas: dos del tipo b con momentos p; y p2 (v etiquetas
$1y S2 que van a estar asociadas a la polarizacién del espin de cada particula), y una del

tipo d con momento ps y polarizacién ss.

= Si y; X2 son dos operadores asociados a fermiones que se pueden escribir como suma de

operadores que evolucionan con frecuencia positiva (+) y negativa (-)

Xi=XT+XT, X2=X3 + X3, (416)

entonces, el orden normal de la composicién x;x2 se define como

IXIX2 = XTXz FXTXS —XaXT FXTXG - (417)

Noten que hay un cambio de signo en el tercer sumando respecto de la definicién de orden
normal de bosones. En términos simples, el orden normal lleva los operadores de creacion

a la izquierda y cambia un signo. Por ejemplo:
. Js st . __ 7st Js
Ddydy = —ddy (418)

» La energia del vacio asociada al Hamiltoniano (412) no es nula (es infinital). Vamos a
hacer lo mismo que con el campo escalar y sustraer esa energia definiendo al operador

Hamiltoniano como el ordenado normalmente de (412), es decir

i = / Py Y (b +dylds) (419)

s=1,2
Noten que con esta definicion el espectro de H queda acotado por abajo por la energia
del vacio Ey = 0. Esto es sencillo de ver: una base de autoestados de H estd dada por los
estados de particulas con momento definido (como por ejemplo (415) y como I;fjl;f) es un
operador de nimero (cuenta las particulas de tipo b) y ciffdf) cuenta particulas de tipo d,

las energias no pueden ser negativas.
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Con estos comentarios terminamos la clase de hoy. La clase que viene vamos a ver que el campo
de Dirac tiene una simetria global y probaremos que los estados de particulas b tienen carga
opuesta a los de particulas d, lo que nos permitira entender que estos operadores crean particulas
y antiparticulas (en forma similar a lo que sucede con el campo escalar complejo). También
entenderemos qué representan las polarizaciones de las que hablamos hoy y comentaremos varias

cosas relacionadas con el teorema de espin estadistica.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

Convenciones y propiedades de los espinores de Dirac:

u*(p) = [ f;:gi ] L v(p) = [ “i)—"a”n ] (5=1,2).
W () (p) = 2wpbrs, VT (P)V° (D) = 2wpbis .
u"(p)v*(=p) = " (=p)u’(p) = 0.
a"(p)u’(p) = 2mé,s, V" (p)v*(p) = —2md,s, (sim #0).

Y wpatp)=p+m, > v(pvi(p)=p—m.

s=1,2 s=1,2
\ . .
Expresiones cuantizadas de los campos:

WP s=1.2

W(ﬂ?) :/(27r 3/2 zwp Z [bsT s ipx—l—d;vs(p)Te_ipx} .

s=1,2

g Relaciones de anticonmutacion a tiempos iguales:

{a(0,),0(0,9)} = 6°(x = ¥) b
{l;;, IA);JE} = {d;, cZ‘:,} = 6*(p — p')és, y todos los otros se anulan.

¥ El orden normal de dos operadores fermionicos consiste en llevar todos los opera-
dores de creacion hacia la izquierda y multiplicar por (-1) en cada término que sufra

un reordenamiento.
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4.3.3. Masa, espin y helicidad. Particulas idénticas

Al final de la segunda clase (pagina 23 del apunte) les habiamos dejado un ejercicio en el cual se
planteaba encontrar los operadores de Casimir del dlgebra de Poincaré, que eran P? = P*P, y

= —-WH#W,, donde WH = %E“VPUPVM o €s el pseudovector de Pauli-Lubanski. Los operadores
de Casimir son un conjunto de operadores que conmutan con todos los elementos del algebra y
sirven para identificar las distintas representaciones irreducibles del grupo de Poincaré®. Ahora
que avanzamos un poco en el curso, vamos a mencionarles cuales son las distintas representaciones
irreducibles del dlgebra de Poincaré, que se dividen en tres clases de acuerdo a los autovalores
de P2y W:

1. PP=m?>0
Los autovalores del operador de Casimir restante, W, resultan ser m? s(s + 1). Estas re-
presentaciones describen particulas de masa m y espin s, donde s = 0,1/2,1,3/2, ... (por

ejemplo, los electrones)
2. P2=0y.
(a) ..P#0

Estas representaciones corresponden a particulas con masa cero. Si ademas el autovalor

de W es cero, y dado que W, P* = 0, se tiene que W* y P* son proporcionales
WH = hP* | (420)

donde la constante de proporcionalidad se conoce como helicidad. Una particula des-
cripta por estas irreps es por ejemplo el foton.
Cuando el autovalor de W positivo, estas irreps se conocen como representaciones de
espin continuo. Corresponderian a particulas de masa cero con un continuo de estados
de polarizacién (no parecen realizarse en la naturaleza).

(b) ...P =0

Describen el vacio de la teoria.

3. P2<0

Estas particulas no parecen existir en la naturaleza (violarian causalidad).

Los nimeros m y s son invariantes de Poincaré, es decir que tienen el mismo valor en cualquier
sistema de referencia conectado por transformaciones de Poincare. Esto es lo que uno espera,
que los nimeros que diferencian entre si a las distintas particulas elementales no cambien si uno

cambia el sistema de referencia.

8Recuerden por ejemplo que las representaciones irreducibles de su(2) se caracterizaban por un niimero j semientero
no negativo. En ese caso, el valor de j estaba relacionado con el autovalor del operador de Casimir J2. Para la

representacion de j = 0, el autovalor de J? era 0, para j = 1/2 era 3h%/4, para j = 1 era 2h?, etc.
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Veamos qué interpretacion podemos dar de la helicidad. Para eso, miremos la componente cero
del vector de Pauli-Lubanski,
1
WO == —QEOVPUPVM'OU . (421)

Noten que los términos con v, o o p iguales a cero no contribuyen (porque el simbolo de Levi-
Civita se anularia ya que uno de sus indices ya es cero). Podemos reemplazar entonces v — i,

p— 7y o—k,donde 7, j, k son nimeros del 1 al 3. Entonces
1 L ) o
Wo = =o' M* = —J,P' = J'P' = J - P, (422)

donde usamos la definicién dada por la ecuacion (48). Recordando que la helicidad es la constante

de proporcionalidad entre P* y W#* cuando m = 0, podemos escribir entonces

L (423)

h=-=J. —,
Py P

donde usamos que P° = |P|. Esta es la definiciéon que uno adopta para la helicidad atin cuando
la masa no es nula. Como la parte de J = L+ S asociada al momento angular orbital L es normal

al impulso p, resulta
P

Pl

Vemos entonces que la helicidad es la proyeccién del espin en la direccién de movimiento. La

h=S$ (424)

helicidad volvera a aparecer en unas clases, cuando estudiemos la cuantizaciéon del campo elec-

tromagnético.

No pretendemos que entiendan todo el detalle de las cosas que mencionamos recién, pero queria-
mos comentar algo de esto por si alguno de ustedes tiene interés en revisarlo (pueden encontrar
mucho material en la web y en algunos libros, como el de Weinberg que sugerimos en la biblio-
grafia o también pueden ver los problemas 1.14 hasta 1.17 del libro de Radovanovic). Por lo
pronto, el mensaje que tienen que llevarse es que en nuestra teoria las particulas libres que nos
interesan (las que vemos en la naturaleza) se asocian a representaciones irreducibles del grupo de
Poincaré. Cuando la masa es no nula, dos particulas son idénticas si tienen los mismos valores de
m y s. Si la masa es nula, lo que diferencia a las particulas es su helicidad. Una clasificacién mas
minuciosa de los tipos de particulas que aparecen en el Modelo Estandar se hace estudiando las
irreps del producto directo entre el grupo de Poincaré y el grupo de simetrias interno del modelo

estandar.

Volvamos ahora si al campo de Dirac.

4.3.4. Conexidén entre espin y estadistica

La clase pasada dijimos que al momento de cuantizar el campo de Dirac estdbamos obligados a
imponer reglas de anticonmutacion a tiempos iguales para los operadores de campo. En esta clase,

vamos a ver los problemas que habrian surgido si hubiéramos impuesto reglas de conmutacién
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para los campos y cémo esto se conecta con el teorema de espin-estadistica. Empecemos con el

siguiente ejercicio.

Ejercicio: (Practica 4, Ejercicio 46) Halle H pero ahora usando reglas de conmutacion entre
los b y d (como las del campo escalar complejo) y muestre que el operador no es definido positivo

(este fue uno de los primeros indicios que encontré Pauli del teorema Espin-FEstadistica).

Recordamos que en la clase pasada vimos que el operador Hamiltoniano se escribe como (ver
ecuacién (412)) ‘

= i)l (425)
Vamos a necesitar la expansion de los campos (395) y la derivada temporal de la expresion (395)

que da

U(z) = >~ (i) [Bput(p) e — difvr(p) 7] (426)

/ 27) 3/2‘/2“}135 ™

Como la cuenta es larga, vamos a volver a utilizar en algunos momentos la notacion fp (ver

ecuacion (397)). Insertamos la expansion de 7,@ y @ZA)T a tiempo t = 0 en la expresion para H

i= / it (0,x)6(0,x) = (427)

= Z// /dSXWp/ [B;Tu5<p)T e*ip.x_FdAspUs(p)Teip-x} [B;lur(p) ip’x dr 7“( )e*ip“x
s, P p’
(428)
_Z// /d?’xwp bTb ,u( )T 7‘( ) —i(p—p’)x __ bsTdr s( ) r( )6_i(p+p/)'x+
o dybyo” () () O — dydi o (p) o () PO L (429)

En la expresién anterior, los tinicos términos que dependen de x son las exponenciales, por lo
que la integral en x se puede hacer y da (27)3 por deltas de Dirac de los momentos. Luego de

eso podemos integrar en p’ facilmente. Escribimos esos pasos

1= P S [ [ o [bla o) ()56~ ) - B )1 ()80 + )+
o JPIP

~

gl (p) () (b + 1) — didiio® ()10 (¢) 8°(p — )] = (430)

1 1stir s r 75t grt s r s T r 75 Jri..s r
§Z/d3p [prbpu (0 (p) = bl u® (p) T (=p) + dy b v* (p) T (—p) — dydyiv® (p) o (p)} :

(431)
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Ahora usamos las relaciones entre los espinores dadas por las ecuaciones (389) y (392)

& d3p 7st1r, s r 78T gr s r 7s 1T s r 78 Jry..s r
= [ R Bt )10 0) = B )17 () g o (0)1 () — () ()] =

1 o o (432)
- 3> / @*p by b2ty — iyl 2| = (433)

- / Pow, 3 [iglhy — dydy] (434)

Noten que hasta este punto no utilizamos las relaciones de conmutacion entre los operadores de
creacion o destruccion, asi que esta es la misma cuenta que lleva al Hamiltoniano que obtuvimos

la clase pasada (y les da entonces el resultado del inciso (a) del Ejercicio 45).

Para darnos una idea de como es el espectro de H , queremos escribirlo en términos de operadores
de ntimero, ya que conocemos el espectro de dichos operadores. El primer sumando dentro de la
integral es el operador de niimero que cuenta particulas del tipo b con polarizacion s y momento
p. Para que el segundo término fuera un operador de niimero similar tendriamos que cambiar el
orden de los operadores d. Suponiendo que los operadores de creacion y destruccién satisfacen

las siguientes relaciones de conmutacion

el T sl
[bp, bp,} = [dp, dp,] = §°(p — p')ops (y todos los otros se anulan), (435)
sacamos que
7s 35t __ | 35 s 7st 3s <3 75t s
dodsl = [dp, dpf] +ddy = 6%(0) + difds (436)

con lo que el Hamiltoniano quedaria
H= / I’pup > [B;jz;; —~ J;jdf,] + cte, (437)

donde la constante que se suma es infinita y nos la vamos a olvidar por un momento pensando
que estamos midiendo las energias a menos de esa constante. Noten que como en el Hamiltoniano
aparece la diferencia de operadores de ntimero B;Tl;; — OZ;Tcz;, H no esta acotado por debajo, es
decir, sus autovalores nos estan acotados por debajo. Para ver esto noten que los estados con
numero arbitrario n de particulas de tipo d con momento y polarizacién definidos son autoestados
de H y el autovalor de H correspondiente es proporcional a —n (por el signo menos que aparece
entre los operadores b y d), lo que puede tomar valores tan negativos como uno quiera. Imponer
condiciones de conmutacion sobre los operadores de creacion y destruccion del campo de Dirac nos
lleva a obtener un Hamiltoniano que no es definido positivo. Si en cambio imponemos condiciones
de anticonmutacion hay un cambio de signo y el operador de niimero que cuenta las particulas

de tipo d aparece sumando, lo que hace que el Hamiltoniano sea definido positivo.

En este punto vale la pena mencionar que las definiciones de orden normal que hicimos para

bosones y para fermiones estan fuertemente asociadas a las relaciones que cumplen los operadores
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de creaciéon y destruccion. Para el escalar, usar las relaciones de conmutacion para hacer aparecer
el operador de niimero y olvidarse de la constante infinita (y queddndose con un H positivo) era
equivalente a usar el orden normal para bosones. Para el campo de Dirac, usar las relaciones de
anticonmutacion para hacer aparecer el operador de niimero y olvidarse de la constante infinita
(y quedandose con un H positivo) es equivalente a usar el orden normal para fermiones, donde

hay un cambio de signo adecuado para que H sea definido positivo.

Como dice el enunciado del ejercicio anterior, esto esta relacionado con el Teorema de Espin-
Estadistica. El enunciado que probablemente vieron de este teorema si cursaron Fisica Tedrica
3, dice que la funciéon de onda de dos fermiones idénticos es antisimétrica ante intercambio de los
fermiones (y para bosones idénticos es simétrica). Como vimos, para que las energias del campo
de Dirac sean positivas, los operadores de creacién y destruccion tienen que anticonmutar, y si
anticonmutan sucede que los estados de dos particulas idénticas (por ejemplo, dos del tipo b)
son antisimétricos:

bst ot 0y = —brl b2t 10) (438)

P2 'P1
O sea que el resultado de que los fermiones tengan que anticonmutar implica que la funcién de
onda de dos fermiones idénticos tiene que ser antisimétrica ante intercambio de las particulas.
Noten que si en la ecuacién (438) toman r = s y p1 = P2, lo que implicaria crear un estado
de dos fermiones idénticos con todos sus niimeros cudnticos iguales (momento y proyeccién de
espin), se obtiene

b bt 10) =0, (439)

P1 P11

que es el Principio de Exclusién de Pauli (y que si cursaron Fisica Tedrica 3 ya saben que es una

consecuencia de la antisimetria de la funciéon de onda de dos fermiones idénticos).

En el video que subimos hoy van a ver la resolucion del Ejercicio 39 de la guia 3, donde les habia-
mos pedimos que muestren que imponer relaciones de anticonmutacién sobre el campo escalar
real hace que se viole la condiciéon de microcausalidad. Hay distintos problemas que aparecen
si cuantizamos no siguiendo la regla que sale del Teorema de Espin-Estadistica (espin entero se
cuantiza con reglas de conmutacién, espin semientero con reglas de anticonmutacién), aqui en el
apunte y en el video vimos dos de ellas (energia no acotada y violacién de microcausalidad). Si
les interesa ver algo mas detallado sobre el tema les sugerimos que lean el capitulo 12 del libro
de Schwartz.

El Teorema de Espin-Estadistica se prueba en general en el contexto de la teoria axiomatica de
Wightman, y es, junto al Teorema CPT, uno de los resultados que méas celebrados de la teoria

axiomatica de campos.

94



Teoria de Campos
. . . ) Primer Cuatrimestre
Guia 4: Cuantizacién del campo de Dirac. 13 de julio de 2020

4.3.5. Simetrias internas

Asi como sucedia para el campo escalar complejo, la teoria de Dirac es invariante ante transfor-
maciones internas dadas por el grupo U(1), que corresponden a multiplicar al campo por una
fase. En el siguiente ejercicio vamos a ver qué cantidad conservada aparece como consecuencia

de esta simetria.

Ejercicio: (Préctica 4, Ejercicio 47) Halle la cantidad conservada asociada a la simetria U(1)
global: ¢ — €'1). Muestre que los autovalores de esta carga son opuestos para los estados de

1-particula creados por bt Y dr.

Comencemos viendo que efectivamente la transformacion
b= ey, Pt eyl (440)

donde « es un numero real, es una simetria de la teoria. Esto es sencillo ya que el Lagrangiano

queda invariante ante esta transformacion
L= ("0, —m)y — L' = e YN (ir"9, — m) & = 9Ty (V"9 —m) Y = L, (441)

y como la transformacién sélo involucra a los campos y no a las coordenadas, la accion también
es invariante. La transformacion es entonces una simetria y como consecuencia tenemos una
corriente conservada dada por la ecuacion (199). Para hallarla, necesitamos ver como cambian

los campos cuando la transformacion es infinitesimal. En este caso, cuando « es pequeno tenemos
V=Y Y+, Pl e Pl m Y — oyl (442)

por lo que en la ecuacién (199) tenemos que poner Fy = i) y Fy = —ig)! (recuerden que el indice
1 identifica los campos, y el indice a la cantidad de parametros que aparecen en la transformacion
- como en este caso es un s6lo pardmetro omitimos ese indice). Ademés, como la transformacién

no involucra a las coordenadas, se tiene A* = 0. Entonces, la corriente conservada resulta

oL . oL
“50,0)" T 30

= —ipT) = =Ty liytig = iy Oyt (443)

La carga conservada dada por la ecuacién (200) es en este caso

Q= / d*x j°(0,x) = / d*x 10, %x)7°7%(0,x) = / d*x 1 (0,%)1(0,x) . (444)

Esta es la expresion clasica de la carga conservada. Los operadores de campo los tomamos
evaluados en t = 0 para simplificar expresiones posteriores, ya que de todos modos la carga se

conserva en el tiempo asi la eleccién de un tiempo particular no cambia nada. El operador cuantico

95



Teoria de Campos
, . .’ . Primer Cuatrimestre
Guia 4: Cuantizacién del campo de Dirac. 13 de julio de 2020

asociado se obtiene reemplazando los campos clasicos por los operadores de campo y aplicando
el orden normal que definimos para fermiones. Para entender mejor la accién del operador Q
vamos a ver como queda escrito en términos de los operadores de creacién y destruccion. Para
aligerar un poco la notacién utilizaremos en algunos momentos la notacién fp (ver ecuacién

(397)). Escribimos el operador sin orden normal

0= / x (0, )9(0, %) = (445)

=S [ [ [ ex i ems - dpte ) (o) e x4 o) ] = (ao)
sy VP p’
_Z// /d3 bSTbT‘ s ) r( )€i(p_p/)'x+B;T(jgus(p)TUT(p/) ei(p+p/)'x_|_

sIr .8 r —1 sTTs r —i(p—p’)-x
v (o) () T PR 4 G it (p) o () e POX] L (4a7)

En la expresion anterior, los tinicos términos que dependen de x son las exponenciales, por lo
que la integral en x se puede hacer y da (27)3 por deltas de Dirac de los momentos. Luego de

eso podemos integrar en p’ facilmente. Escribimos esos pasos

=) ) /p /p / [BETBL/US(p)TuT(p’) 3*(p — p') + by d s (p)Tv" () 8% (p + P')+

gt ()1 () 6% (p + D) + dydifvt ()10 (1) 6°(p — p)| = (448)
Z / pr ot (p) i’ (p )+3§,T62Tpus(p)Tv’”(—p)+65f,51pvs(p)fur(—p)+03f)(f§vs(p)w(p)] :
(449)

donde recuerden que estamos usando la notacién de clase pasada en la que v(—p) es v(p) pero
cambiando p por —p, y manteniendo p° igual. En este punto, es util recordar las relaciones entre
los espinores dadas por las ecuaciones (389) y (392), que nos permiten simplificar la expresién

anterior y obtener

a d3p 78t1r 7s Jr
Q = Z / % [bPprQWp‘srs + dpde2WP5’“s - (450)
o[+, &

Tomando entonces orden normal a la expresién anterior (redefinimos @ — : @ :), que en este
caso invierte el orden de los operadores d y cambia un signo, llegamos a la expresion de la carga

cuantica en términos de los operadores de creacion y destruccion
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O— / iy [b;jb; —ditds)| . (452)

Veamos ahora que los estados de una particula de tipo b o d son autoestados de Q y que sus

autovalores son opuestos.

Qi) = [eoX [y - dgds] (o) = 53)
-/ di”pibﬁbibff (454)
- / b ({50} = Bi5;) 10) = (455)
= / dgpiéi*6r563<p—p’>io>— (456)
= D10} S (457)

Lo anterior nos dice que ZA);T, |0) es autoestado de Q con autovalor 1. Si hacemos la misma cuenta

va a haber sélo una diferencia en un signo, es decir

Q (6@ !0>> = —d}|0) . (458)

Hicimos la cuenta para practicar el uso de las relaciones de anticonmutacién, pero como () es la
. . ) ’ . N\t 3 stis P
diferencia entre los operadores de ntiimero de particulas de tipo b, Ny = [d®p Y, prbp, y nimero

de particulas de tipo d, N, = [d&pY, dijd;, era claro que el estado de una particula b iba a ser
autoestado de Q con autovalor 1 (y lo analogo para el estado de una particula d, con un signo

de diferencia porque N, aparece restando en Q)

Cuando estudiemos la teoria en la cual el campo de Dirac interactia con el campo electromagné-
tico, veremos que los autovalores de () son la carga eléctrica de los fermiones. Como los estados de
una particula d tienen carga opuesta a los de una particula b, decimos que d es la antiparticula

de b (es importante notar que el valor de la carga es lo tinico que diferencia a dichos estados).

La teoria de Dirac que estamos estudiando sirve por ejemplo para describir los estados de elec-
trones libres. En ese caso, los operadores b van a crear estados con electrones y los d estados
con positrones. Noten que estos estados tienen la misma energia definida (son autoestados de H

dado en la ecuacién (419) con el mismo autovalor).

En el caso particular en el que la masa del campo de Dirac es cero, aparece otra simetria interna

de los campos. Si quieren estudiarla les proponemos que realicen el siguiente ejercicio.
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Ejercicio: Probar que en el caso m = 0 la transformacién interna dada por
Y= Y, g gl (459)

es una simetria de la teoria de Dirac.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

La helicidad es la proyeccion del espin en la direcciéon de movimiento.

g Teorema de Espin-Estadistica: los campos de espin entero se cuantizan utilizando
reglas de conmutacién, mientras que los campos de espin semientero con reglas de

anticonmutacion.

El campo de Dirac tiene una simetria interna U(1) (multiplicar el campo por
una fase). La carga conservada cuantizada es un operador que permite distinguir los
estados de una particula de tipo b o d (tiene autovalor opuesto para ellos). Los estados

de una particula de tipo d los interpretamos como antiparticulas de los estados de

una particula de tipo b.
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4.3.6. Simetrias globales

En clases pasadas vimos que la ecuacion de Dirac es invariante ante transformaciones del grupo
de Poincaré, lo cual a través del teorema de Noether da lugar a corrientes conservadas a partir de
las cuales se pueden hallar constantes de movimiento. En la teoria clasica vimos que la corriente

conservada ante traslaciones era el tensor de energia-impulso
A VA1 %
QDirac - “/}/y 0 77Z)7

cuyas cargas conservadas eran la energia y el momento lineal
H= / O e d’x = / iy’ Ydx

P = / 0% dx = / i O dx.

Al cuantizar estas magnitudes se convertian en operadores

i = / Py 3 (bl + dldy)

s=1,2
pi _ d3p pz‘ Z;STBS + dAsTCZs
} : pp " “pYp
s=1,2
que al estar escritos en términos de operadores de creacion y aniquilaciéon adquirian un significado
nuevo, puesto que los estados de una particula eran autovectores de los mismos y los términos
de la forma bfjbf) no hacian mas que contar la cantidad de particulas. De la misma manera en el
siguiente ejercicio veremos qué informacion nueva podemos obtener de la simetria ante rotaciones

en la teoria cudntica.

Ejercicio: (Practica 4, Ejercicio 48) Escriba la expresion cldsica de la carga conservada asociada
a la simetria de rotacion e identifique la parte que genera la rotacion intrinseca del espinor. Halle
su version cudntica y verifique que un estado de la forma b |0) o d5'|0) transforma como un

objeto de espin % ante rotaciones.

Recordemos que al estudiar la version clasica de la ecuacién de Dirac obtuvimos la carga con-

servada ante transformaciones del grupo de Lorentz

35 = / [a:(ﬂg - xgﬁg + &yozaﬁw} d>x

N

siendo O,

el tensor de energia-impulso.

En particular, la carga conservada ante rotaciones correspondia a tomar «, 3 = 1,2,3 y estaba
asociada al momento angular del campo. Para ver esto, si definimos
1

1- o 1-
(D = 56@1@@% = eijr(0] + §¢702ij¢) = €ijk (2107 050 + 51/}702%/)) (460)
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(i)k = eiijij (461>

tenemos que el momento angular viene dado por

J=L+S (462)
donde
L:= / Yl [x x iV]Yd®x (463)
5
— tZ
S := / 0 de3x. (464)

Para entender mejor qué representan fisicamente estos términos en la teoria cuantica comencemos

expandiendo a los campos en ondas planas
_ // / —x X p b rt TT( ) iplwb;us(p)e—ipz + d;/U'rT(p/)e—ipf:cb;us(p)e—ipz
p/p r,s=1,2

err u"t (p )ip’xdspTvs(p) ipz — dpv” f(p)e _iplxd;Tvs(p)eipx)d3x (465)

= // § / — XX p(bgbspus(p)uﬁ(p/)e—i(p—p’):c + d;/bspus(p)UTT(p’)e_i(p"‘p/)x
PYIP =12
— st (ot (p)e T — st (ot (p)e PO dBx.(466)

Si ahora tomamos el valor medio sobre un estado de una particula dfj|0) (pueden verificar que

estos no son autoestados de L) sélo sobreviven los términos con d;T y obtenemos

(L:)= <m/x < p (2 dpdyl = vt (p)o* () dx) = //X P (=2 (2w)£2wpdgx
S /x X p(27lr>3d3x, (467)

que podemos reconocer como el momento angular orbital de un particula cuya amplitud de
probabilidad se distribuye uniformemente sobre todo el espacio (esta integral evidentemente
diverge si la calculamos sobre todo el espacio, por esa razon es que no permitimos estos estados

en nuestro espacio de Hilbert sino las versiones suavizadas ej. 33).

Veamos ahora qué rol cumple el otro término

= / ¢T§¢d3x (468)

ri1s, T _» s —i(p—p')z r 18, T i s —i N
// / b Tb f(p u (p)e (p—p") +d b T(p')gu (p)e (p+p")
pJp r,s=1,2

) S0 e ) S ) ) (469)

N’IM
N | M
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Ahora podemos integrar sobre x para formar deltas de Dirac y luego eliminarlas con la integral

sobre p’

TTHS 5,7 /i s / T 18,7 /i s /
[ ]S eton ) 0n) 3500 - p) + b 6 S0 p) (2o + )
PP ps=12

—

T gst, r )y s r gst, T
+ 0l ()5 () @2m)’6(p +p') + didifv™ (pf)

M

v*(p) (27)° 5(p — P'))

|

—

d p (s S T i i S T Z S
/ > by (p) S ut(p) + d b (—p) S u’(p)
r,s=1,2

— —

T S T 2 S T ]S r Z S
+ b dgfu" (—=p) Sv*(p) + dydiv" (p) S 07 (p)). (470)

Veamos como actiia dicho operador sobre el estado bgT|0>, es decir, el estado de una particula
de tipo b con momento nulo (en ese caso, actuar con S es lo mismo que actuar con J ya que la
parte de L no contribuye porque p = 0). En lugar de hacer la cuenta directa, que involucraria

tratar con la forma explicita de las soluciones u y v, vamos a notar que
Sue'[0) = |8, e8| 0) + eg's|o) = |8, b4 0}, (471)
ya que S|0) = J|0) = 0. Esto es asi porque J es un generador del dlgebra de Lorentz y como la

teoria tiene invariancia de Lorentz, el vacio es invariante

iaJ?

e’ |0y = 10) = |0) +iaJ'[0) + ... = |0), (472)

de donde sale que todos los términos con potencias distintas de « (que es un pardmetro arbitrario)

deben anularse. En particular
JH0) =0. (473)

Para seguir con la cuenta (471) es necesario calcular [S, bgT], para lo que va a ser necesario que
utilicen la ecuacién (413) para escribir el conmutador en términos de anticonmutadores. De los

cuatro términos que salen de hacer esta cuenta solo dos son nulos, los dados por

U35, b8 | = 000 (0)0 (474)
rops opat|
[d pbp,bq] 5eg0®(0)d" (475)
pero al actuar sobre el vacio sélo sobrevive el primero de ellos. Entonces
Spitjo) = [s bﬂ 10) (476)
p rT i s 3 7rt
= [ 5 u(p) 5w’ (P)dsgd” (P)0 0) = (477)
2wp r,s=1,2 2
1 5 .
_ rt ~.s Wl — 4
s 2 U050 O ) (478)
1 ot
= 5 (U>rq bO ‘O> ) (479)
r=1,2
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donde para llegar a la tultima linea usamos la expresion explicita de u y v, que se simplifica

considerablemente al tener p = 0, dando
u?(0) = > m(d),, - (480)
r=1,2

Para convencerse de esta tltima igualdad, les recomendamos que lo hagan una vez para alguna

de las componentes (por ejemplo, para Y,). Tenemos finalmente

0_:7‘ Ir
SIHE 7%0”0>' (481)

r=1,2

1 0
Luego tomando [ 0 ] = by'10), [ ) ] = b2'|0) tenemos que ante una rotacién de angulo 6 en

el plano ortogonal a n, una combinacién lineal x de estos estados cambia segiin

w

ij Q?]X _ 6—1’%6”;@.]}@){ — 6—i0~JX _ e—i@ﬁ%X (482)

/ —1

X:e 2

donde usamos las siguientes definiciones

Q?j = €ijkJk (483)
0 = |6] (485)
g
noi= — 4
=g (486)

y que Lb2T|0) = 0. La ecuacién (482) muestra entonces que atn particulas sin momento poseen
un momento angular intrinseco, el cual ante rotaciones genera que transformen como espinores.
Resulta natural entonces asociar S al espin de las particulas. Noten que mientras en la mecénica
cuantica tradicional el espin debemos introducirlo a la fuerza considerando un operador de mo-
mento angular intrinseco de dimension finita, aqui el espin surje naturalmente de la invariancia
relativista del campo de Dirac. Asi como el calculo de la carga conservada por la simetria ante
U(1) nos permitié dar una intepretacion de l;f, como operador de aniquilacion de particulas y CZ;

de anti-particulas, aplicando S, encontramos

R 1~ N 1-
S. (by|o>) = +5bi10), 8. (bfj|o>) = —5810)
A 1+ A 1.
S. (d};ym) = —5di10), S (b§T|o>) = +5d3/[0) (487)

de manera tal que podemos identificar al indice s en b, o d}, con las proyecciones de espin en z.
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4.3.7. Funciones de dos puntos y propagadores

Ejercicio: (Préctica 4, Ejercicio 49) Una transformacion de Poincaré dada por (A, a) tiene

asociado un operador unitario que actua en el campo de Dirac de la siguiente forma:
UT(A7 a)i(z)U(A, a) = Sij<A71)¢j<A'T +a)

siendo S la matriz que aparece en la transformacion de un espinor de Dirac. Muestre a partir
de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones espacio-temporales

pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

La funcién de dos puntos es por definicion
(0lehi ()5 (y)|0) (483)
al realizar una traslacion (Id, a) tenemos que
S(Id Y (Id = + a) = i(x + a) = U(Id, a)ys(2)U(1d, a)
y por lo tanto la funcién de dos puntos pasa a ser
(Olwi(z + @)ty (y + a)|0) = (0]U"(1d, a)¢hi(2)U (1d, ) U' (1d, a)eb;(y)U (1d, @) |0) (489)
y usando que el vacio es invariante ante transformaciones de Lorentz tenemos
(Olhi(x + a)r(y + a)|0) = (Of¢i(2) vk (y)]0). (490)
Si la funcién de dos puntos fuese invariante ante transformaciones de Lorentz tendriamos
(0lehi(Az + a)yg(Ay + a)|0) = (Oli(x)¢g(y)]0), (491)
pero
(01835 (MU (A, @) (2)U (A, a) Sy (A)UT (A, a)ypy (y)U (A, a)[0) = (Olei(2)(y)[0),  (492)

(01535 (A)h; () Sair (M) k() 10) = (O]¢bi(2) 1y (y)]0), (493)

lo cual sélo vale si S;;(A) = §;;, es decir, A = Id y la transformacién es una traslacién espacio-
temporal. Si bien esta funcién de dos puntos no es invariante ante transformaciones de Lorentz,

recordando lo que hicimos con los bilineales de Dirac podemos sospechar que una de la forma

(0] Ya(z)¥(y) | 0) si lo sea.
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Ejercicio: (Practica 4, Ejercicio 51) Considere la funcion de 2-puntos ordenada temporalmente
Sas(® —y) = —iT(0 | Ya(@)15(y) | 0)
(a) Muestre que Sop(x —y) = (17"0, + m)apAr(x — y), siendo Ap(x —y) el propagador de
Feynman del campo de Klein Gordon.

(b) Halle la expresion integral en el espacio de momentos del propagador.

Comencemos asumiendo que xy > yo y calculemos

O = G mz (b1 () + e (p)e™)

s=1,2

Y 4 " (p )e*ip’y)> (494)

/ 27) 3/2@ 2. (o

= <// d3pd3p’ bs br s r p )e—i(px—p’y) + dstbrtvs(p)ar(p/)ei(pa:—l—p’y)
(2m)3 /2w 2wp = 12 PP
0t (p) o (p)e T PP 4 @St ot (p)a (p) e Pr P ),
(495)
Luego usando que
(b2br) = 6,,6(p — p') (496)
(bibn) = (Eibrhy = (didy,) = (difdr)y = (difdr,) = 0. (497)
obtenemos
d’p 5(0)775 —ip(z—y) d’p 1 " —ip(z—y)
W0 = [ G 3 @Hwple ) - | G >0t m)e
dPp 1 _,
— (i _ = —ip(z—y)
(iv"0,, + m)/ 2n)? 2wpe : (498)
Analogamente tenemos que
_ d3p 1 )
OB )0()10) = (i, +m) [ 5B (499)
" (2m)3 2wy,
de donde concluimos
(OIT9 ()9 (y)|0) = = O(z0 — y0){01¥(2)¥(y)|0) — O(yo — 20) (0l (y)()|0)
. d3 1 —ip(x— —x
= (i7"0, + m) / Wﬂ[e e (30 — yo) + €~ PYV0(yo — o)
P
= (i7"0, + m) Ap(z — y). (500)
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También sera util mas adelante reescribirla como

: 4
— ) = (5H 1 —ip(z—y) L d’p
St =) = (0, + iy [ v o
: 4
— Hm/we—w-y)d_f) (501)
e~0 | p2—m?2+ie (2m)4

Finalmente, podemos utilizar este resultado para notar que el propagador de Feynman Sg(x —y)

es una funcion de Green de la ecuacién de Dirac

(i"0, —m) S(z — y) = (17", — m) (i7" + m) Ap(z — y) (502)
= — (0,0" + m*) Ap(z — y) = id(z — y). (503)

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g Los estados de la forma b5 [0) (o d5'|0)) transforman como un objeto de espin 3
ante rotaciones. Los interpretamos como estados de una particula (o antiparticula)

con momento nulo y proyecciéon de espin definida.

g Las funciones de dos puntos (0[¢;(2)1;(y)|0) son invariantes ante traslaciones

pero no ante transformaciones de Lorentz.

g El propagador del campo de Dirac puede expresarse como

_ It 1 (rpu +m) —ip(z—y) d'p
Sle—y) = lli% p?—m?+ ie” (2m)4
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4.3.8. Material adicional: Violacion de las condiciones de energia en QFT

Muchas veces en relatividad general uno impone que 7}, satisfaga una serie de relaciones que
se conocen como condiciones clasicas de energia. Estas condiciones son desigualdades que se
imponen para que las soluciones de las ecuaciones de Einstein sean fisicamente “razonables”. Por

ejemplo, la condicién de energia nula (NEC, por Null Energy Condition)
T,,u'u” >0, para todo u nulo,

esta relacionada con el teorema de Hawking que implica que el area de los agujeros negros crece

con el tiempo. Otra de ellas, la condicién de energia débil (WEC, por Weak Energy Condition)
T,,u'u” >0, para todo u temporal,

estd asociada a que desde el punto de vista de cualquier observador la densidad de energia es no

negativa.

Debido a la simetria de Poincaré y a la existencia de un estado fundamental, la energia total
es siempre positiva en teoria de campos cuantica. Sin embargo, la densidad de energia puede
tomar valores negativos si es compensada por la presencia de densidad de energia positiva en
otras regiones del espacio. Esto ocurre por ejemplo entre las placas del efecto Casimir en algunas
configuraciones. En general, en toda teoria cuantica de campos relativista siempre hay estados
con densidad de energia negativa. Esto es un fendmeno puramente cuantico que no persiste en
el limite clasico: por ejemplo, nosotros vimos que la densidad de energia para un campo escalar
libre cldsico T%(x) = % <¢2 + (V)2 + m2¢>2> es definida positiva. En el proceso de cuantizacion,
la sustraccion de la energia de punto cero hace que el operador densidad de energia tenga signo

no definido.

La violacion cuantica de la condicion de energia nula es necesaria para la evaporacion de agujeros
negros. La existencia de agujeros de gusano atravesables y maquinas del tiempo requieren la
presencia de una cantidad suficiente de energia negativa, o sea que se viole la condicién de

energia débil.

Les proponemos que miren el ejercicio 53 de la préactica 4 (opcional), donde se les pide que
encuentren un estado para el cual la densidad de energia del campo de Dirac tenga valor de
expectacion negativo en algunas regiones del espacio, viendo asi un ejemplo de violacién de la

condicion de energia débil.

Si les interesa el tema, les recomendamos que lean por ejemplo el review “Lectures on quantum
energy inequalities”, de C. J. Fewster (https://arxiv.org/abs/1208.5399).
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4.4. Campo de Proca

Los campos de Proca y Maxwell, que corresponden a representaciones de espin y helicidad (res-
pectivamente) 1, tienen en comin la dificultad de que los 4 campos que aparecen en el Lagran-
giano no son todos independientes. En estas clases veremos cémo se solucionan los problemas

que surgen al implementar la cuantizacién canénica de dichos campos.

Empezaremos estudiando el campo de Proca, que es mas sencillo y veremos que su cuantizacién
se trata de la misma forma que la de los campos escalar y de Dirac. Mas alla de su simplicidad
que lo hace ideal para comenzar el estudio de campos vectoriales, destacamos que el campo de
Proca es importante porque describe estados de particulas que se encuentran en la naturaleza,

por ejemplo los bosones masivos Z y W.

4.4.1. Teoria clasica

Antes de pasar a la cuantizacion, vamos a comenzar recordando algunos aspectos de la teoria
clasica de Proca. Si aun no lo hicieron, puede resultarles util ver el video de la practica que

subimos el 18/05, donde comentamos algunas cosas que en esta clase veremos con mas detalle.

Ejercicio: (Préctica 5, Ejercicio 54) Considere el lagrangiano de Proca £ = —}LF’“’F,W +
mTQZuZ“, para un campo Z, que es un cuadrivector (real), siendo F la expresion usual: F),, =
oz, — 0,2,

(a) Muestre que las ecuaciones de movimiento que se desprenden de este Lagrangiano equivalen

a estas dos ecuaciones:
(i) OZF +m*ZF =0 (i) 0,Z" =0

Observe que el signo del término de masa en el Lagrangiano es opuesto al del Lagrangiano

de Klein-Gordon y pese a ello contribuye de la misma forma en la ecuacion i).
Las ecuaciones de movimiento asociadas a este Lagrangiano son

oL oL
o — % 2V
Oy {a@zy)} o =0 = 0" +m’Z" =0 (504)

Noten que si tomamos la derivada con respecto a x* de la ecuacién anterior, obtenemos

0,0, F" +m?0,Z" =0 0,0, F" +m?0,2" =0 = (505)
1 1
SO0 " + 50,0, F" + m?0,2" =0 = (506)
1 1
5ayauFf“’ + 5@@(—1«”%) +m?0,Z" =0 = (507)
,2" =0. (508)

A
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Esta ultima ecuacién es un vinculo y es la ecuacién (ii) que les propusimos encontrar en el
enunciado. Escribiendo con més detalle la ecuacion de movimiento (504) y usando el vinculo
(508) podemos llegar a la ecuacion (i)
O™ +m?Z" =0 = 0,(0"Z" —9"Z")+m*Z" =0 = 0Z"+ 0" 9,Z"+m*Z" = 0.
o
(509)

Verifique que GL)‘)(k)e*ikI (y su complejo conjugado) (para A = 1,2,3) es solucion de las

ecuaciones, satisfaciendo k la condicion k* = m? y siendo los 8 cuadrivectores €™ los

cuadivectores transversales a k dados en el apéndice (ver Ejercicio 63).

La cuenta es bastante trivial, ya que la tinica dependencia en x aparece en la exponencial

(O+m? el(j\) (k)e e = eff‘) (k) (O+m?) e, (510)
y como ya sabemos que e~*** es una solucién a la ecuaciéon de Klein-Gordon si k? = m?,
resulta
(O+m?) M (k)e ™ =0, (511)
si k? = m?.

Verifique que el momento canonico conjugado a Z° es idénticamente cero y que Z°, usando
la ecuacién (ii), puede escribirse en funcién de los momentos candnicos asociados a Z* (0b-
servacion: esto es relevante para la cuantizacion canonica, dado que pone de manifiesto que

las inicas variables dindmicas son los tres campos A; y sus momento canénicos conjugados).

El momento canénico asociado a la componente Z7 esta dado por

" = 5 - (512)
B _i% () = (513)
- _i %Fw + F’“’% = (514)
= —i [(gh9% — 59") Fruw + F" (Gu09ve — GuoGus)) = (515)
= —i (Foo — Fpo + Fop — Fyo) = (516)
N _% (For = Foo) (517)
= oo, (518)

donde en la ultima linea usamos la antisimetria de F*”. Como Fyy = 0 (también por la
antisimetria), resulta
o =10. (519)

Este resultado estd asociado a que el campo Z° no tiene dindmica (es decir, que no aparecen

sus derivadas al cuadrado en el Lagrangiano). En efecto, el campo Z° queda determinado
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si uno conoce los tres campos A’ y sus momentos candnicos conjugados. Para ver esto,
escribimos la ecuacién de movimiento para Z°

1

1 . ;
0" Flo + m*Z' =0 = 7°= —ﬁﬁlﬂo = —Wazm, (520)

ya que Fyy = w9 = 0.

4.4.2. Cuantizacion candnica

En la seccién anterior vimos que A° no es una variable dindmica sino que viene determinada
por el valor de los campos A’ y sus momentos canénicos conjugados 7*. Ademés, en el inciso (b)
del Ejercicio 54, encontramos soluciones a la ecuacion de movimiento para el campo de Proca
clasico. Siguiendo un procedimiento similar al realizado para los campos escalar y de Dirac, vamos
a proponer que el campo de Proca cuantizado tenga una expansién dada por una combinacion

. : (. : () A
lineal de las soluciones clasicas pesada con coeficientes al({) y al({ t

()\) fzkx_i_ ~ (AT ()\)(k)* ikx . (521)

Bk
Z“ /(27T 3/2 /2Wk Z [ak €

Para que se satisfagan las siguientes relaciones de conmutacién canénicas

A%, 7 (ty)| = 050" (x—y) (522)
Al x), Al y), | = [F(%),7 ()] =0, (523)

los operadores deben cumplir
|:(ll(:\), CLI(:/\/ ] = 53(1{ - k/)(s/\)\/ s (524)

y todos los otros se anulan.

En forma andloga a lo hecho para los otros campos, se construye el espacio de Hilbert como un
espacio de Fock a partir de asumir la existencia de un estado |0) (vacio) aniquilado por todos los

~(A
operadores af( ),

Con esto, uno puede proceder a estudiar todas las mismas cosas que ya vimos para los campos

estudiados previamente. Veamos por ejemplo el siguiente ejercicio.

Ejercicio: (Practica 5, Ejercicio 55) La expresion del campo de Proca cuantizado es:
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3
> —ikx A)\T (/\) * ikx
7, = / T _2%2 [ake + e (k)*e

donde [af{/\), dl((, i ] = 0%(k — K')dan y todas las demas cero. Hallar la expresion de la funcién de

dos puntos (0| Z*(x)Z"(y) |0) en términos de la de un campo escalar real.

Vamos a volver a utilizar la notacién dada en la ecuacion (397) para compactar algunas expre-

siones. Escribimos

(01 Zu(2) Z,(y) |0) = (525)

//k O| dl({)\ 6 () ( ) —ikx +€L1(<A)T€EL)\) (k)*ezkxi| |:a1((>/\ )6 (kl) —ik'y +a A(/\ )T (k/)* ik’ y:| |O>
AN

(526)

//k Z (016Xt [0 10 € (1)) (') e~ ke K1) (527)
AN

/ / Sk — K') Gy € (k)el) (k) e R ) = (528)
WY

4’k —zkx ) (/\)
B / (27m)32uwr ’ Z (529)

Para simplificar esta expresion, podemos usar una ecuacién que nos da el resultado de la suma

sobre A de los vectores de polarizacion
’ 1
Z Gz(t)\)ez(/A) = —Nw + ﬁkukv : (530)
A=1

Noten que podemos usarla dado que nuestro cuadrivector & es de tipo tiempo ya que k? = m? > 0.
Aqui vamos a asumir que dicha relacién vale (les proponemos que la demuestren en el Ejercicio 63
en la practica 5. Puede resultarles 1til leer también la seccién 6.4.1 del libro de Greiner). Noten
que sin embargo esa expresion es levemente diferente que la que aparece en (529) donde uno de los
vectores de polarizacion esta conjugado. Sin embargo, podemos usarla suponiendo que tomamos
una base lineal para los vectores de polarizacién de modo que resulte el(,’\/)(k)* = )(k) (y al
final, el resultado va a ser independiente del conjunto de vectores de polarizacién que hayamos

elegido). Entonces, tomando vectores de polarizacién lineales, se tiene

. Ph ,
012, Zw10) = [ G 3 Vw00 - (581)
A
P, 1
= [ e e [ — Kk, | = 2
/(27T)32Wk6 ( 77#11"‘ m2 M l/) (53 )
&k 1 .
_ N —ik(z—y)
[ g (e = ) o)
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donde para escribir la tltima linea usamos que Qﬁ,,e‘ik(x_y) = —k,k, (las derivadas son con

respecto a x). Llegamos finalmente entonces a que

2 B 1 Bk
01220010 = = (s + 9,0,) [ oo, (534)

donde la integral que aparece en la tltima ecuacion es justamente la funcién de dos puntos de un
campo escalar (por ejemplo, para (z*) = (0,x) e (y*) = (0,y) pueden ver que habiamos llegado

a esa misma integral en la ecuacién (306).

Como ven, la forma de trabajar es la misma que la veniamos utilizando para los otros campos.
Noten que el campo de Proca que cuantizamos es hermitico, lo que implica que este campo no
tiene carga y por lo tanto describe particulas de masa no nula y espin 1 sin carga. Para obtener
particulas con carga, hay que cambiar af 69) (k)* por un nuevo operador bfe,(f‘) (k)* en la ecuacién

(521), en forma andloga a lo realizado para el campo escalar complejo.

4.5. Campo de Maxwell

La cuantizacion del campo de Maxwell es fundamental ya que dicho campo describira los fotones,
que son las particulas mediadoras de la electrodindmica cuantica (la teoria interactuante en la
que principalmente nos enfocaremos en el curso). A diferencia del campo de Proca, el campo
de Maxwell no tiene masa y esto hace que las cosas se compliquen bastante mas. En particular,
noten que ya no es vélida la ecuacién (520) que nos decia que la componente cero del campo
no tenia dindmica. Como vimos en el Ejercicio 28 (ver video de la préactica subido el 18/05)
el campo tiene invariancia ante transformaciones de gauge. Esto significa que las ecuaciones de

movimiento del campo de Maxwell (que salen de poner m = 0 en la ecuacion (504))

O“F,, =0, (535)

siguen valiendo si reemplazamos

A 5 A 4 9P A(x), (536)

siendo A(x) una funcién arbitraria del espacio-tiempo. La invariancia ante transformaciones de
gauge es responsable de que los grados de libertad del campo sean dos en lugar de cuatro. En
esta ultima parte de la clase (y en la siguiente) veremos los problemas que aparecen al cuantizar

el campo de Maxwell y de qué modo podemos eliminar estos dos grados de libertad espireos.

Comencemos con el siguiente ejercicio.
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Ejercicio: (Préctica 5, Ejercicio 56) Considere ahora el Lagrangiano de Mazwell, que se obtiene
usando el Lagrangiano de Proca con m = 0. Ahora la condicion i) no sigue de las ecuaciones
de movimiento. En su lugar, aparece ahora invariancia de gauge, que permite imponer, entre
otras cosas, 0, A" =0 , subsistiendo ain cierta libertad. El procedimiento de Gupta-Bleuler para
cuantizar el sistema consiste en considerar primero el espacio de soluciones de un campo que

cumpla:

y luego imponer la condicion

(II) 9,A" =0.

(a) Muestre que el campo

= - P ) —tkx AT () * zkaz]
A, /(2703/2 /—kago [ak eV (k)e ™ 4 a eV (k) e

satisface las ecuaciones de movimiento (1), pero no las ecuaciones (I11), con los cuadrivectores

€ del apéndice asociados a un vector k nulo.

Para ver que la expansién propuesta para el campo satisface (I) nos basta con ver que
e~ (y su conjugada) la satisface, ya que el campo es una combinacién lineal de estas
exponenciales y es alli donde aparece la tinica dependencia con z. Como la ecuacién (I) es

+ikx

la ecuacion de Klein-Gordon sin masa, e con k% > 0 es solucién si vale k£ = 0 (o sea

que k es un cuadrivector de tipo nulo).

(b) Considerando la expresion anterior como un campo cldsico (con las al({’\) funciones complejas
de k), squé relacion deberia haber entre a®) y a® para que sea solucion de (II)?
Para responder a esta segunda pregunta es necesario entrar en un poco mas detalle sobre
la base de vectores € ahora que el cuadrivector k es nulo. Es posible mostrar que la base
ortonormal formada por estos vectores puede contener a lo sumo dos que sean ortogonales a
k (y son de tipo espacial); llamamos a estos vectores e vy €?) . La base se puede completar
con dos vectores adicionales €3 espacial y €(®) temporal, tal que (¢34 ¢(©)) sea proporcional

a k. Una eleccion de estos vectores que verifica estas relaciones es la siguiente

¢ =n, donde n es un vector temporal unitario (537)
k—(k-n)n

@ v 538

€ rn (538)

€(1) v €(2) de tipo espacio y ortogonales con los anteriores y con k.  (539)
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Les proponemos que vean esto en el Ejercicio 64 de la practica 5 (pueden seguir también la
seccién 6.4.2 del libro de Greiner). Si por ejemplo k tiene s6lo componente en la direccion z,
podemos tomar () = (1,0), (€M) = (0,1,0,0), (¢P#) = (0,1,0,0) y () = (0,0,0,1).

Volvamos entonces a la pregunta. Aplicando derivada al campo A, se tiene
&’k : ) i ) (qey ik 1 5 (O (3 1y ik
(7”/1“ == / m )\z:% [—mk k?“EIJ (k)€ + ZCLk k?“(-:“ (k) e ] (540)

Miremos la parte de frecuencia positiva del operador (que llamamos A:[), es decir, la parte

que acompafia a e (si hallamos la condicién para esta parte, la otra parte también la

satisfard). Como k es perpendicular a e vy €@ sélo sobreviven en la suma los términos
con A =0,3. Asi

A’k .
wA+ s (0) _(0) m (3) _(3) n —ikx
MA, = Z/_<27T)3/2 o [ak e, (KK +ay e (k)K" | e (541)

Como la base es tal que €3 + ¢ es proporcional a k, podemos escribir € + €© = ok

(para cierto nimero «) y entonces resulta
(e® + €Y k= (ak) - k=0, (542)

ya que k es un cuadrivector nulo (k* = 0). Entonces

Bk =—e0 .k (543)
y por lo tanto
. d3k —tkx
8“14: = —1 / m |:CL1(<O) — af’)} EELO) (k)]{?# (& k . (544)

Una condicién suficiente para asegurar que se cumpla 0*A, = 0 es entonces pedir que
resulte aﬁo) — al((g) = (. Esto es una cuenta que nos sirve sélo para ganar algo de intuicién, ya
que en las cuentas que hicimos no trabajamos considerando que el campo es un operador.
La condiciéon 0# A, = 0 no podra ser vélida a nivel de operadores, pero subsanaremos esto
pidiendo que la condicién 8“121:[ = 0 valga sobre un subespacio, que llamaremos espacio

fisico: dicho espacio estard compuesto por los vectores |¥) que cumplan (dl((o) — d1(<3)) W) = 0.

4.5.1. Cuantizacion candnica

En el ejercicio anterior vimos que la expresiéon cudntica para el campo que propusimos satisface

la ecuacién (I) pero no la ecuacién (IT)?. Vamos a llevar adelante sin embargo la propuesta de

9Recuerden que la condicién (IT) para el campo de Proca aparece derivada de las ecuaciones de movimiento, mientras
que para el campo de Maxwell es una fijacién parcial de gauge, es decir, algo que queremos imponer para sacarnos de

encima los grados de libertad esptreos.
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cuantizacion y veremos como lo solucionamos por otro lado. Proponemos entonces una expansion

para el campo dada por

: &’k SN . |
_ E A (N) —ikzx AT (V) * ikx
A = / (2m)3/2 /200 [ak G (R)e™™ + i e (k)Te ] (545)
con
[al@, afj,’”} = &k —K), (546)

y todos los otros nulos. Noten que para A = 1,2, 3 estas relaciones coinciden con las del campo

de Proca.

La observacion que surge de resolver el siguiente ejercicio nos dara una pista de como podemos

seguir adelante.

Ejercicio: (Practica 5, Ejercicio 57) La cuantizacion del campo de Mazwell posee el problema
de que los operadores a y a' no actian en un Hilbert ya que aparecen estados con norma negativa
(y por lo tanto el ‘producto interno’ del cual deriva dicha norma no es definido positivo, por lo
que estrictamente no es un producto interno). Muestre que de las relaciones de conmutacion (que

siguen de las reglas de conmutacion canonicas):

[&8)7 dl(;}’)T] — Bk - K)
se desprende que existen estados de norma negativa (asumiendo que los a'® aniquilan el vacio).

Asumiendo que existe el estado de vacio |0) que es aniquilado por todos los operadores dfg\), uno

querria llevar adelante la construcciéon del espacio de Fock de la forma usual. Un estado con un

fotén de momento k y polarizacién A se obtendria entonces haciendo
) = a0y . (547)

Los estados de una particula creada con polarizacion A = 0 estan asociados a lo que se conoce
como fotones escalares, para X = 1,2 se tienen los llamados fotones transversales, y para A = 3
los fotones longitudinales. Sigamos con el ejercicio. Noten que la norma de un estado de un fotén

esta dada por
(Lia| Lier) = (0] &ik)dl(jﬁ 0) = —**6%(0) (548)

donde en el ultimo paso utilizamos las relaciones de conmutacién dadas por la ecuacién (546).
Olvidense de la delta evaluada en cero que diverge, esto es un problema conocido que aparece
porque no suavizamos el estado de una particula (ya discutimos que en realidad estos estados

no estan en el Hilbert pero esto se puede solucionar facilmente considerando estados suavizados
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como vieron en el Ejercicio 33 en la gufa 3). El problema aqui es que cuando A = 0 (fotén escalar)
el estado tiene norma negativa y por lo tanto el ‘producto interno’ no es un producto interno (y

el Hilbert no es un espacio de Hilbert).

El problema que aparece en el ejercicio anterior lo solucionaremos la clase viene cuando veamos el
método de Gupta-Bleuler. Al aplicar dicho método, veremos que los estados de fotones escalares
y longitudinales no son fisicos, en el sentido de que los valores de expectacién de observables en
estados que difieran en uno o més fotones escalares y/o longitudinales seran los mismos (y esto

estard asociado a la invariancia de gauge de la teoria).

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g El campo de Proca (masa no nula, espin 1) tiene tres grados de libertad. A nivel

cuantico servird para describir a los bosones vectoriales masivos (como el W o Z).

g El campo de Maxwell (masa nula, helicidad 1) es invariante de gauge y como
consecuencia de esto tiene dos grados de libertad. A nivel cuantico describe el fotén

(particula mediadora de la electrodindmica cuéntica).

g Expresién del campo de Proca (sin carga) cuantizado:

. &k = . .
_ E AA (M) —ikx AT _(N) * _ikx
= / (2m)3/2\/ 2w = [ak€” (ke ™ +a e (k)'e ] ’

donde k? = m?, [&1(:‘), &3)1 = §3(k—k/)d x y todos los otros se anulan. Los vectores
de polarizaciéon son ortonormales entre si, de tipo espacio y ortogonales a k¥, y

cumplen

3
1

E N — -

A—1 e = e mzk“k"'

g Expresion del campo de Maxwell cuantizado:

-/ — - ~(A) (V) —ikz | AN _(N) 1\ * ik
Al /(2ﬂ)3/2 /_2ka [ak 6, (ke ™ + a7 eV (k)™

~

donde k* = 0, [al(()‘), dl(j/)t] = - 6% (k—X') y todos los otros se anulan. Los vectores
de polarizacién son ortonormales entre si. €9 es temporal, mientras que los otros son

espaciales. €) y € son ortogonales a k, mientras que €© 4 ¢®) es proporcional a k.
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4.5.2. Condicién de Gupta-Bleuler

Como vimos previamente, la cuantizacion del campo electromagnético trae aparejados varios
problemas. Por un lado tenemos estados de norma negativa debido a los fotones escalares, es
decir, no tenemos un espacio de Hilbert y por otro lado ya no podemos fijar el gauge de Lorenz
pues A¥ es un operador y no vale que 8M121“ = 0. Sin embargo, uno podria pensar que lo tnico
que observa en el laboratorio al final del dia son valores medios (es la razén por la que el picture

de Heisenberg y Schrodinger son equivalentes) con lo cual quizéds baste pedir que
(W10, A |w) =0 (549)

y ya que no podemos hacer nada sobre 8,“21“, podemos restringir nuestro espacio de estados
a aquellos que verifiquen esta condicién. Pero hay un problema porque esta condicién no nos
garantiza que los estados que la satisfacen formen un espacio vectorial como quisiéramos. La
estrategia es entonces buscar una condicién que implique esto y ademés dé como resultado un

espacio vectorial. Para eso podemos descomponer al campo como
AF = AR 4+ A (550)

siendo
3

d3k/ 'k/
_ —ik'x CNIA AN
4= [ e o

A=0
y A" = A"'. Escribimos entonces
0 =(0)[0, A¥|00) = (B[O AL W) + (|0, A" ) (552)
= (Iw%%ﬂ!@) + (|w>,aﬂfvirw>) (553)
= (10).0,4%10)) + (10), 8, 4%10) ) (554)

basta entonces quedarnos con los estados |¢)) que satisfacen la condicién
M) =0, (555)

los cuales, ademas, es facil ver que forman un espacio vectorial.

Ejercicio: (Practica 5, Ejercicio 58) El problema que mencionamos en el ejercicio anterior se
resuelve parcialmente imponiendo la condicion II) sobre ciertos estados (condicion de estado
fisico), lo cual deja ain estados con norma 0. Estos ultimos representan estados que son “puro
gauge” (y por lo tanto, uno hace un cociente y los identifica como equivalentes al cero). La version

precisa de esta condicion (Gupta-Bleuler) es:
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9, A% | W) =0

stendo Ai la parte de aniquilacion (frecuencia positiva) de Am,

(a) Verifique la condicion de Gupta-Bleuler se cumple para para estados |V) que provengan de
actuar sobre el vacio con la combinacion T — a 0T, los cuales contienen pares de modos
longitudinal (A = 3) y temporal (o escalar) (A =0).

(b) Muestre que el valor de espectacion de A en |¥) y |0') = (1 + fc(/{:)(d,(f)T — d,(fm))dgk: | W)
(con c(k) una funcion de los momentos) difieren en el gradiente de una funcion.

Observacion: este dltimo item ilustra que [ c(k)(d,(;’)]t—dg)T

YAk | W) corresponde a una estado
puro gauge, que en efecto es un estado de norma cero. El espacio de Hilbert (con producto
interno definido positivo) se obtiene cuando se declaran equivalentes a estados que difieren

en un estado nulo.

Reemplazando la expresién explicita de A4 podemos reescribir la condicién anterior como

/ (27r)j/2k¢% _WZ’“W Wy =0 (556)

/ (2w>£k¢% _WZ’“ ) [ — | ) =0, (557)

donde usamos que k - €M (k) = k- e@ (k) =0y k- € (k) = —k - ¢ (k). Entonces, usando que
las exponenciales complejas son linealmente independientes, tenemos que los estados fisicos son

aquellos que satisfacen

siendo
Ly =a —a. (559)

Antes de seguir notemos algunas propiedades de este operador que seran tutiles mas adelante:

Li|0) = (O|LL =0 (560)
[Li, Lic] = 0 (561)
) = ) 2] [0 [
=5k —K) -0k —-K)=0 (562)
[ak) L ] [ 1(3‘),@1((3”} - [afj?,aff”} = —5(k — K) + %5 (k — k) (563)
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3

A3k’ -~
T _ port| —ik'x N (1,7 N 7t
[AH,Lk] = [A+,Lk] = /—(%)3/2 = > MK [ak, ,Lk]

A=0
Bk B
— [ 2 e T Ny [ () L*}
e € Ay,
/(27‘(’)3/2 /—ka/ )\ZZO n ( ) k k
1 —ik o)) 1 —ike Ky

— ke k) = ke 564

(2732 2o gozge“ W) = oy’ kon (564)

donde usamos que

k

— (k- k
3 W (k) = €O (k) + 9 (1) =+ 2 nu(k-n) _ Ky

k-n Cken

(565)

Veamos ahora cémo caracterizar los estados fisicos. Un estado arbitrario del espacio completo

serd una combinacion de elementos de la forma

) = f 0 ol aN)0). (566)
siendo fi alguna funcién analitica en cada argumento (f podria ser funcién de todos los k). Si
definimos

Ty = ol + a”, (567)
podemos escribir
) = 9Ty 0" LY)0), (568)

siendo g(T}, al({m, af)T, L) =f ((TII + LL) /2, al((m, al(f)T, (LL — Ti) /2) . Podemos escribir en-

tonces la condicién de estado fisico como

0 =Lic|$)) = Lig(Ti, ", 0", L1)[0) (569)
— | L g1 o o, Lkﬂ 0) + 9T o, T, L) Ll 0) (570)
o

—— g0 a0, L)) [ L T 10) = 2000) e g(T o L)1) (571)

Ty GIN

donde usamos que

Lo ] = o = ), + o] (572)
= [al(f),af)q + [af’),al&) ] + [—al((o),al({g)q + [—al({o),al({o)q (573)
=3(0) + 0+ 0+ 6(0) = 25(0). (574)

La condicién anterior implica que

0

— (T e " L) =0, (575)
oTy

es decir, que los estados fisicos se forman actuando sobre el vacio solo con los operadores

al((l)f, al(f)T, LL. Asi el estado fisico mas general debe ser de la forma

) = Relyr), (576)
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siendo |¢r) = f ( (D ali) > un estado de fotones transversales y
Rp=1+ / Pke(k) L+ / Pkd®K'c(k, K)LI LT, + ... (577)

Notemos que esto resuelve el primer item del ejercicio pues LL|O> es en particular un estado fisico

y por la cuenta anterior verifica que
0, A" <LL|0>> —0. (578)

Que llamemos a estos estados fisicos deberia incomodarlos bastante dado que contienen fotones
escalares y longitudinales que no se han visto nunca. Sin embargo, podemos ver que estos fotones

no generan ningun efecto observable. Para ello consideremos un estado fisico |¥) de la forma

APk
T) = |U — (k)L | 579
9) = 0r) + [ i oL i), (579)
y calculemos
Bk,
(VA0 =0 A40) [ s ) (L)
d BkdK c*(K)c(k) ;
2 H

+/(2w)3/2m e(le)(Ur| A" Li¥r) + // 2m)3/ 2w /2w (PrlLicA" L[ ¥r).
(580)

Ahora podemos usar que
Li|¥7) = (Up| LI =0 (581)

para escribir

d®k .
(UA19) = (U 40) + [ (10 (W [ A7) )
31731/ C/ (K
+ [ et (4 o] jor+ [ [ ESTE O g Lo ] oy,

(582)

El ultimo término de esta expresion se anula porque como [A“, LH € C conmuta con Ly y
tenemos

d*k
=(Up|AH|Ur) + / —_—

dgk 1 —ikx k#
+/mc<k)<%|(2w)3/zme ’ 10T (583)

() (] [4%, 2] 1)

d*k 1 2k
— (U | AH | *(k ikx VK
(r|A”] T>+/(27T)3/2\/_2wkc( )(2@3/2,/_2%6 k-n

d*k | ok
k ek 584
+/ e rvin W a e ken (584)
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d*k k , .
={U| A* | M *(k ikx k —ikx
(Wl 00) + [ e [ 090 4 el ]
=(Wr|A*[Ur) + O A (585)
siendo

d3k i —ikx * ikx
A:/<2ﬂ>3mk‘n[c(k)e e (k)e] (586)

Esto no solo resuelve el ejercicio sino que ademés prueba que solo los fotones transversales tienen
un efecto observable, dado que los escalares y longitudinales solo generan una transformacién de
gauge sobre el valor medio del campo (el resultado es el mismo si hubiesemos considerado los

estado fisicos mas generales |¢p) = Rp|¢r)).

Nos queda todavia el problema de los estados de norma negativa que mencionamos al comienzo.
Para ello podemos notar que hasta la ecuacién (582) no usamos ninguna propiedad sobre A", es
decir, que puede ser cualquier operador. En particular, tomando A* = Id esa ecuaciéon nos dice
que

3
(V1) =(wrg) + [ e (10 (W [ 1] )

———
+/(2ﬂ)d e(k) (V| [Id L W7) // P’/ (l)e(l) (U| Ly [Id,LH W)

3/2m 2 3\/2(,0 v 2wy
(587)
y como todo operador conmuta con la identidad tenemos
(U|W) = (Vr|¥r), (588)

es decir que la norma de los estados fisicos es simplemente la norma de los estados de fotones

transversales la cual si es definida positiva.

4.5.3. Funcién de dos puntos y propagador

Ejercicio: (Practica 5, Ejercicio 59) Hallar la funcion de dos puntos y el propagador del campo
de Mazwell en el gauge de Lorentz (notar que la cuenta es muy similar a la del campo escalar

complejo).
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(014, (2) Au (y)]0)

d°k *K (V) ;) =i(ka+hy)
_<0|/ o 3/2\/@/(% 3/2, [ Z (K)[ay g e

)10 gilha—k') | oV

AN =
W)t —z(k:c ky)_i_al(()\ﬁa( )T i(kz+k'y) ”0>

+ay ay e ay %
k K’ /
- k/ 0 p TO —i(kz—k'y)
/(2ﬂ)3/2\/M/ (27T)3/2\/m)\; (k)¢ |ak ak 0)e
31 BK 3 / | /
T ) (k)X ()6 (k — K'Yy e~ koK)
| =/ ey 2 0030 Kmve
= _/dski6(/\)(k)e(A)(k)nMe—ik(az—y) (589)
(2m)3 2wy = v

y usando la relacion de completitud de los vectores de polarizacion

3
D M K)eM (K)nan = N, (590)
A=0
obtenemos
d3k —ik(z—
A AW = = [ e, (501)

El propagor de Feynman resulta entonces inmediato

(0T Au(2) Ay (y)|0) = (0]1A4,(2) Ay (9)]0)8 (0 = o) + (0], (y) Au(2)]0)0(yo — o) (592)

d*k ik .

= — / (27T)—32wk77uy[6 k( 9)9(1’0 — y(]) +Le k( y)(g(yo _ 130)] (593)
Pk (i) -ikey)

— 1K\T . 4

/ 23 k2 +ie© (594)

También podemos usar el resultado de la funcién de dos puntos para calcular el conmutador

01140, A 10) = — [ et = [ S E e (ao5)
pAT (27)32wy (27)32wy

N / ¢’k [eike) _ k-] (596)
N RCTSy
= —Nuwild(z = y) (597)

Ejercicio: (Practica 5, Ejercicio 62) Comprobar la validez de la microcausalidad para los campos

eléctrico y magnético.
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Aprovechando que conocemos el conmutador para el campo A, podemos escribir el conmutador
entre los campos eléctricos como
[Ei(x), E;(y)] = [0iAo(z) — BoAi(x), 0;Ao(y) — BoA;(y)] (598)
= 950 [Ai(x), A;(y)] + 0705 [Ao(x), Ao(y)] (599)
= =051z — y) — 07Ot Az — ) (600)
= (059 + 07 0moo] [—iA(z — )] (601)
De la misma forma

[Bi(ﬂi), Bj(y)} = ¢iMlgimn [0k Ai(), O An(y)] 1002
= eMlemngeay [A(z), An(y)] 88
= ¢kleimngr gy [—NwiA(x —y)] (604)
— i [5980m — 5me*) g on Az — y) (605)
(V09 Al ) o

Finalmente podemos calcular también el conmutador cruzado

[Ei(x), B(y)] = [0 4%(x) — 0°Al(x), M0 Au(y)] (607)

=M (=050}) [=im Az —y)] (608)

= iR 0y O A (x — 7)) (609)

Como vemos en todos los casos los conmutadores de los campos (que son observables de la teoria)

se anulan para puntos separados espacialmente ya que A(x —y) es idénticamente nula para x —y

fuera del cono de luz.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...
g La condicién de Gupta-Bleuler
8,/1’1 W) =0

determina los estados fisicos de la teoria. Esta condiciéon implica el gauge de Lorenz

en valor medio <8u121“> = 0 y elimina los estados de norma negativa.

g El propagor de Feynman para el campo electromagnético es

OIT A @40 = [ 5o,

g Se verifica la condicién de microcausalidad para los campos eléctrico y magnético.
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5. Teorias interactuantes

En las semanas previas estuvimos estudiando la cuantizaciéon de algunos modelos de teorias de
campos libres (es decir, teorias cuyo Lagrangiano era una suma de términos bilineales en los

campos). Dichos Lagrangianos tenian términos cinéticos, como

%qu@ucb, T/_)Z"VM M¢7 _;LFWFW = _i [(aMAV - GVAM) (auAV - aVAM)] ) (610)

y términos de masa, tales como,
1 - 1
— §m2¢2 . —ma), émzZ#Z“. (611)

Tanto los términos cinéticos como los de masa son bilineales en los campos. Una teoria es
interactuante si en el Lagrangiano aparecen términos con tres o mas campos. La
teoria interactuante que mas nos concierne en esta materia es la electrodinamica cudntica (QED,

por sus siglas en inglés), cuyo Lagrangiano esta dado por

1 -
L= _ZLFWFW + Y (iv*D, —m) ¢, (612)

donde D, = 0, — ieA, es la llamada derivada covariante. El término de interacciéon en esta
teoria esta dado por i@y“ieA,ﬂ,D = —e@Z_w“AMw y describe un acoplamiento de los fermiones con

el campo del fotom.

También estudiaremos otras teorias interactuantes relevantes, como por ejemplo la teoria “A¢*”
1 1 A
L= S0"00,0 — Smie? — 20 (613)

o la electrodindmica escalar (una teoria similar a la electrodindmica en la cual el papel de los

fermiones lo juega ahora un campo escalar cargado ¢)
1
L= —ZF"”FW + D" D,y — mPple. (614)

Veamos un ejemplo de una serie de teorias clasicas interactuantes sencillas, que nos va a servir

ademas para introducir algunos conceptos.

Ejercicio: (Practica 6, Ejercicio 65) Considere el caso simple e ilustrativo del Lagrangiano que
resulta de agregar un término —%gb" (con A, >0 yn > 3) al Lagrangiano de Klein-Gordon para

un campo real.

(a) Halle la ecuacion de movimiento para este tipo de teorias y vea que ahora una onda plana

no es solucion.
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El Lagrangiano de la teoria es

1 1 A
— A 242 'on
L 28 $0,¢ 5™ ) n!gb . (615)

La ecuaciéon de movimiento va a diferir de la de Klein-Gordon por la contribucién del término
—%d‘, que da

oL An _1
o L 1
5% = i (616)
con lo que se tiene
2 )\n n—1
O+m?) o+ —"=¢"'=0. (617)

(n—1)!

La ecuacién con )\, = 0 tiene solucién a las ondas planas e’®

con p? = m?. Si en cambio,

A, # 0, tomando ¢(x) = A e (con A constante) vemos que

An 4
An—l 6z(n—l)]oac 7& 0’ (618)

(D—I—m2)¢+ m

An n—1 2 2 ;
" = (—p°+m”) A" +
(n — 1)!¢ (= )

ya que como n > 3 las dos exponenciales tienen potencias diferentes y por lo tanto los
coeficientes que acompaifian a cada una de ellas deberian anularse, lo que implicaria tener
una solucién trivial (A = 0). Las ondas planas, como era de esperar, ya no son solucién de

esta teoria interactuante.

¢sPara qué valor de n la constante de acoplamiento es adimensional?

Para poder decir que un parametro es pequeno necesitamos que el mismo no tenga unidades.
Nosotros estamos trabajando con unidades para las cuales A = ¢ =1 (no tienen unidades).
La acciéon o el momento angular, ambos con las mismas unidades que A no tienen entonces
unidades. La velocidad (que tiene las unidades de ¢) tampoco tiene unidades. Las cantidades
que no tienen unidades se dicen adimensionales. E1 momento, por ejemplo, no es adimen-
sional, ya que tiene unidades de energia/velocidad, y como la velocidad es adimensional, el
momento tiene unidades de energfa. La posicion en cambio, tiene unidades de 1/energia. La
dimensiéon de una determinada cantidad se define como la potencia de unidades de energia

de dicha cantidad y se nota con [|. Por ejemplo

Accion: [S] =0, (619)
Distancia: [z] = —1, (620)
Momento: [p| = 1. (621)

Veamos qué unidades tienen las constantes de acoplamiento. Para ello, recordemos que

S = / d'zL . (622)

Como [S] = 0 y [d*z] = —4, resulta [£] = 4. Ahora que tenemos la dimensién del La-

grangiano, podemos sacar la dimensién del campo ¢. Para ello, noten que la derivada tiene
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unidades de 1/distancia, por lo que [d,] = 1. Mirando entonces el término cinético de (615),

podemos sacar la dimension de ¢ que tiene que cumplir
204 +200,) =4 = [g] =1. (623)

Mirando ahora el término de interaccion, la dimension de la constante de acoplamiento A,

es tal que
Aa] +nlpl =4 = [\)]=4—n. (624)

Entonces, sélo para n = 4 tenemos una teoria cuya constante de acoplamiento es adimen-

sional (la teorfa A¢? en 3 + 1 dimensiones).

Los términos de interaccién con constantes de acoplamiento adimensionales se conocen como
marginales, los que tienen dimension positiva como relevantes y los de dimension negativa
como irrelevantes. Las teorias interactuantes con acoplamientos irrelevantes seran siempre
no renormalizables (el concepto de renormalizacion lo veran al finalizar el curso en las clases

tedricas).

5.1. Algunas propiedades generales de las teorias de campos

En el curso nos dedicaremos a estudiar efectos perturbativos de las teorias interactuantes, pero
en lo que resta de la clase de hoy veremos algunos aspectos no perturbativos que uno espera que

aparezcan en modelos muy generales de campos cudnticos relativistas.

5.1.1. Axiomas de Wightman

En los modelos de teorias cuanticas de campos libres que estudiamos hasta el momento hay
algunas caracteristicas comunes que emergen en todos ellos. Por ejemplo, que dos observables
locales de la teoria conmutan si la separacion entre ellos es espacial o que el espectro del operador
(15“) estd en el cono de luz futuro. Los axiomas de Wightman, un conjunto de requerimientos que
uno utiliza para definir qué es una teoria cuantica de campos relativista en espacio plano, toman
parte de estos elementos comunes que uno observa que estos modelos comparten, e incorporan

ademas ciertos enunciados mas técnicos cuyo proposito es darle rigurosidad a la teoria.

Una versiéon simplificada de los axiomas de Wightman es la siguiente:

(a) Axioma I (espacio de estados): El espacio fisico de estados de la teorfa es un espacio de

Hilbert H sobre el cual actia una representacion del (cubrimiento) del grupo de Poincaré

A~

U(A,a)

(b) Axioma II (condicién espectral): El espectro de (P*) esté en el cono de luz futuro.
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(c) Axioma III (existencia y unicidad del vacio): Existe un unico estado |0) en H inva-

riante ante U (1, a).

(d) Axioma IV (definicién de los campos): Para cada funcién de prueba f en el espacio de
Schwartz'0 existe un conjunto de distribuciones que toman valores en operadores {¢;(f)},
que llamamos campos, que estan definidos sobre un subconjunto denso D € H que contiene
a |0).

(e) Axioma V (transformacién de los campos): Ante la acciéon del grupo de Poincaré,
los campos transforman con una representacién del grupo de Lorentz (espin entero) o del

grupo SL(2,C) (espin semientero).

(f) Axioma VI (microcausalidad): dos campos cuyos soportes estan espacialmente separa-

dos conmutan (espin entero) o anticonmutan (espin semientero).

(g) Axioma VII (ciclicidad del vacio): el subconjunto generado por ¢, (f1) oy, (fg)...gzglj (f5)10)
(j=1, 2, ...) es denso en H.

Los axiomas I, II y III los vimos aparecer cuando estudiamos las teorias libres. La propiedad
expresada por el axioma II, si piensan por ejemplo en el campo escalar real, los autovalores de
P son p*, que cumplen p? = m? > 0 (esto indica que p* es un vector temporal, o sea que estd
en el cono de luz) y como la energia total de todo estado es positiva resultaba p’ > 0 (por lo que
el cuadrivector p* estd en el cono de luz futuro). Los axiomas IV y V definen los campos, que en
esta version rigurosa son distribuciones. Algo de las propiedades de la transformacion de las que
habla el axioma V las vimos, por ejemplo, el campo escalar transforma ante la representacién
trivial del grupo de Lorentz. El axioma VI permite asegurar que dos observables locales conmuten
cuando la separacion es espacial. Esto se puede conectar también con cosas que ya estudiamos.
Para la teoria del campo escalar real libre (espin entero) la microcausalidad se impone diciendo
que el conmutador de los campos es nulo para separacion espacial. Esto deberia asegurar que dos
observables separados espacialmente conmutan. Un ejemplo de observable es el mismo campo
(ya que es hermitico), por lo tanto el axioma VI garantiza la causalidad para dicho observable
(y lo haréd para todo observable). Para el campo de Dirac libre en cambio, impusimos relaciones
de anticonmutacion para los campos cuando la separacién era espacial, lo que esta de acuerdo
con el axioma VI ya que dicho campo tiene espin 1/2. Como el campo de Dirac no es en si
mismo un observable esto no genera un conflicto. Los observables de dicha teoria estan dados
por bilineales de los campos, y la condicién de microcausalidad permite asegurar que dichos

observables conmuten gracias a que los campos anticonmutan.
Por 1ltimo el axioma VII es bastante técnico y sirve para probar la irreducibilidad de los campos.

La rama de la fisica tedrica que se ocupa de encontrar modelos que cumplan los axiomas de

Wightman se conoce como “Constructive quantum field theory”. Verificar que un modelo dado

10F] espacio de Schwartz es un espacio de funciones tales que todas sus derivadas decaen en infinito méas rdpido que

la inversa de cualquier potencia.
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cumple dichos axiomas no es en general una tarea sencilla. Se sabe por ejemplo que las teorias
libres verifican los axiomas, y hay contados ejemplos de modelos interactuantes. Uno de los
problemas del milenio del instituto Clay requiere en parte demostrar que el modelo de Yang-
Mills (una teoria de campos de gauge no abeliana que sirve para entender el modelo estdndar)

se encuadra dentro de un esquema axiomatico como el de Wightman.

Mas alla del rigor mateméatico, queremos que piensen en el esquema axiomatico de Wightman
como una guia que destila las caracteristicas generales que cominmente aparecen en todos los
modelos de campos cuanticos relativistas. Y sepan también que parte de la importancia y el éxito
que tiene dicho esquema radica en que, asumiendo dichos axiomas, se pueden probar algunos
teoremas fundamentales, como el teorema de espin-estadistica o el teorema CPT (el primero ya

lo mencionamos y el segundo aparecerd pronto).

5.1.2. Representaciéon de Killen-Lehmann

Los valores de expectacion de los campos de Wightman en el vacio se conocen como funciones de
Wightman y cumplen un rol importante en el esquema axiomatico ya que el conocimiento de todas
ellas permite reconstruir la teorfa (teorema de reconstruccién de Wightman). Las funciones de
Wightman se corresponden con lo que en nuestra presentacion llamamos simplemente funciones
de n puntos. Para las teorias libres estudiamos en particular la funcién de dos puntos. Para las
teorias interactuantes el calculo de las funciones de n puntos es mas complicado, aunque existe
una representacion integral de la funciéon de dos puntos que nos permite extraer algunas de sus

propiedades. Esa es la denominada representacion de Kéllen-Lehmann.

Ejercicio: (Practica 6, Ejercicio 66) Para una teoria interactuante, la funcién de dos puntos ya
no tiene la forma hallada para el caso del campo libre. Sin embargo, bajo ciertas hipotesis sobre

el espectro de la teoria cudntica, puede verse que tendra la siguiente representacion espectral

W —y) = (0] $(x)d(y) |0) = / () Wi sl — y)ds

siendo Wr, ss(x —y) la funcion de dos puntos del campo libre de masa \/s, y p una funcion de s
con ciertas propiedades generales. Demostrar esta relacion enfocindose en el caso de una teoria

interactuante de campos (arbitraria) del campo escalar real.

Definimos
W(z —y) = (0] 6(z)d(y) |0) , (625)

la funciéon de dos puntos para la teoria interactuante. Ahora no conocemos una expansion para

los campos, no es valida la expansién que hicimos en términos de operadores de creacién y
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destruccion cuando el campo era libre. Diferenciamos esta funcién para la teoria interactuante
respecto de la funcion de dos puntos para la teoria del campo escalar real libre, que denotamos

Wrm(z = y) = (0] 6()o(y) [0) , (626)

donde el subindice F' nos recuerda que el valor de expectacién de la derecha esta calculado para
la teoria libre (por free) y el indice m indica que la masa del campo libre es m. Ya vieron en

practicas anteriores una representacion integral de dicha funcién

Wenlr=3) = (01950 0) = (627)
_ / (jﬂ) @m0 — m?)e e (629)

Veamos qué podemos decir sobre la funcién de dos puntos de la teoria interactuante. Conside-
remos la base {|a)} de estados de distintos nimeros de particulas con momento definido: |p),
|p1, P2), etc. Digamos que

Ptla) = p@*a) . (630)

LEn qué sentido se entiende la ecuacion anterior cuando tenemos estados de méas de una particula
con momento definido? En dicho caso, p(®* = pﬁf")“ + pga)“ + ..., donde pga)“ es el momento lineal
de la particula j; o sea que p{®* es el momento lineal total del estado. Como cada uno de los
pg-a)“ cumple el axioma II, se tiene p(o‘)“pff) > (0 (cuadrimomento total dentro del cono de luz) y
p(@0 >0 (energia positiva, por lo que el cuadrimento total esté en el cono de luz futuro). Vamos
a trabajar la expresién insertando 1 = ) _|a) («| en la expresion de la funcion de dos puntos
—iPo (

para la teorfa interactuante y recordando que ¢(z) = ¢2%¢(0)e esto lo da ecuacion (339)

tomando x = 0y a = z). Tenemos
W(z—y) = (0]é(z)o(y) (631)

= (0= (Z|a a\) 9(y) [0) = (632)
= (0] ¢(x (Z|a a\) )10) = (633)

= (0] ePh(0)e (Z!a al) PIG0)e= Y [0) . (634)
Por un lado, tenemos
e |0) = 10) (635)

ya que asumimos que el vacio es invariante ante traslaciones (axioma IIT). Ademds, por la ecuacién
(630), se tiene
e PT|q) = e P |q) | (636)
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Luego, retomando la ecuacién (634) tenemos

W—y) = Y (01e773(0)e™ |a) (a] PYH(0)e ™7 |0) = (637)

«

= S e e (0]4(0) ) (o] 3(0) [0) = (638)

«

_ Z o' (@=y)

o

= [ e Y- 5|l 0)] (640)

‘ 2

(al 6(0)]0)

= (639)

Introducimos la funcién p(p?) definida por la siguiente relaciéon®!

00?) = (27)° 35 (0 — ) [{al H(0) 0} (641)

Noten que como p®? es positivo, 54(p — p(o‘)) se anula a menos que sea p° positivo (por eso en
el lado izquierdo de la ecuacién anterior hay una 6(p°)). En términos de esta funcion p(p?), se

tiene

W=y = [dpe™en Y- 5|l é0)0)] - (642)

= / (;ZW];?, 0 )p(p*) e~ (643)

Parte del término derecho de esta ultima ecuaciéon tiene una forma similar a la funcién de dos
puntos para la teoria libre dada por la ecuacion (629), pero necesitamos que aparezca una delta

de Dirac. Para eso, podemos escribir en forma inocua que

+o0
p(p?) = / ds p(s)d(p* — s), (644)
0
con lo que llegamos finalmente a que
Wie—y) = [ 2000t e = (615)
(2m)?

= [ asots) [ ghs et — s e - (646)

= [ dspeWr o). (647)

Esta tltima ecuacién nos dice que la funciéon de dos puntos de la teoria interactuante se escribe
“sumando” las funciones de dos puntos del campo libre con masa /s, pesadas con cierta densidad
espectral p(s). Este tipo de relacion se conoce como representaciéon de Kéllen-Lehmann (puede

derivarse también una representacién analoga para el propagador).

Para entender un poco mejor la funcién de dos puntos de la teoria interactuante, es necesario
conocer propiedades de la densidad espectral p(s) (no las vamos a demostrar, pero si quieren

mirar la derivacion puede leer la seccién 9.3 del libro de Greiner). Se tiene

s posible probar que efectivamente el lado derecho de la siguiente ecuacién depende sélo del invariante p2.
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P A

m?2 4Am? S

Fig. 4: Funcién espectral. El pico en el valor /s = m estd asociado a que la teoria interactuante tiene

estados de una particula de masa m. Luego hay un gap hasta /s = 2m donde comienza un espectro continuo.

()

+00
Jo " dsp(s) = 1.
Como ademas es no negativa, esto nos permite interpretar a p como una densidad de

probabilidad. ;De qué? Si miran la ecuacion (641), van a ver que en la definicién de p aparece
2

. Si para un determinado estado de la teorfa libre |«)

un término de la forma ‘<a| $(0) |0)

(a] $(0) |O>‘ # 0, esto nos indica que el estado ¢(0)]0) de la teorfa interactuante

tiene un término proporcional a |«) en su descomposicion.

resulta

El estado de una particula |a) = |p) es el que contribuye a p con el valor mas pequeno
de s = p?> = m?. Por mas que el valor del momento p sea distinto para |a) = |p), dicho
estado contribuye siempre a través de su invariante p*> = m? (ya que como mencionamos,
por la misma definicién de p se puede probar que depende de p?). Luego, hay un gap hasta
llegar al valor /s = 2m asociado al estado de dos particulas, y a partir de ese valor es
en general una funcion continua. ;Por qué sucede esto? Bueno, recuerden que la funcion
espectral depende de p?, donde p representa el momento total del estado. Cuando tenemos

por ejemplo un estado de dos particulas con momentos p; y ps, el invariante queda
2 _ 2 .2, .2 o2 2 Lo o2 i
p” = (p1+p2)” =pi+p3+ 2Pip2 = m” +m” + 2pipa, = 2m” + 2P pay (648)

onde usamos que cada par icua iene S = 1", oten que como pp 2 €S én €e1n el cono
dond d ticula t 3 2. Not t 1

de luz futuro, resulta pips, > 0, por lo que
P’ >2m*. (649)

Vemos entonces que el estado de dos particulas va a contribuir solo para valores de la funcion

espectral que estén en el dominio p* > 2m? y contribuye como un continuo ya que 2pi'ps,
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puede tomar un continuo de valores positivos. Luego habra contribuciones de estados de

mas particulas, para valores mas grandes del dominio de la funcién espectral.

La densidad espectral tiene en general entonces una forma como la dada en la Figura 4. Noten el
pico para /s = m, que corresponde a la contribucién del estado de una particula libre a ngS(x) |0).
Luego, aparece el mencionado continuo a partir de 1/s = 2m. A diferencia de lo que sucede en la
teoria libre, para la teoria interactuante, la accién del campo sobre el vacio puede crear estados

con mas de una particula.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

¥ Una teoria es interactuante si el Lagrangiano tiene términos con tres o maés

campos.

8 A la potencia en unidades de energia que tiene una magnitud dada se la conoce

como su dimension (natural).

¥ Algunas dimensiones naturales: [x]=—1, [p]=[m]=[0,]=1. Para los campos en 3+1
dimensiones se tiene: [campo escalar] = 1, [campo de Dirac] = 3/2, [campo de Proca]

= [campo de Maxwell] = 1.

g Los axioman de Wightman resumen las caracteristicas generales que uno espera
que aparezcan en las teorias cuanticas de campos relativistas. Asumir que son vali-
dos ha permitido probar teoremas fundamentales como el de espin-estadistica o el
teorema CPT.

La representacion de Kallen-Lehmann nos permite escribir la funcién de dos
puntos de una teoria interactuante en términos de la funcién de dos puntos de una

teoria libre.

A diferencia de lo que sucede en la teoria libre, donde ¢ |0) es un estado de una
particula, en una teoria interactuante, ¢ |0) es una superposicion de estados con

distintos ntimeros de particulas.

131



Teoria de Campos
, . , . . Primer Cuatrimestre
Guia 6: Interacciones. Calculo de amplitud de scattering. 13 de julio de 2020

5.2. Matriz de scattering. Diagramas de Feynman.

Consideremos una teoria de campos interactuante con Lagrangiano
L= Elibre + Eint (650)

siendo Lyre €l Lagrangiano correspondiente a una teoria libre y L;, las interacciones de la teoria.
Noten que ahora el operador del campo ¢(t) ya no podréd ser expresado como suma de ondas

planas pues el campo en el picture de Heisenberg difiere ahora del campo libre en ese picture
g
¢H(t) — eiH(t—to)Ase—iH(t—to) 7é eiHo(t—to)Ase—iHo(t—to) — qblli;)re(t) (651)
Para subsanar esto definimos el picture de interaccion, en el cual un operador A evoluciona segun

Ap(t) = e'folito) ggemifo(t=to), (652)

Asi, para mantener el valor medio (A) invariante definimos que los estados deberan evolucionar

a(t))r = M a(t))s = Um0 a(ty))s = Uty to)|a(to)) s (653)

siendo

Ult, ty) = ettlolt=to) g=iti{t=to) _ {exp <—i /t H[(t,)dt/) } . (654)
Noten que en este picture tendremos !
B1(1) = €00~ gomiHolto) — gllr), (655)
como buscdbamos.

Queremos entonces averiguar la amplitud de probabilidad de que un estado inicial |«) pase a un

estado final |5) a tiempos largos, es decir, queremos calcular
t
lim (B|a(t)) = lim (B|T {eXp (—z/ Hl(t’)dt’>} o) (656)
t—00 t—o00 ¢

En el caso de campos nos interesa la probabilidad de que un estado de particulas con momento
definido |k, ..., k) colisionen y den lugar a un estado final |py, ..., p,), cuya amplitud viene dada

por

[e.e]

tll)Igj<pl) "'7pn|k17 sy km(t)> = tllglo<p17 "'7pn|T{eXp |:_l/

—00

dt’HI(t’)] Hkay ooy ki) (657)

= <p17---7pn|S|k17---7km> (658)

donde S es la matriz unitaria de Scattering. En la teérica vieron la féormula de reduccion LSZ

que permite escribir
d* ; —ikiwi (]2 _ g2 d*y.:eivi (p?2 — m?2
<p1a“'7pn|8|k1a"'>km> :/ (H?i1 i Z\/%Z = )) / (H?_l yje Z\;%J " )) X
X O[T{p(21)---d(wm)d(y1)--H(yn) }0) (659)
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Para continuar simplificando esta expresién, vieron en la tedrica que el valor T-ordenado de
campos puede ser escrito en términos de los campos en el picture de interaccién (para los cuales

vale la misma expansion que los libres) como

OIT{¢1(1)...01 () exp [—i [ d*aH ()] }]0)
(0|T{exp [—i [ d*aH ()] }|0)

Para calcular la amplitud de scattering sera necesario conocer H; que es la densidad hamiltoniana

OIT{p(x1)...¢(2n) }|0) = (660)

de interaccién en el picture de interaccion, pero si el Lagrangiano de interaccion no depende de

las derivadas del campo tenemos

Hint[0] = —Lins[@]- (661)

Ademas si Liy[¢] es una funcién analitica del campo tendremos

HI [¢] — 6iH0(t—t0)Hint [gb]e—iHo(t—to) — _eiHo(t—to)Lint [¢]6—iH0(t—t0) — Eint [eiHo(t—to)qbe—iHo(t—to)]
) (662)

De ahora en mas sobreentenderemos que todos los campos que aparezcan son en el picture de

interaccion y omitiremos el subindice.

5.2.1. Teorema de Wick

Para seguir simplificando la expresién (660) debemos calcular una expresién T-ordenada de

campos, para ello enunciamos el teorema de Wick

T{é(x1)...0(x,)} = Z (Todas las combinaciones de contracciones posibles en orden normal) ,
(663)
siendo una contraccién de campos

1

P(@)o(y) = Ap(z —y). (664)

Este teorema es valido cuando los campos son libres. Este teorema se entiende del siguiente
modo: primero consideramos la expresién con 0 contracciones, luego todas las formas de contraer

un par de campos, luego todas las formas de contraer 2 pares de campos y asi siguiendo. Por

ejemplo,

T{o(1)6(2)6(w3)(xa)} = D(1)d(2)0(ws)d(wa) : + : D(1)(w2) () pls) : (665)
o 3(0)S(02) Bl Baa)  + 1 Ble)d(w2)das)plas) . (666)
o 3(0)Ge2)Blas)daa)  + 1 Slw)dlwa)dlas)plas) . (667)

1 1 [ﬁ
+ 1 p(@1)p(22)P(23)P(24) + 4 1 P(1)P(w2)P(w3)P(4) (668)

—ft— 1 i fF—— !
+: o(z1)P(w2)P(3)P(wa) : + 1 d(a1)P(x2)P(w3)P(24) & (669)
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Notemos que como para cualquier operador O[¢] # Id vale que
(0] : Ol¢] - [0) = 0, (670)

tenemos que si hay una cantidad impar de campos en cada sumando quedarda al menos un

operador sin contraer y al tomar valor medio se anulard, con lo cual tendremos
O0|T{¢p(x1)...6(x,) }0) =0 Vn impar. (671)

Mientras que si tenemos un nimero par de campos los sumandos en los que no estén todos los

campos contraidos se anularan y tendremos

Todas las combinaciones de
0|T{o(x (2n)}0) I Ap(2o() — Tnyj) = .
Ot (@1)--o(wan) }O) Z J=1mE +1) Z todos los campos contraidos

0cESK (672)
El teorema de Wick vale también para fermiones con la definicion
T(W(2)d(y)) = 0(2° — y ) (2)o(y) — 0(y° — 2”)(y)y(x) (673)

y teniendo en cuenta que para campos de mas espinores, generalizamos esta definiciéon tomando
que el producto T-ordenado adquiere un signo menos cada vez que intercambiamos operadores

para llevarlo al orden correcto. Ademéas definimos

P(x)Y(y) = S(x —y) (674)
b(x)b(y) = P(x)P(y) = 0. (675)

Ejercicio: (Préactica 6,Ejercicio 67) Usando el teorema de Wick, exprese la funcion de 4 puntos
(0| Ya(z1)0s(22)0 (23)105(24) | O) en terminos de la de 2 puntos.

Siz; <29 <23 < x4 tendremos

(0] (@) () (w3)(za) | 0) = (0| T(w(xl)tﬁ(:vz)w(ws)@(m)) | 0) (676)
. r T . T T

= ()@ (@) () : + : (anyw)lws)(es) : (677)

= S(I’l — 1’2)5(273 — 1'4) — S(l‘l — 1’4)S($3 — 1'2), O (678)

donde usamos que al tomar valor medio sobre el vacio solo contribuyen los sumandos con todos
los campos contraidos. Y si todos los puntos son distintos podremos anticonmutar los campos
hasta llevarlos a orden temporal y aplicar el resultado anterior, con lo cual solo diferird un signo

(—1)P siendo p el signo de la permutacion.
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5.2.2. Diagramas disconexos

Usemos entonces el teorma de Wick para simplificar la ecuacion (660)

O|T{¢(x1)...0(x,) exp {—i / d4z%1(z)] 10) (679)
e

Jj=

/ s / 0O/ T{o(1).-d ) Hr(21) - Ha (2)}. (650)

]‘

Para ello notemos que al calcular el producto T-ordenado con Wick existen contracciones en
las que los puntos externos x, ..., x, no se hayan contraido con ciertos H; hacemos entonces la

siguiente separacion

OIT{p (1) () Hi(21)- Hi(2)}0) (681)

=Y > (OTedd(@n) e d(aa) Hi(z) o Hi (2 ) HOY O Trac it (2] 1) Hi (2))}]0)

m=0 combinaciones

(682)

donde las combinaciones consisten en elegir m elementos del conjunto {2, ..., z;} de j elementos,

separandolo en dos conjuntos disconexos {z}}1<i<j—m ¥ {2/ }j—m+1<i<m-

m
pondientes a haber elegido j elementos dan el mismo resultado y tenemos

O|T{p(x1)...¢(z,) exp {—i/d4z7{1(2)}}|0> ZXO_O: il /d421 /dz Z( )

X (0| Texe{ (1) d(@n) Hr(21) ... Hr (2] ) HOY O Tvac{ Hr () uyr) - Hr(25) }0)
(683)

Al reemplazar (682) en (680) como estos puntos estan integrados los J > sumandos corres-

-y & / diz.. / 0203 T O T {0). Sn) (2] Ha (2 ) }]0) %

(j —m)!m!
X <O|Tvac{7-[1(z;-_m+1)...H;(z})}|0> (684)

/ 2. / 020\ T {0 1) - () Hi (2} Hr(24) }0) %

XZ 0 / Bacse [ et O (o) Ha ) HO (685)
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con lo cual el denominador de (660) se cancela y al reemplazar esa ecuacién en (659) tenemos

d4:c-€_ikﬂi(/€-2 _ m2)> / ( d4yy€ip]'yj (p2 _ m2)>
e Dol Slk, o k) = mr,— i " J X
<p1 p | | 1 > / ( =1 Z\/E j=1 Z\/?

X <O’T{(H7;1¢(xz)) (H;L:1¢(y])) €xp |i_2/‘d4ZHI(Z>‘| }’0>Conectado' (687)

5.2.3. Reglas de Feynman para ﬁgbo‘ (derivacién Hamiltoniana)

Veamos entonces como usar el teorema de Wick para calcular la amplitud de scattering (687).

Comenzamos expandiendo la exponencial
<0|T{<HZ1¢(752)) (H?=1¢(yj)) exp {—i/d4z7-[1(z)} }|O>conectado

> qz!')q / d*z... / d' 2, (0| T{(T ¢(:)) (171 b(y;)) Hi(21)-H1(20) HO)conectado-  (688)

En el caso de una interaccion tipo H; = ﬁ(ﬁo‘ tenemos que el orden ¢ es

(_M) [ [ a0 (AL 6(e) (T1000) (Ti6™ ()} O)cmcratn (689

y por la observacion anterior si m + n + qa es impar el mismo se anulard. Ademas, asumiendo
que A < 1, la constante A? hace que los 6rdenes mas altos contribuyan progresivamente menos
a la amplitud de transiciéon. Finalmente, podemos calcular cada orden usando el teorema de
Wick sumando todas las posibles contracciones conectadas de todos los campos. Para hacer
esto resulta conveniente representar cada combinaciéon por un diagrama de Feynman donde los
puntos {z;, y;, 2k }ijx son vértices y cada contraccion ¢(ws)@(ws) se representa graficamente por
una arista que une los puntos w; y ws, con lo cual de cada vértice z;, de interaccion zj saldran

a aristas. Por ejemplo,

[

f T 1 ‘ ‘

B(1)P(22)B(3)3(21)3(21)3(21) = Ap(y — 22) A — 21) Ap(ys — 21) (690)

X1

- . (691)

En la practica resulta mas sencillo dibujar los diagramas en vez de considerar todas las posibles

contracciones; sin embargo, varias contracciones distintas pueden dar lugar al mismo diagrama,
[ ———————
: % i \ \ \ : % i \ { \

en ejemplo anterior ocurre con ¢(x1)d(y1)d(y2)P(21)P(21)P(21) ¥ d(x1)d(y1)Pd(y2)P(21)P(21)P(21).
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De manera tal, que cada diagrama de Feynman deberia ser multiplicado por un factor de multi-

plicidad que cuente el nimero de contracciones que dan lugar al mismo grafo.

Aplicando esto a la matriz de Scattering tenemos

> d*zie~ i (2 — m?) dty,e™ivi (p5 — m?)
e Dul Sl o ) = /(H?ﬁ : d )/(H’T‘_ Y J )
<p1 p ‘ | 1 > q:ZO =1 Z\/E j=1 Z\/Z

1 (—id\* 3 Todos los di de F
» / (10 dz,) _< i ) ultiplicidad x odos los diagramas de Feynman | -
¢\ o conectados de{w;,y;, 2k }ijk

(692)

El factor de multiplicidad proviene en parte de que las etiquetas z; de los vértices internos es
arbitraria y todas las permutaciones son equivalentes, esto se compensa con el factor 1/¢! de
la serie; mientras que otra parte de la multiplicidad viene de las « aristas que entran a un
vértice interno son equivalentes, lo cual se compensa con el factor 1/a! que acompana a cada
vértice interno (por ello es que definimos el término de interaccién con ese factorial extra).
La multiplicidad cancela parcialmente estos factores pero todavia sobra un factor de simetria
dividiendo producto de que pueden haber aristas que salgan de un vértice y vuelvan a entrar a
él o de que dos vértices pueden ser unidos por multiples aristas. La féormula entonces puede ser

simplificada a

> dizie~ i (k2 — m?) dty,e™ivi(p? — m?)
e Dul Sl o ) = /(H;?z : : )/(Hﬂ_ Y J )
<p1 p | | 1 > q:ZO =1 Z\/? j=1 2\/7

Todos los diagramas de Feynman

conectados de{w;,y;, 2k }ijk

Hq d4 o A q .
X/( k=1 zk)( AT X Z Factor de simetria (693)

Para aislar la parte interesante de la matriz de scattering, aquella debida a la interaccion, defi-

nimos la matriz T como

S =1+iT (694)

y el elemento de matriz invariante M

(1 ooy Du|iT Ky, ooy o) = iM(%)%(ij - Z k) (VZ)™m, (695)

Podemos entonces calcular el elemento de matriz invariante de m particulas con momentos
ki, ..., k, a n particulas con momentos pq, ..., p, en una teoria con interaccién ﬁ(bo‘ y a orden ¢
de la siguiente manera: primero realizamos todos diagramas de Feynman conectados. Para ello

etiquetamos m + n vértices externos como xy, s, ..., Tm, Y1, Y2, .., Yo y ¢ vértices internos como
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21, %2, ..., Z¢; luego, unimos con una arista cada uno de los vértices internos a otros a vértices
procurando que los vértices de salida solo se unan a 1 vértice y que el diagrama quede conectado.
Segundo, asignamos a cada uno de los diagramas una expresion algebraica con las reglas de

Feynman en el espacio de posicion

1) Por cada par de puntos wy, wy unidos por una arista escribimos el propagador de Feynman

AF(wl — U)Q).
wy wa
o« o =Ap(w; —w) (696)

2) Por cada vértice interno z escribimos —iA.

= —i\ (697)

3) Por cada vértice de entrada x; escribimos e~™*i® (k? — m?).

o —chm(E2 _m?) (698)
4) Por cada vértice de salida y; escribimos €% (p5 — m?).

Yj 4
e = ¢"iY (pj2 — m2) (699)

5) Integramos sobre todos los vértices.

(700)

6) Dividimos por el factor de simetria.

Es posible simplificar atin mas esta féormula realizando las integrales sobre posicién y pasando al
espacio de momentos, veamos como hariamos esto de manera iterativa. Cada vértice externo x

estarda unido a un unico vértice interno z tendremos entonces un factor

2 _ 2
/d4me_““MAF(x —2) (701)
i
_ —ikz 4 —ikz (K2 —m?) ik (K2 —m?) ¢
=e /d Te - Ap(z)=e - =) (702)
= e k2, (703)
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o e'** si corresponde a un particula saliente.

Por otro lado un vértice interno zy unido a otros vértices internos z1, ..., 2;, a vértices de entrada

X1, ..., Ty v Vértices de salida yq, ..., ¥, ya simplificados con la ecuacién anterior dara lugar a

[ 20 (T ) (2 5) (1) (704)
4 l d4q’€ —igx (2 —20) i m _—ik;zoTTN ip; 20
= d zg szlwe W Hizle Hizle J (705)

4 ; .
— eiquk/ (Hi;:l_d = ;) /d4zoe’z0<zk ap—; kit 5, P ) (706)

(2m)% ¢ — m?
— oKk I d4Qk # (2 )45 k. + ; (707)
oo [ (ot ) s (- T D)
k i J

Repitiendo este proceso sobre cada vértice interno obtenemos, los factores e %2k actuardn como
particulas entrantes sobre otros vértices. Noten ademas que si tenemos una arista que entra y
sale de un mismo vértice conectado a un vértice externo tendremos un factor

/ Lo ! (708)

(2m)* ¢ — m? + ie

que diverge en el ultravioleta. Por ello consideraremos solo diagramas amputados, es dcir, aquellos
en los que quitamos todos los subdiagramas asociados a las patas externas que se pueden separar

cortando solo una linea. Obtenemos entonces como resultado

(D1s s Pl S oo o) = (%)Mmi(—M)Q/(Hk(iﬁf4qz_;2+ie> (27)*x

q=0
Todos los diagramas de Feynman conectados y amputados

de ¢ vértices y momentos {k;, p;, qx }i ik

0 (; A = ; ki + ;pJ) Z Factor de simetria

(709)

Podemos entonces calcular el elemento de matriz invariante de m particulas con momentos
ki, ..., k, an particulas con momentos pq, ..., p, en una teoria con interaccién %(ba y a orden ¢ de
la siguiente manera: primero realizamos todos diagramas de Feynman de momentos conectados
y amputados. Para ello realizamos ¢ vértices y los unimos con aristas etiquetadas con momentos
internosg; procurando que el diagrama quede conectado y amputado y ademés unimos n + m
aristas con s6lo uno de sus extremos conectados a un vértice (estas serdn las patas externas) y
las etiquetamos con los momentos {k;, pj}w.. A cada arista le daremos una orientacién mediante

una flecha, que para las patas externas sera entrante si es el momento inicial o saliente si es

el final y le daremos una orientacion arbitraria a las aristas internas. Noten que ya no habran
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vértices externos. Segundo, asignamos a cada uno de los diagramas una expresion algebraica con

las reglas de Feynman en el espacio de momentos

1) Por cada arista interna con momento p escribimos el propagador de Feynman en el espacio
de momentos:
p 1
pe — m* + 1€

2) Por cada vértice escribimos un factor: —i\.

= —i)\ (711)

3) Por cada vértices con flechas entrantes de momentos {k;}; y flechas salientes de momentos

{p;}; imponemos la conservacién de momento con el factor: (2m)*§ (Z iDi— 2 k:l>

ky
P2

D1
ko D3

= (2m)*6 (1 + p2 + s — k1 — ko) (712)

4) Integramos sobre el momento p de cada artista interna: [ %.

5) Dividimos por el factor de simetria.

Utilicemos estas reglas para calcular la amplitud de scattering 2 particulas |ky, ko) a 2 particulas
|p1, p2) en la teoria ‘fj’—? hasta orden 2. A orden 1 la amplitud se anula porque no hay diagramas
conexos o por la ecuacion (671) pues 242+ 3 x 1 es impar. A orden 2 solo tenemos 3 diagramas

conexos y amputados

k1 p1 k1 p2
k
2 y4i g 7
q
k]- b2 kjg D2 k‘2 D1
(21)*6(p1 + p2 — Ky + kp)iM = - + (713)

= (27T)4(—M)2/d4q ! [6(q — k1 — k2)0(pr +p2 — q) +(p1 + q — k1)0(p2 — ¢ — ko)

q* — m? + ie
+0(p2 +q — k1)d(p1 — q — k2)] (714)
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1

 (2m)A(—iN)? / dq— 5oy + po— Fy + ko) [6(q — k1 — ) + 0(pa — q — ko)

q? —m?2 + e

+0(p2 +q— k)] (715)

1 1
(k1 + ko)?2 —m2 + e * (p2 — k2)? —m? + ie

1
1
ki —p2)? —m2 + z'e] (716)

= (2m)"(—iN)%id(py + p2 — Ky + ko)

1

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g Teorema de Wick

T{p(x1)...0(x,)} = Z : (Todas las combinaciones de contracciones posibles ) :

El teorema vale para campos libres. Tener en cuenta los signos que aparecen para

fermiones.

La amplitud de scattering se calcula considerando los diagramas de Feynman co-
nectados amputados y traduciendo estos diagramas a expresiones algebraicas usando

las reglas de Feynman.
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La clase pasada vimos como derivar las reglas de Feynman, con las cuales representamos gra-
ficamente el célculo de la amplitud de Scattering. La derivacién que hicimos fue dentro del
formalismo candnico (a partir del Hamiltoniano). Dichas reglas se pueden derivar también a
partir del Lagrangiano de la teoria. En esta clase vamos a hacer esa derivacion (enfocdndonos
directamente en evaluar productos temporalmente ordenados de campos'?), para ver de forma

alternativa como surgen los diagramas.

Esta clase va a tener cuentas largas, pero que no son muy complicadas (es una clase bastante
fierrera donde todos los resultados se pueden seguir bastante bien pero hay que estar atentos).
Antes de ir al punto, va a ser necesario que derivemos lo que se conoce como féormula de Schwinger-

Dyson.

5.2.4. Férmula de Schwinger-Dyson

Consideremos una teoria interactuante del campo escalar. Vamos a suponer que las relaciones de

conmutacion a tiempo fijo son las mismas que las de la teoria libre
[6(t.%),6(t.x)] = o0, (717)
6(t,%), 00(t,x)| = i (x-x), (718)

Es razonable esperar que ambas condiciones valgan para la teoria interactuante (la primera

ecuacién, por ejemplo, vale por el Axioma VI de Wightman - microcausalidad).

Para la teoria libre, la funcion de dos puntos temporalmente ordenada (propagador de Feynman)
era una funcién de Green de (OJ + m?). Vamos a ver qué sucede en cambio cuando aplicamos
(O+m?) a la funcién de dos puntos temporalmente ordenada de la teoria interactuante. A partir
de ahora en esta clase, todos los estados |0) representan el vacio de la teorfa interactuante, salvo
que aclaremos explicitamente en algtin caso que estamos mirando algo para la teoria libre. Para
ver la accién de O sobre (0| To(x)é(2) |0) calculamos

0, (0| To(z)o(a') [0) = & [G(t—t’) (01 d(a)d(a") [0) + 6(t' — 1) (0] d(a) () |0)] = (719
(

(719)
= 8(t =) {0l ¢(x)p(a") [0) + 8(t — t') (0] () (") |0) +  (720)
— 8(t = 1) (0] 9(a")o(x) |0) + O(t' — ) (0] $(a") () [0) = (721)
= 6(t—1)(0| éw)ﬁ(x’)} 10) +6(t — ') (0] Dd(x) (") [0) + (722)
+ 0t =) (0] $(=")id(x) |0) - (723)

Noten que la presencia de la delta en el primer término de la tltima igualdad nos permite igualar

los argumentos temporales de los campos y asi podemos usar las relaciones de conmutacién (717)

12En definitiva, la amplitud de scattering (que es la cantidad que vamos a asociar a cosas como la seccién eficaz)
se podia escribir como una suma de integrales de productos temporalmente ordenados, como vimos la clase pasada,
asi que si sabemos representar dichos productos con diagramas podemos sacar también las reglas de Feynman para la

amplitud de scattering.
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para anularlo

8t —#) (01 [o(2), 6(")] 10) = 8¢ = #) (0] [(2, %), 6(¢,x)] [0} = 0. (724)

Por lo tanto

0, (0| Th(x)o(a') |0) = 0t — ') (0] () p(a') |0) + O(¢' — 1) (0] S(z)Ds() [0) . (725)

Aplicando una derivada temporal mas a esta expresion, se tiene

0; (0| To(x)d(a')[0) = o [9<t—t’> (0] () d(2') |0) + 6(t' — ) (0] () Dy () 10>]= (726)
= 5(t — 1) (0] Orp(x)d(') [0) + O(t — t') (0] Ff b(w) () 0) + (727)
— 5(t— 1) (0] p(x")De(x) [0) + O(t' — 1) (0] d(a)OF b() |0) = (728)
= 5(t—1)(0] [at b(x), ()| 10) + 0(t — 1) (0] D p(x)d(a') [0) +  (729)
+ 0 — 1) (0] $(a')0F () |0) = (730)
= 5(t—1)(0] [8t¢3<x> e )} 0) + (0] TOF $(x) () [0) - (731)

Nuevamente, la delta en el primer término de la tltima igualdad nos permite igualar los argu-
mentos temporales de los campos y su derivada y asi usar la relaciéon de conmutacién (718) para

obtener

5t — 1) {01 [Bi(t, %), 6(¢', )] 10 = 3(¢ = ¥) (0] [216(¢, %), 61, )] 0) = —id*(w —a). (732)

/

-~

=—i03 (x—x)
Por lo tanto,
07 (0] To(x)o (') [0) = (0] T8} d(x)d(a") 0) — id* (2 — ). (733)
Verifiquen ustedes (es trivial) que ademés resulta
V20| To(x)o(x") [0) = (0] TV3o(2)é(a) [0) (734)
con lo que
(Bs +m?) 0] To(2)d(a") [0) = (0] T(O; + m*)é(x) (") |0) — i6*(z — a'). (735)

Si por ejemplo aplicamos la ecuacion (735) al caso particular de la teoria del campo escalar libre,

lo que obtenemos es

(Oa+m?) (0] To(x)d(") [0) = (O] T (O, + m*)g(x) $(a') |0) =i (x — ') = —i6*(x —a') . (736)

-~
=0

Esta ecuacion dice algo conocido: el propagador de Feynman Ap(z — ') = (0| Té(x)p(2') |0), e
una funcién de Green del operador ((J+ m?). La relacién (735) puede generalizarse para el caso

en el cual uno tiene mas de dos campos. Los pasos a seguir son los mismos que los que hicimos
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para el caso de dos campos, el resultado es el siguiente (pueden convencerse viendo el caso en el

que tienen tres campos)
(O, +m*) (0| Th(@)d(x1)...0(2) [0) = (O] T(D, + m?)d(w)d(1)...H(wn) |0) + (737)
=i D 0w = ;) 01 To(1) bl 1) $(wjn) - Bln) [0) . (738)

Esta ecuacién es lo que necesitamos para llegar a la férmula de Schwinger-Dyson. Si el Lagran-

giano de la teoria interactuante tiene la forma
1., 1 5.5

entonces, el campo cuantico satisface

~

(O +m*)e = L, [d], (740)

donde L' = %. Usando esta ecuacion de movimiento en la ecuacién (738) llegamos a las ecua-

ciones de Schwinger-Dyson

(O, +m*) (0| TH(@)d(x1)...0(x0) [0) = (0] TLiyy [()]d(x1)...d(xa) [0) + (741)
—i Z 0w — ;) (01 T (1) (1) (551) -0 () [0) - (742)

Noten que para derivar estas ecuaciones no utilizamos nada especifico sobre la forma de la
interaccién. Recuerden que el valor de expectacion es en el vacio de la teoria interactuante, que
serd en general distinto que el de la teoria libre. En la materia estamos utilizando unidades
naturales en las que A = 1, pero si uno hubiera mantenido las A, el término de la suma de las
deltas en las ecuaciones de Schwinger-Dyson llevaria un factor h. El limite clasico va a estar
asociado con tomar i — 0 (algo de eso vamos a ver sobre el final, cuando veamos integrales de
camino), por lo que en el limite clasico el dltimo término no esta presente. Dicho término va a

ser el responsable de que aparezcan “bucles cerrados”, o loops en los diagramas de Feynman.

Antes de pasar a ver como salen las reglas de Feynman, noten que las ecuaciones de Schwinger-
Dyson contienen informacién no perturbativa sobre la teorfa interactuante (en ningiin momento
asumimos que la interaccion era pequena ni tuvimos que hacer ninguna expansion descartando
6rdenes). En este curso sin embargo s6lo nos vamos a enfocar en la informacién perturbativa que

podemos sacar de dichas ecuaciones.

5.2.5. Diagramas de Feynman (derivacién Lagrangiana)

El objetivo de esta seccion va a ser mostrar que el valor de expectacion de un producto tem-
poralmente ordenado de campos se puede expresar en forma sencilla usando las ecuaciones de

Schwinger-Dyson. Para hacer un poco menos pesada la notacion, durante la siguiente derivacién
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vamos a suponer que m = 0. Cuando aparezcan valores de expectacién siempre seran en el vacio,
asi que para notar por ejemplo (0| T'é(z)¢(z2)|0) simplemente vamos a escribir <ng§(x)g§(x2)>
Veamos cémo las ecuaciones de Schwinger-Dyson nos ayudan a calcular el valor de expectacion

del producto temporalmente ordenado de un conjunto de campos.

Ejemplo: Comenzamos considerando la teoria libre para entender un poco cémo usar las ecua-

ciones de Schwinger-Dyson. Vamos a hallar <Tq3($1)¢(x2)¢(x3)¢(x4)>. Primero introducimos

una integracion sobre una variable auxiliar

~

(To)da)die)) = [ desi(e - o) (To@dedaden) = (43
— i [t [BLAr(e - 2] (Tola)i(adlen)dmn)) . (T1)

donde en la segunda linea usamos que [, Ap(x —x1) = —id(x — x1) (esto lo vimos en la ecuacion
(736) - recuerden que estamos considerando que m = 0). Ahora que hicimos aparecer el operador
[J queremos llevarlo a que acttie sobre la funciéon de cuatro puntos para poder usar después la

formula de Schwinger-Dyson. Para eso, usamos la regla de Leibniz varias veces, vean que

O Ap(w = 20)] (Th(2)d(w2)0(w5)0(x1) ) = (745)
= 02 [0 Ar (@ — 21) (To()d(22)d(ws) 1) )| + (746)
— O [Ar (@ — 20)0% (TO()d(w2)dw3) () )] + (747)
+ Ap(w = 21)0, ( TH(@)d2)d(w)(w1) ) (748)

De estos tres términos, al volver a la ecuacion (744), sélo va a sobrevivir el tercero ya que los
otros dos son derivadas totales integradas en todo el espacio (el propagador y sus derivadas se

anulan para x — +00). Por lo tanto, volviendo a la ecuacién (744)

~

(Toe)da)deim)) = i [ d's Cutela - 2] (To(@)dler)dadlen)) = (749

_ / d'z Ap(x — )0, {(TH@)d(2)d(wn)dlea) ) . (750)

Luego, usando las ecuaciones de Schwinger-Dyson (742) con L;,, = 0 obtenemos

(To(@1)d(ws)dlas)dlas)) = (751)

- / d'x Aple = 21) [0 (@ = 22) (Td(w3)d(x0) ) + 84 (@ = 25) (Tdlwa)d) ) + 84w — 20) (T(w3)(w3) )| =
(752)
= AF(,’E1 — {,CQ)AF((E;), — $4) + AF(l'l — fL'S)AF(.TQ — 1'4) + AF({E1 — {L‘4)AF($2 — xd) . (753)
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Esto no es otra cosa que el teorema de Wick, que es valido en este caso porque la teoria que
estamos considerando para este ejemplo es libre. La representacion grafica de esto se puede hacer
marcando los cuatro puntos xi, xs, 3 v 24, v uniendo con una linea aquellos que aparecen

conectados por un propagador:

T I3 1 x3 T T3
o /
<T¢B($1)¢g(12)d3(x5)gz3(x4)> = n N /
2 T4 552.—.:1:4 T Zy4

Ejemplo: Veamos ahora qué sucede al agregar interacciones. Vamos a ver como es la funcion

de dos puntos temporalmente ordenada para una teoria interactuante con Lagrangiano
1., A g
L= 58 $0,0 + §¢ . (754)

Nuevamente consideramos una teoria sin masa por simplicidad, para que las ecuaciones sean un

poco menos abultadas. Escribimos
(To)ia)) = [ dite— ) (To@dlen)) - (755)
= i [t B Ar = )] (To@)3()) (756)

donde lo tnico que hicimos fue volver a usar la ecuacién (736) reescribir la delta en términos del
D’Alembertiano actuando sobre el propagador del campo libre Ar. Recuerden que el valor de
expectacion se toma ahora en el vacio de la teoria interactuante, que sera en general diferente al
vacio de la teorfa libre (ya que si fuera igual, la funcién de dos puntos que estamos calculando
seria simplemente el propagador de Feynman y ya vimos al estudiar la representacion de Kéllen-
Lehmann que en general se esperan otras contribuciones a la funcién de dos puntos de la teoria
interactuante). Se puede hacer nuevamente el truco de integrar por partes para pasar el O a que

actue sobre el valor de expectacién de los campos. Esto da
(To)iw)) = i [ ' Cutiela - 22) (Toa)dlan)) = (757)
- z’/d4x Ap(z —21)0, <T¢(x)g£(x2)> . (758)
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Ahora vamos a utilizar las ecuaciones de Schwinger-Dyson para tratar de escribir todo en términos
de propagadores de la teoria libre. Recordamos que en este caso es Liy. = 3,¢3 y entonces L, =
%gb?. Vamos a usarlas en dos ocasiones (lo indicamos con SD sobre la igualdad correspondiente)

(1o =i [ ' Apte —20)0, (To(2)d(2)) = (759)

Ly / die Ap(z — 1) B <T<Z>(x)2q3(g;2)> — oMz — xQ)] - (760)

- A/E%AF@—xﬁQRx>¢@ﬁ>+Aﬂm—w@: (761)
e 2 [t [ dty At - 000y - 02) (THPOW) + Arler o) = (762)

_ -2 / Az / dby Ap(z — 21)0,Ap(y — 22) <T¢3(x)2<£(y)> + Ap(ar —a2) = (763)

int. partes _% / A / dhy Ap(z — 21) Ap(y — 22)0, <T¢3(x)2$(y)> + Ap(ay —a2) = (764)
2

5D —):l/d‘la:/d‘ly Ap(x —x1)Ap(y — z2) <T$(x)2$(y)2> + (765)

+ i\ / d*z Ap(z — 1) Ap(x — x9) <T(;A5(£L')> + Ap(x) — x9). (766)

Vamos a trabajar un poco mas este resultado para que quede escrito completamente en términos
de propagadores de Feynman de la teoria libre. Como ya saben, esto dara en general una suma
de infinitos términos, pero si suponemos que la interaccién es ‘pequenia’ podemos quedarnos con
el resultado hasta algiin orden de \. Vamos a quedarnos a orden A\? (en la expresién anterior hay
A’s escondidos en el término <T$(x)2<£(x2)> ya que recuerden que este es un valor de expectacién

tomado en la teorfa interactuante).

Si nos quedamos a orden A2, <T95(:L’)2<;Aﬁ(y)2> lo podemos tomar a orden cero ya que acompana-
nado a ese término hay ya un factor A\2. Para ello podemos usar nuevamente las ecuaciones de
Schwinger-Dyson tomando L;,;. = 0 (si no lo hiciéramos, aparecerian potencias de ). Hacer eso
es equivalente a usar el teorema de Wick, como vimos antes. Pueden hacerlo de cualquiera de

las dos formas, en cualquier caso se obtiene
(To@Pow)?*) = 2Ap(x = y)* + Ap(x = 2)Ar(y — y) + O(N). (767)

Puede parecer tonto no poner x —z = 0, pero ya veremos por qué lo mantenemos asi. Por tltimo,
nos queda expandir (0| T¢(z) |0) hasta orden A (porque el término donde dicho factor ya tiene
un factor A, asi que de este modo el orden total del sumando va a ser a lo sumo A?). Primero,

hacemos el truco de hacer aparecer el [J como siempre

(row) = [dysie-) (Téw)
cc. (736)

9 [atyOsste - ) (To) - (769)

int. partes i/d4y Ap(z — y)O <ng3(y)> ’ (770)

(768)

-
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y luego aplicamos las ecuaciones de Schwinger-Dyson
(row) = i [ayare -0 (Téw) - (1m)
A -
25 [ty s - o) (Té)) (772)

Como en este tltima expresion ya hicimos aparecer la potencia de A a la que queriamos quedarnos,
<Tg5(y)2> lo podemos calcular para la teoria libre (con las ecuaciones de SD tomando Ly, = 0

o con el teorema de Wick). Esto nos da finalmente

(row) = 5 [y drte—y) (To)?) - (173)

= i [y art - par - )+ 00%). (774)

Tomando entonces los resultados dados por las ecuaciones (767) y (774), a orden A? resulta

(To@)dles)) = Arlar—a2) + (775)
/d4 /d4 [ (x — 21)Ap(z — y)*Ap(y —32) +  (776)

AR~ 1) Ap(r — 1) Ar(y — Y)Arly - ) + (777)

5 Ar(e — 0)Ap(r — m)Ar(z — ) Ar(y — )| (778)

Esta expresién nos muestra cémo difiere el propagador (funcién de dos puntos temporalmente
ordenada) de la teorfa interactuante del propagador de la teoria libre a orden A%. En términos

de diagramas, podemos ahora representar los términos del siguiente modo

T )
AF(I‘l — :L’g) — &— 0

Ap(x —21)Ap(z — 2)Ap(y — y) Ap(y — 2) »@ @2’

Ap(z — 21)Ap(z — 22) Ap(z — y)Ap(y — y) '¥Q
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A diferencia del ejemplo anterior, en estos diagramas aparecen puntos adicionales a aquellos en
los cuales estan evaluados los campos del correlador, estos son = e y. Recuerden que hay integrales
sobre x e y, por lo que dichos puntos no aparecen en el resultado final. Las lineas que unen los
puntos x e y son lineas internas y los propagadores que las conectan van integrados. Ahora que
hicimos los diagramas se ve por qué motivo no pusimos x —z = 0 en Ap(x — z): fue para poder
asociarle a Ap(0) una representacion grafica en la que tenemos una linea que sale de un punto

x y se cierra en el mismo punto.

Un comentario medio tangencial antes de seguir. Es evidente en este punto que como Ap(0)
diverge, el segundo y tercer diagrama con loops daran una contribucion infinita. También sucedera
para el primero de los tres. Todos los diagramas que tienen loops dan una contribuciéon divergente
y para terminar de entender esto hay que renormalizar la teoria (algo verdn sobre el final del
curso en las clases de teoria). La presencia de esos loops es consecuencia del término con la delta
que aparece en las ecuaciones de Schwinger-Dyson; como estamos tomando A = 1 no es evidente
pero crean que es asi. De hecho, por cada bucle que aparece en un diagrama la contribucién tiene
un orden mas en h. Asi, el primer y tercer diagrama son de orden A, mientras que el segundo
es de orden AZ%. Para todas las cuentas que vamos a hacer en la practica no vamos a calcular las

contribuciones de diagramas con loops.

Volvamos al ejemplo. Lo que calculamos fue <Tg5(x1)¢;(x2)> a orden M2, Las contribuciones
vinieron dadas por un término de orden \° (el propagador libre) y tres a orden \?. El diagrama
asociado al término de orden \° no tiene vértices de los cudles salgan tres lineas, mientras que los
diagramas asociados a los términos que van como A? tienen cada uno dos vértices de los cuéles
salen tres lineas. La contribucién de orden A! nos dio cero, y no hay diagramas que tengan un
vértice del cual salgan tres lineas. Esto nos sugiere que cada vértice del cual salgan tres lineas

da una contribucién con una potencia mas en \.

Viendo este ejemplo, podemos darnos una idea de cémo construir todos los diagramas que con-
tribuyen a la expresion perturbativa a un orden n en A de un correlador temporalmente ordenado

para la teorfa \¢>:

1. Dibujar los puntos en los cuales los campos estan evaluados en la funciéon de correlacion y

hacer salir una linea/pata (externa) de cada uno de ellos.

2. Dibujar un nimero j = 0 de vértices y hacer salir tres lineas/patas (internas) de cada uno

de ellos.

3. Para esta configuracion, dibujar todos los diagramas que representan las distintas formas

en las que todas las lineas/patas pueden unirse.

4. Iterar aumentando j hasta 7 = n. Guardar estos diagramas en el bolsillo hasta que les

digamos como asociar a cada uno de ellos la contribuciéon correspondiente.

Los diagramas realizados para un j dado contribuiran con una potencia de j en la constante de
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acoplamiento. Tarea para ustedes: hacer este proceso para n = 2 y ver que no hay mas diagramas
que los cuatro que construimos. Noten que este enunciado permite también que aparezcan dia-
gramas desconectados. Ya vimos que por ejemplo para el cadlculo de la amplitud de scattering sélo
contribuyen los diagramas conectados (si al dibujar los diagramas aparece uno o mas diagramas

desconectados y lo que quieren es calcular la amplitud de scattering no lo consideran y listo).

En el ejemplo anterior vimos que las distintas contribuciones a las cuales asociamos diagramas
aparecian con factores multiplicativos diferentes. Estos factores aparecian al considerar los facto-
res de simetria de cada diagrama, como explicamos la clase pasada. El 3! que pusimos dividiendo
en forma arbitraria en la interaccién es para que la contribucion de un vértice de interacciéon esté
dada simplemente por A, pero esto sucede solo cuando no hay factores de simetria, como vimos
la clase pasada (en este caso hay factores de simetria para los tres diagramas que contribuyen al
orden \?).

Entender la diagramatica es importante porque muchas veces nos permite anticipar resultados

sin hacer muchas cuentas. Veamos por ejemplo el siguiente ejercicio

Ejercicio: (Practica 6, Ejercicio 70) Utilizando consideraciones geométricas sobre los grafos
totalmente conexos (y sin las correcciones radiativas) muestre que para la teoria \¢* wvale la

siguiente relacion entre nimero de patas externas E y nimero de vértices n: 2(n+ 1) = E.

Antes de comenzar a resolver este ejercicio dibujen varios diagramas que cumplan el enunciado y
verifiquen que el enunciado es efectivamente cierto (de hecho en la discusién debajo de la ecuacion
(689) ya vimos una forma de demostrarlo). Algunas cosas importantes para notar son que para la
teoria A¢* los vértices de interaccién tienen cuatro patas (una por cada potencia del campo en el
Lagrangiano de interaccion). Como en el ejercicio se pide no mirar las contribuciones radiativas
no puede haber loops. Esto impide que por ejemplo una pata de un vértice de interaccion se
cierre con otra pata del mismo vértice. Por lo tanto, las patas de un vértice tienen que cerrarse
con patas de otro vértice o con lineas externas. Noten ademas que dos vértices dados sélo pueden
estar conectados por una sola linea, ya que de lo contrario tendriamos un loop. Ademas, si hay
mas de un vértice, todos los vértices tienen que estar conectados al menos a un vértice, porque de

lo contrario el diagrama estaria desconectado (hagan dibujitos mientras leen para convencerse).

La forma mas limpia de probar este resultado es utilizando la siguiente igualdad entre vértices

n, lineas internas i y loops [ de un diagrama (planar)

l=i—n+1. (779)
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Este resultado sale de la llamada férmula de Euler para grafos planares (como Euler tiene miles
y miles de contribuciones, les dejamos el link del articulo de Wikipedia por si quieren leer algo

sobre eso: https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_characteristic#Plane_graphs).

Como en nuestro caso no estamos considerando correcciones radiativas, [ = 0 (no hay loops).
Para llegar al resultado, resta relacionar el nimero de lineas internas con el nimero de lineas
externas E. Aqui entra el detalle particular de la teoria que estamos usando. Sabemos que de
cada vértice salen cuatro lineas. Cada linea interna resta una pata disponible de cada uno de los
dos vértices que conecta. Las lineas que no quedan conectadas son justamente las patas externas.

Por lo tanto
dn —2i=F, (780)

por lo que despejando i e insertandolo en la ecuacién (779) (recordando que [ = 0) resulta
E=2(n+1), (781)

como queriamos probar. Este resultado es importante ya que de él se desprende que la amplitud
para un proceso (sin loops, conectado) con un niimero de patas externas impares en la teorfa A¢*
debe ser cero, ya que por la ecuacion (781) s6lo podemos graficar diagramas con las caracteristicas

mencionadas que tengan un numero par de patas externas.

5.3. Electrodindmica cuantica (QED)

Finalmente llegamos a estudiar la electrodindmica cuantica (o QED). El Lagrangiano de QED
esta dado por
1 -
L= _ZLFWF’“’ + ¢ ("D, —m) (782)

donde D, = 9, + ieA,. El término de interaccién de esta teorfa esta dado por iylieA, ) =

—61/_)7“14”7,0.

Ejercicio: (Préactica 6, Ejercicio 71) sPor qué motivo en la electrodindmica cudntica no es

posible el proceso en el que un electron y un positron se aniquilan dando lugar a un solo foton?

Por la interaccion que aparece en QED entre fotén y fermiones, es natural empezar estudiando el
proceso en el cual los fermiones se aniquilan entre si para dar un fotén. Sin embargo, utilizando
argumentos sencillos es posible ver que dicho proceso no puede ocurrir en la naturaleza. Como el
electron y el positréon tienen masa no nula, siempre es posible encontrar un sistema de referencia
inercial para el cual el centro de masa del sistema esté en reposo. En ese sistema, el momento
total entonces es nulo. Como en el proceso de aniquilacion se deberia conservar el momento, esto
implicaria que en ese sistema de referencia el fotén deberia estar en reposo. Pero como el fotén no
tiene masa se mueve a la velocidad de la luz en cualquier sistema inercial. Este proceso entonces

no puede ocurrir en la naturaleza.
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El proceso de aniquilacion de pares para generar un fotén no es posible, pero si ocurren por ejem-
plo la aniquilacién de pares con creacién de dos fotones (lo llamaremos simplemente aniquilacién
de pares) y también el proceso inverso en el cual el scattering de dos fotones da como resultados
un electrén y un positrén (creacion de pares). Para calcular las amplitudes de scattering para
estos y otros procesos utilizaremos las reglas de Feynman. Basandonos en lo que vimos en es-
tas ultimas dos clases, ya pueden intuir cuales seran las unidades basicas que utilizaremos para
construir los diagramas de Feynman de la QED. Tendremos lineas con las que representaremos
propagadores de los fotones y los fermiones, y vértices de interaccion, de los cuales saldran tres
lineas (dos fermiones y un fotén). La clase que viene, veremos las reglas de Feynman para la

QED y las aplicaremos para calcular amplitudes de scattering.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

¥ Ecuaciones de Schwinger-Dyson (valen en general para teorias interactuantes):

(Tx +m) (0| TH(@)d(x1)..- () [0) = (0 TLiyy () b(21)..-d(xn) [0) +
—i ) 04x — ;) (0] Th(x1)...0(x;1)d(2541)...0(24) |0) .

¥ Proceso para construir diagramas que contribuyen a orden n en A de un correlador
temporalmente ordenado para la teoria A¢“:

1. Dibujar los puntos en los cuales los campos estan evaluados en la funcién de correla-

cién y hacer salir una linea/pata (externa) de cada uno de ellos.
2. Dibujar j = 0 vértices y hacer salir « lineas (internas) de cada uno de ellos.

3. Dibujar todos los diagramas que representan las distintas formas en las que todas las

lineas pueden unirse.

4. Tterar aumentando j en una unidad, hasta j = n.
A cada diagrama se le asocia luego una expresion que da su contribucion.

Lagrangiano de la electrodindmica cudntica (QED):
L= 1F’WF ) (iv* D
—_Z uV“'@Z)(Z’Y u_m)¢a

¥ El proceso e"et — v no ocurre en la naturaleza.
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5.3.1. Reglas de Feynman

Siguiendo con las ideas de las tltimas dos clases, y viendo el Lagrangiano (782), podemos ima-
ginar cuales son los elementos constituyentes para armar los diagramas de Feynman de la QED:
propagadores fermionicos y del fotén, patas externas de fermiones y fotén, y un vértice de in-
teraccién con tres patas (dos fermidnicas, una del fotén). El proceso para construir diagramas
que contribuyen a orden n en e a la amplitud de scattering M para un proceso en QED es el

siguiente:

1. Dibujar las patas externas (a la izquierda las correspondientes a particulas entrantes y a la

derechas las de particulas salientes).
2. Dibujar j = 0 vértices y hacer salir « lineas (internas) de cada uno de ellos.

3. Dibujar todos los diagramas que representan las distintas formas en las que todas las lineas

anteriores pueden unirse.

4. Iterar aumentando j en una unidad, hasta j = n.

Para saber cudl es la contribuciéon que hay que asignarle a cada diagrama uno utiliza las reglas

de Feynman (las damos directamente en espacio de momentos porque es lo que vamos a usar).

1) Propagadores:

P .
> p+m
@ . % (propagador Dirac) ,
p?—m? +ic

p _ _iguu
p? +ie

(propagador del fotén) .

2) Patas externas'?® (la burbuja indica el resto del diagrama):

D
. = u’(p) (electrén entrante),
——
= v°(p) (positron entrante) ,
OH——
= u°(p) (electrén saliente)

13Las patas externas corresponden a particulas reales (es decir, se describen utilizando campos que satisfacen la

correspondiente ecuacién de movimiento cudntica). Por lo tanto, los momentos estdn en capa de masa (a diferencia de

las lineas internas, donde los momentos estén libres).
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p
. = v%(p) (positron saliente) .
p
= ¢,(p) (fotén entrante) ,
=¢€,(p)" (fotén saliente) ,

3) Vértice:
= —jey" .

4) Por cada vértice con flechas entrantes de momentos {k;}; y flechas salientes de momentos

{p,}; agregamos:
(27)%0 (Z P — Z k) :

5) Integramos sobre el momento p de cada linea interna:
/&
(2m)*
6) Dividimos por el factor de simetria.

La relacién entre la amplitud de scattering y los diagramas es finalmente

iM (27) agh ( Z b — Z pi> _ suma de contribuciones de los

. diagramas conectados.
patas salientes patas entrantes

Importante: El signo que lleve cada diagrama por si s6lo no es relevante, pero si lo es el signo
relativo respecto a los otros diagramas. Al tratar con fermiones hay que

(a) Agregar un (-1) por cada loop fermidnico en el diagrama;

(b) Incluir un signo relativo en cada diagrama que difiera de otro sélo por el intercambio de

= Dos electrones entrantes;
= Dos electrones salientes;

= Dos positrones entrantes;
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= Dos positrones salientes;
= Un electron entrante por un positréon saliente;

= Un positrén entrante por un electréon saliente;

Estas reglas adicionales estdn asociadas a que el intercambio de operadores fermionicos genera
un cambio de signo y su origen se puede rastrear en forma precisa (no lo vamos a ver aqui, pero

un lugar donde esta bien explicado es el capitulo 13.1.1 del libro de Schwartz).

Todos los calculos que vamos a hacer seran a nivel arbol, es decir, sin considerar los diagramas

con loops.

La mejor forma de entender como utilizar estas reglas es haciendo un ejemplo. Vamos a ver el

scattering electrén-positron.

5.3.2. Scattering de Bhabha

El scattering ete™ — eTe™ fue estudiado en 1936 por Homi Bhabha, cuatro anos después del
descubrimiento del positrén en 1932. Vamos a calcular la amplitud de scattering de este proceso

al orden méas bajo no trivial utilizando diagramas de Feynman.

Ejercicio: (Préctica 6, Ejercicio 73(a)) Usando las reglas anteriores hallar la amplitud de
scattering para el siguiente proceso (scattering de Bhabha) al orden mds bajo no trivial, dibujando

los diagramas de Feynman que contribuyen al proceso et e~ — ete™

Necesitamos tener cuatro patas externas, y como estamos considerando diagramas conectados,
debe haber al menos dos vértices (que dan cuatro patas fermidnicas). Uno de los diagramas

posibles es entonces

Pero noten que también tenemos este otro diagrama que contribuye al mismo orden en e (ya que

tiene dos vértices de interaccién).
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et et

Este segundo diagrama se puede obtener a partir del primero intercambiando la linea que repre-
senta al positron final con la del electrén inicial, ya que, como se puede ver en el siguiente dibujo,

el primer diagrama es equivalente a

€ €

y por lo tanto su contribucién tendra un signo de diferencia con la del primer diagrama.
Llamamos = y =5 a las contribuciones de los dos diagramas anteriores, de modo que

iM (27)* 6 Z pi — Z pi| =Z1 +Z2, aorden e, (783)

patas salientes patas entrantes

Vamos a calcular estas contribuciones, pero primero analicemos un poco el primer diagrama para
estar seguros de que entendemos cudles son sus componentes basicos. En dicho diagrama tenemos
dos vértices de interaccién (marcados en cyan y magenta en el siguiente dibujo), cuatro patas

externas (naranja, verde, morado y azul) y un propagador del fotén (rojo).
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Las flechas marcadas en las lineas de los fermiones (las que tienen el mismo color de las lineas,
no las negras que identifican su momento) tienen el mismo sentido a lo largo de toda linea
fermidnica conectada (esto estd asociado a la conservacion del nimero fermidénico total). En este
caso, ambas lineas fermidnicas conectadas, la que consta de la linea verde unida a la linea naranja
como la formada por la azul con la morada, tienen un sentido de arriba hacia abajo. Al momento
de escribir la contribuciéon de los fermiones es conveniente ir haciéndolo siguiendo el sentido
contrario de cada linea fermiénica. Esto es para que automaticamente el resultado dé un ntimero
y no haya errores provenientes del orden en el cual aparecen los espinores u y @ (recuerden que
el resultado final debe ser un nimero). Otra forma de evitar estos errores es enunciar las reglas
de Feynman de manera de que todas las contribuciones que aparezcan sean niimeros, escribiendo
todo en componentes (ver por ejemplo la Tabla 6-1 en la pagina 275 del libro de Itzykson); esto

lo comentaremos en el préoximo video de la practica.

Por ultimo, las flechas grises son auxiliares e indican el momento de cada particula. Como en
este caso los momentos pi, p2, p3 y ps corresponden a patas externas, dichos momentos estan
en capa de masa, es decir, tienen que cumplir la relacion de dispersiéon necesaria para el campo
correspondiente sea solucién de la ecuacién de movimiento cudntica. En este caso, vale p? = m?.
El momento k del fotén corresponde sin embargo a una linea interna y no esta en capa de masa,
puede tomar cualquier valor real (de hecho, por las reglas de Feynman, estara integrado sobre

todos los posibles valores reales).

Usando las reglas de Feynman podemos escribir la contribucién del primer diagrama

5 = / g:; (2064 (k — p1 — po)] [(20)*6" (s + pu — R)] x (784)
Y (—ien"] (,{fﬁ)u (po)[—ier'Jv™(ps) = (785)
_ (27T)4i€2 [652 (pZ)VMUSI(pI)] [ﬂ53 <p3)%ﬂ]84 (p4)] 54(}?3 Py —pr— pQ) ' (786)

(p1 + p2)? + ie

Como en principio no sabemos las polarizaciones de cada particula las dejamos arbitrarias. En
general, en muchos experimentos uno tendra mezclas de particulas con distintas polarizaciones

en igual proporcién y entonces la expresion anterior se podra simplificar atiin mas.

Vamos ahora (ya sin colores) al segundo diagrama
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Usando las reglas de Feynman se obtiene (recuerden escribir las contribuciones de los fermiones
siguiendo el sentido opuesto de las lineas fermiénicas y agregar un (-1) por el signo de diferencia

que debe llevar con respecto al primer diagrama)

% - - (jﬂ’; [(20)16% (k + ps — p1)] [(27)*6%(ps — k — pa)] x (787)
X @ (py) [—iey"] u™ (py) (k_f) 0% (p2) [—ier"] 0™ (pa) = (788)

_ (a2 (8 ()7t (pa)] [0°2 (p2) 1,0 (pa)] o4
20 (p1 —ps)® +ie ’

(p3s 4+ ps — p1 — p2) - (789)

Mirando ahora la ecuacién (783), sacamos entonces que la amplitud de scattering M del proceso

de scattering de Bhabha a orden e? estd dada por

_ 2 [ [Ty et (po)] 3% (ps) ™ (pa)] (% (p3)y*u (p)] [0 (p2) 7,0™ (pa)]
M= { (p1 +p2)? (p1 — p3)? } (790)

En la préoxima practica veremos también que para el cdlculo de la seccion eficaz lo que importa
es el modulo cuadrado de esta amplitud de scattering, por lo que tendremos que hacer uso de

varias identidades para simplificar dicha expresion.

5.3.3. Scattering de Mgller

En el ejercicio anterior las particulas finales eran distinguibles (una era un electrén, la otra un
positrén). Veamos ahora un caso para el cual las particulas al final del proceso de scattering son

indistinguibles.
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Ejercicio: (Préactica 6, Ejercicio 73(b)) Usando las reglas de Feynman hallar la amplitud de
scattering para el siguiente proceso (scattering de Moller) al orden mds bajo no trivial, dibujando

los diagramas de Feynman que contribuyen al proceso e e~ — e~ e~

Al igual que en el ejercicio anterior, necesitaremos de al menos dos vértices ya que necesitamos
tener cuatro lineas externas fermionicas. Deben notar ademas que en este caso necesitamos que
las dos lineas externas que representan las particulas iniciales tengan sentido “ingresando al
diagrama” (ya que son dos electrones), mientras que las dos lineas externas que representan
las particulas finales deben tener sentido “saliendo del diagrama” (también son electrones). Un
diagrama similar al primero del ejercicio anterior no es entonces posible, ya que en dicho caso la
linea fermiénica de la izquierda no tendria un sentido definido (tampoco la de la derecha). Sin

embargo, si es posible un diagrama similar al segundo del ejercicio anterior, de esta forma

e (&

NG

Uno pensaria que este es el tnico diagrama, pero como las particulas finales son idénticas, la
forma en la que desde el lado de los diagramas uno tiene en cuenta la indistiguibilidad de los dos

electrones finales es agregando un diagrama maés, que se esquematiza del siguiente modo

Si hicieran la cuenta de la amplitud de scattering usando directamente el teorema de Wick la
contribucion de ambos diagramas saldria sola, sin tener que hacer nada raro. Pero si queremos
usar los diagramas, cuando las particulas al final del proceso son indistinguibles, hay que agregar
un diagrama como el anterior, “intercambiando” las particulas finales, que nos asegura que lo

que calculamos sea efectivamente correcto.

Escribimos nuevamente las contribuciones de estos dos diagramas a la amplitud como lo hicimos

en la ecuacion (783). La contribucién del primer diagrama es
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- _ d4k 454 . 454 1.
= = 2 [(27r) (k + pa pl)} [(2%) (p3 — k pQ)} X (791)
. s1 — G —s: S 2 _
o) e ) 522 ) ) e () = (792)

o [T 0 )] [ ) )]
2 - )+ e ’

(p3s 4+ ps — p1 — p2) - (793)

mientras que la del segundo es igual pero cambiando p3 <> ps, s3 <> s4 v agregando un signo

global porque difiere del anterior en el intercambio de dos electrones salientes

[ (ps )y*u (p)] [0 (pa) Yuu™ (p2)] 4

=, = —(27)%ie? :
2 (2m) (p1 — p3)? +ic

(ps + s — D1 —D2) - (794)

Por lo tanto, la amplitud de scattering M del proceso de scattering de Mgller a orden e? esté

dada por

_ 2 [yt ()] [u™ (p )y (p2)] (@ (ps) v (py)] [@* (pa) ™ (p2)]
M= { (p1 — pa)? (p1 — ps)? } - (195)

Si tienen tiempo y ganas pueden intentar verificar este calculo haciendo la cuenta usando direc-

tamente el teorema de Wick.

5.3.4. Aniquilaciéon de pares

La clase pasada vimos que el proceso ee™ — 7 no se da en la naturaleza. Sin embargo, el proceso

ete™ — v tiene amplitud no nula y ocurre.

Ejercicio: (Practica 6, Ejercicio 73(c)) Usando las reglas de Feynman hallar la amplitud de
scattering para el proceso de aniquilacion de pares al orden mds bajo no trivial, dibujando los

diagramas de Feynman que contribuyen al proceso.

Como el proceso tiene dos fotones al final y cada vértice tiene una pata de fotén, necesitaremos

al menos dos vértices. Con dos vértices es posible armarse el siguiente diagrama
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Recuerden que, nuevamente, como las particulas al final del proceso son idénticas (dos fotones)

tenemos que agregar el siguiente diagrama

Al calcular las contribuciones, las diferencias principales con los diagramas de los dos ejercicios
anteriores es que ahora van a aparecer dos patas externas de fotones y un propagador del fermién.
Teniendo esto en cuenta, y volviendo a escribir la contribucion total como una suma de la de

cada diagrama (ecuacién (783)), la contribucién del primer diagrama es

= = / (;lﬂl; [(27‘(‘)454<k5 +ps— pl)} [(2%)454(]93 — k- pg)} X (796)

% [—ien"]u (pr)eu(ps) en(pa)” = (797)

(B — ph +m)y”
(p1 = pa)? —m? +ic

X 0% (p2) [—iey"]

= — (2m)%e*v™2(py) u (p1)€u(ps) e (pa) 6% (ps 4 pa — p1 — p2) (798)

y la del segundo es la misma expresiéon pero cambiando ps <> ps. Entonces, la amplitud de

scattering M del proceso de aniquilacién de pares a orden e? estd dada por

YH(h — pa +m)y” n Y (ph — ps +m)
(pl - 194)2 —m? (pl - p3)2 —m?

M = 5 (py) { }u“(pl)eu(pg)*expo*  (99)

En la clase de teoria ya estuvieron viendo cémo se conectan estas cantidades con cosas mas
observables, como por ejemplo la seccion eficaz. La semana que viene vamos a empezar con ese

tema en la practica y utilizaremos algunos de los resultados que calculamos hoy.
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Algunas cosas para llevarse de esta clase...

g Reglas de Feynman de QED (en espacio de momentos):

1) Propagadores:

p i (1 +
— 1 m .
“ ’ pg(;me )’LE (propagador Dirac)
P _ig,u,u A
p2 P (propaga or ael 1o On)

2) Patas externas:

u®(p) (electrén entrante)

= 0°(p) (positrén entrante) ,

—=S

= u°(p) (electrén saliente)

2y

= v%(p) (positrén saliente) .

= €,(p) (fotén entrante) ,

P

=¢€,(p)* (fotén saliente) ,

3) Vértice:

—ieyh .

B

4) Por cada vértice con flechas entrantes de momentos {k;}; y flechas salientes de momentos

{p;}; agregamos: (27)*§ (ZJ 5= 4 kji>, e ntegramos sobre el momento q de cada linea

4
interna: [ (‘217')14.

5) Dividimos por el factor de simetria y agregamos signos.
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5.4. Variables de Mandelstam

Ahora que ya aprendimos a calcular amplitudes de scattering para teorias de campos interactuan-
tes, el siguiente paso sera entender como relacionar esos calculos con magnitudes que podemos
medir en un laboratorio como la seccion eficaz o el tiempo de decaimiento de una particula.

Comencemos con el siguiente ejercicio:

Ejercicio: (Practica 7, Ejercicio 75) Para el cdlculo posterior de la seccion eficaz, es util aislar
una cantidad invariante de Lorentz de la expresion de la matriz de Scatering, aislando factores
dependientes del momento de las particulas iniciales y finales. Si S es la matriz de Scatering y
Syi su elemento de matriz para estados iniciales y finales i y f, la cantidad My; se define a partir
de:

(S = 1)z = i(2m) 6" (s — ki) Mpi | | ;

1 2m)p S

siendo N el numero total de particulas. Se asumio aqui que todas las particulas son bosonicas.

(Debe agregarse factores 2m; por cada particula asociada a un campo de Dirac masivo).

Verifigue que en los casos de la guia anterior esta cantidad es invariante de Lorent y que en
esos casos ( procesos del tipo 1 + 2 — 3+ 4) puede escribirse en términos de las variables de

Mandelstan, invariantes de Lorentz:

s= (ki +kg)? = (p1 + po)?
t= (ki —p)* = (ks — pa)°
u= (ki —p2)* = (k2 — p1)?

Como vimos en la ecuacién (346) una transformacion de Lorentz tiene el siguiente efecto sobre

los operadores de destruccion

UT(AN)apU(A) = —Pap1p (800)

con lo cual el estado transforma como

WA—-1 WA—1
) = a}|0) = UT(A)afU(A)[0) = | [="—Paj ., [0) = [<-P[A""p). (801)
P

P

Mientras que para una teoria invariante relativista la matriz de Scattering transforma como

S — UT(A)SU(A) = UT(A) exp (—i/d4z7-[1(z)) U(A) (802)
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= exp (—i/d4zUT(A)H1(z)U(A)) = exp (—i/d4zH1(Az)> (803)
= exp (—i/d4z7-[[(z)) =5, (804)
es decir, que la matriz de Scattering es invariante. Usando estas dos relaciones tenemos que

(P1, > Pl STk, - ki) (805)

WA — . —11,.
(A Py A | UT(A)SU (M)A Ky, .o, A ) (H’P #> <H§’;1—M) (806)
WA — . —11.
S (A 1y e A P SIA K, o AT (H;Zl—vAlpf) (HLM) (807)

lo que nos permite ver cémo transforma la matriz invariante

¢<2w)45<2 P — Z k)M = (I, (27)%2 /20, ) (ng’;l(zw)B/% /zwk;) (D1, ooy PuliT K1, . Ko
J Z (808)
= (I, (27)*2 /2o (H;';l(zw)?’/%/zwki) (P1y s PulS — 1[Kk1, oo, ko) (809)

— (I, (27)%/20p,) (H;gl(zw)?’/? 2wki> (A1, oy A7po|S — 1A Ky, .., AK,) (810)
n WA-lp, m WA 1K,
. (n VO T, ) (H“—V )

j=1
Wp, Wk,

= i(27r)46(z Atp; — Z Ak IM = i(27r)45(z p; — Z ki) M. (811)

Esto prueba que M es invariante de Lorentz.

Yendo a las variables de Mandelstam, notemos que resultan convenientes para expresar las am-

plitudes de scattering que calculamos previamente, por ejemplo, para la teorfa de A¢*/3! tenemos

1 s: = 12
canal s ko M x S R—— (812)

k1 b1

canal t: M x (813)
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k1 D2

canal w: M x = (814)

Noten ademas que en todos los casos M depende de las normas de los cuadrivectores lo que

confirma explicitamente que su invariancia de Lorentz.

Para entender mejor qué representan fisicamente estas variables consideremos el caso de dos
particulas con cuadrimomentos k; y ko que colisionan dando lugar a otras dos particulas con
cuadrimomentos p; v p2. Ademas simplifiquemoslo atin mas asumiendo que todas las particulas

tienen la misma masa (Fig. 5).

Fig. 5

Entonces tenemos

S = (kl + k2)2 == (2E)2 = E(?m

t=(ky—p1)* = (E — E)* — |kiz — pra|* — |k1. — p1.|?
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= —|p[*sinf — (|p| — |p| cos0)* = —2|p[*(1 — cos0)

u = (ky — p2)® = —|p|*sin®0 — |p|*(1 + cos 0)* = —2|p|*(1 + cos 6)

De esto podemos concluir que, para la teoria A¢?/3! y en el sistema centro de masa, los procesos
que ocurren por el canal s producen particulas con probabilidad uniforme en todas direcciones;
mientras que los que ocurren por el canal t o u producen mas particulas en la direccién de la
colision.

Otra propiedad ttil de las variables de Mandelstam es que si expandimos

s = k2 4 k2 + 2k ky (815)
t = ki +pi — 2kipy (816)
u=k?+ p3 — 2k py, (817)
podemos ver que
s+t4+u=mi+ms+ms+m;+ 2k + 2kiko — 2kip1 — 2k1py (818)
4
= " m} + 2k (k1 + k2 — p1 — p2) (819)

=1
4

=Y, (820)
=1

donde para la iltima igualdad usamos la conservacién del momento.

5.5. Seccidn eficaz

Veamos como obtener la seccion eficaz a partir de la amplitud de scattering. Para ello tendremos
en cuenta que los estados iniciales no tienen un momento perfectamente definido sino que estan

dados por

)= [ e e gt ). (s21)

siendo f y ¢ distribuciones con picos en p; y ps respectivamente; mientras que el estado final

viene dado por
|f) = Ipy, p3)- (822)
Entonces la amplitud de transicién viene dada por (siendo [ (2@%@ = /)

/k [ gk (91051 = 1111, o) (823)
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— (2m)% / [ £06)006)800] + 1~ by = EaDM(B, s b o) (824)

1 1 ) 1
X <<27T)3/2\/m<2ﬂ'>3/2\/m) <Hj=1 (27T)3/2\/m> (825)

mientras que la probabilidad de transicion es

P =(2n)* / / / F (k1) g (ko) f*(c)g" ()8, + y — kit — o), + 1y — 1 — ) (826)

1 1
X M(pllap/2>k1>k2)M(p/1>p,2>Q17QQ) ((271_)3/2 2wk 2wk ) (827)
V 1V 2

1 1 9 1
. ((%)W?M(Qmmm) (HjﬂM)' (828)

Podemos usar la primera delta para escribir a la segunda como §(k1 + k2 — q1 — ¢2) v luego

reemplazar
(2m)*6(ky + ko — 1 — q2) = / glhthamn =)t gy (829)
en la probabilidad para obtener

P = [ dal )P la@)P @ o + v, - 1 - ML s (830)

1 1 , 1
X ((27T)3(20Jk1)2 (27r)3(2wk2)2> <Hj1 (27T)32wp/].) , (831)

donde ademés aproximamos ki, q; &~ p; v ks, g2 = po y las funciones con mono son las transfor-

madas de Fourier. Obtenemos entonces la probabilidad de transicién por unidad de volumen y

tiempo a partir de

ar f 2|5 2 1 1 dgi o /
dVdt =l (@) g()l ((27?)3(2wp1)2 (27T)3(2wp2)2) (2m)%6(py + Py — p1 — p2) (832)
x |M(py, Py pr,p2)|? <H§:1m> , (833)

Definiendo entonces la seccion eficaz do como

dP

T (flujo incidente) x (densidad del objetivo) x do (834)

y calculando en el centro de masa

(flujo incidente) = (densidad de particulas) x (velocidad relativa) (835)
1 ~
= WV(I)F X |vi = vy (836)
P1
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1

(densidad del objetivo) = (2320,

() (837)

Pueden comprobar que la densidad de particulas para los estados (821) viene dada por ese factor
calculando el valor medio de la energia en estos estados y dividiendo por la energia media de las

particulas.

Entonces reemplazando esto y despejando do obtenemos

1 1
do = <4wk i VQ‘) (2m)*8(p) + ph — p1 — p2) IM(P, P, 1, o) (H?1M> |
1 2 i
(838)
Reescribiendo
P1 P2
wplwI)z’Vl - V2| = wplwpz‘w_ - w_ = |wp2p1 - wp1p2| - \/(p1p2)2 - m%m% (839)
P1 P2
obtenemos finalmente
1 dgi ot / ;o 2 2 dgp/j
do = 1 pa)? = QOQ(QW) 0(ph + Py — p1 — p2)|[M(p1, P, 1, p2) Hj:lm :
1my j
(840)
En caso de que tengamos particulas con espin debemos reemplazar
1
M — M, 841

es decir, promediamos sobre los spines iniciales y sumamos sobre los finales.

Ejercicio: (Préactica 7, Ejercicio 76) La seccion eficaz se define para un proceso de N particulas,
con dos particulas iniciales y N — 2 finales. Su expresion se obtiene a partir de un cdlculo
relativamente simple pero feo (aunque en algunos libros se hace con prolijidad. Vea paginas 232-
234 del libro de Ryder) y se expresa en terminos de la amplitud My; de Feynman de la siguiente
manera que (la expresion asume que se usa un sistema de referencia colineal en que las particulas

incidentes tienen sus velocidades en la misma direccion):

(2m)" | My |* 6% (kg — ki) ﬂ dk;

4\/(]{}1]{32)2 — m12m22 (271')32602'

Se asumio aqui que todas las particulas son bosonicas. (Debe agregarse factores 2m; por cada

1=3

particula asociada a un campo de Dirac masivo) Considere el caso particular en que N = 2 (es

decir, dos particulas iniciales y dos finales) y que las particulas son bosonicas.
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(a) Muestre que para el caso de un proceso elastico (no hay cambio en las masas de las particulas

finales) la expresion de la seccion j—gz en el sistema centro de masa es:

do 1
A 6472(Fy + E,)?
siendo E1 y Fs las enegias de las particulas en el sistema centro de masa y 2 el dngulo

2
| My; |

solido asociado al momento de una de las particulas elegidas para parametrizar el estado

final.

(b) Repita el cdlculo para el caso general de un proceso inelastico. Puede considerar para simpli-
ficar que se trata de un proceso en que tanto las particulas inciales como las finales tienen

la misma masa.

Partiendo de (840) tenemos solo tenemos 2 particulas finales, en el centro de masa podemos

integrar la delta sobre el momento y reemplazar p’, = —p’; para dar
dgp/ d3p/
2m)*o(p + ph — p1 — L 2 842
//( 77) (pl +p2 b1 p2) (27T)3pr/1 (27T)32(J.)p/2 ( )
\p’1]2dﬂd\p’1| 1
= //(QW)(S(Wp/l + Wp', — Wp;, — sz) (27r)32wp/1 2wp/2 (843)

Integrando sobre el momento tenemos

/2 / / -1

2
].677' wpzl (,«}p/2 wp/l (,up/2

_ / ao—Pal (845)
1672E,.,,

donde usamos que §(f(z)) = [f'(x0)] 16 (z —x0) siendo f(xg) = 0y Epm = wp, +wp, €s la energia

total en el centro de masa. Reemplazando esto en (840) obtenemos

1 /
do = 44/ (p1pa)? — m2m? |M|2dQl6|7ngcm (846)
También podemos simplificar
\/ (p1 - p2) —mim3 = |pawi — Prws] (847)
usando que estamos en el cm tenemos ps = —p;y
= |p1f(w1 + w2) = [p1|Eem- (848)

Finalmente reemplazando obtenemos

d_U _ | |2 ’pll‘ _ ’MP
dQ 64m2|py| B2, 64m2E2

donde usamos que en el cm y con todas masas iguales |p’;| = |p1].

(849)

Veamos algunos ejemplos de calculos de secciéon eficaz para procesos de QED.
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5.5.1. Scattering de Bhabha

Ejercicio: (Practica 7, Ejercicio 77) Considere algunos de los siguientes procesos y halle la seccon

eficaz diferencial para el orden mds bajo en los procesos:
(a) Scattering de Bhabha

Considere en todos los casos que las polarizaciones de los estados finales e iniciales estan sumadas

y promediadas, respectivamente.

Para el scattering de Bahabha habiamos obtenido el siguiente resultado para la amplitud

M= M, + M, (850)
siendo . . . .
M, = 217 (P2)7" 1 (1) [7 (p3) 0™ (pa) (851)
(p1 + p2)?
M, = 2T ps)7 1 (1) [7%2 (p2) 70 ()] (852)
(p1 — p3)?

que ahora podemos identificar como contribuciones de los canales s y t. Para obtener la seccién

eficaz es necesario calcular

2 2 2 2
1 1 . .
MP = G T M= 3 20 D0 D D (MU MU o MEMe o+ MM,
€ € spins s1=1 s2=1s3=1 s4=1
(853)
Comencemos por M, tenemos
4
€ =S S * =8 S * =S v, s —S S
M, J? = o) [0 (p2)7"u” (p1)]” [0 (p3) yuv™ (pa)]” [072 (p2) 7" u™ (p1)] [ (p3) 0™ (pa)]
(854)
ahora podemos usar la siguiente propiedad
(o7"u)" = u'(v")T (") 10 = ul (1) 0 = uly 250 (4#) Ty % (855)
= u'y%y"v = @y"v = (conjugar da vuelta el orden), (856)

donde usamos la propiedad que enunciamos en el segundo video de que 7°(y#)'7? = 4#. Obte-
nemos entonces

> = <p1i—4pz)4 [t (p1) 7" v* (p2)] [0 (pa) ™ (p3)] [0 (p2) v u™ (p1)] [4° (p3) 7, 0™ (pa)]
(857)

M
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64

= —(p1 ) [@° (p1)7" 0% (p2)] [0°2 (Do) u (p1)] [07 (pa) vt™® ()] [@°2 (ps)ywv™ (pa)] . (858)

Ahora hacemos las sumas sobre espines

> IMP = i)t Z [ (Z 0% (p2) 0 (p2)> v u (p1) (859)

spins ED)

X Z [584 (Pa)Vu Z (u™(ps)u* (ps)) Vv (ps) (860)

S4 S3 .

Escribiendo en componentes tenemos

> [ o (P)Yh (ZU ) Veallq (pl)] = (@ (po)u (p1)) Yy (Z vy (p2) 07 (p2)> Ved

S1 S1

(861)

usando las relaciones de completitud llegamos a

= (1 + m)da Yo (1 — m)bc Yea = Tr [(gh +m) 7. (o —m) 2] - (862)

Reemplazando esto tenemos

e4

— e ) () )T [ ) )] (569
Para continuar simplificando sera necesario conocer propiedades de la traza de matrices de Dirac.
1) La traza de cualquier producto de un nimero impar de v* es cero.

2)Tr (") = 4™

3)Tr (V" yPy7) = 4 (" — 0P + 07 n'")

Demostremos entonces estas propiedades:

1) Veamos un caso sencillo pero ilustrativo

Tr(v*) =Tr (v"7"") (") =1 (864)
=-Tr(v"v"7°)  {a",7°} =0 (865)
= —Tr (v°7°+*) propiedad ciclica de la traza (866)
=-Tr (") (867)
= Tr(y*) =0. (868)

Si tuviéramos n matrices sacaria n signos menos en el segundo paso (al mover la segunda ~°
hasta el final), con lo cual para n impar obtenemos que la traza es igual asi misma y por lo tanto

se anula.
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2)
Tr(v*9") =Te (20" —"9*) {7 =20 (869)
=8y —Tr (7 ¥) propiedad ciclica de la traza (870)
= Tr(y"4") = 4n* (871)

3) Para un producto de mas matrices la idea es la misma vamos conmutando la primera hasta
el final

Tr (v99"9"77) = Tr 20"y — v"v"9"77) (872)
= Tr (2nM""y"y7 — 42017 + 4"y 20" — 474y 7H) (873)
y luego usamos la propiedad ciclica de la traza que nos permite despejar
Tr (V9" "y7) = 0" Te(v*y7) — " Tr(v"7) + 0" Tr(v"”) (874)
=4 ("0 ="' +n"n7). (875)

Volvamos a donde nos quedamos con la seccién de scattering y calculemos

Tr [(ph +m) v (9 — m) 7] =Te(piy"ger”) + Tr(mypey”) (876)
— Tr(ppy"my”) — m*Tr(y"9") (877)

los dos términos del medio se anulan porque tienen 3 matrices gama y nos queda

Te [(ph +m) 2" (g2 = m) 7] = prop2s Tr(v*7"77") — mPdn™ (878)
= pipP2od (P70 — 0P + P k) — mP A (879)
=4 (p'p5 — (p1 - p2) " + PYph) — m*4An™ (880)

De la misma forma tenemos

Te [(gh — m) v (g +m) 7] = 4 (4D — (o1 - p2) 0" + piph) — m*4n™ (881)
Tr [(h +m) 7" (1 +m) 7] = 4 (v — (01 p2) " + Dipy) + mP4nt” (882)
Tr [(ph — m) 2" (o — m) 7] = 4 ({5 — (b1 - p2) ™™ + Piph) +mP4n™. (883)

Esto nos permite Calcular

2 M= +p2> Tr (gt +m) 7 (g = m) 7] T [(pa = m) 7 (3 +m) "] (884)

spins
4
€
- 1 [AWDs — (o1 p2) ™ + pips) — m* 4™ | [4 (Paupss — (P2~ P3) s + Pavpsy) — 1041, ]
(p1 +p2)
(885)
1664 Hn, v uv v 2 v )
CETSE (P — (p1 - p2) ™ + PYDh) — m*0™ | [(Pappsy — (D1~ P3) T + Pavpan) — M1y
(886)
32¢e* , ) )
— —(pl +p2)4 |:(p1 . p4) (p3 . p2) + (pl . p3) (p2 . p4) + m (p4 . p3) + m (pl . p2) + 2m :| (887)
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En el limite relativista las variables de Mandelstam se pueden expresar como

s =~ 2k1ky =~ 2p1p2 (888)
t~ _lepl ~ —2]{)2]?2 (889)
~ —2k1p2 ~ —2]{'2])1 (890)

puesto que en ese limite p?> = m? se vuelve despreciable frente al momento.

Si ahora consideramos el limite relativista podemos despreciar la masa del electron y reemplazar
las variables de mandelstam para obtener
32¢* 1.1 11
— —— |zttt + zu-u 891
5 = g [+ )
S u?
52

— % (892)

De la misma manera podemos calcular el canal t como

M = = s 1072270 ()] (87 )™ (o)) (07 )0 ()] 8% )™ ()
(893)
= oy L = m) 7 (gt = m) 2] T (G m) e (g ) ] (804)
::@1imVTqO%_”o¢wm‘”@VqTTW%+”0%Am+4MWA (895)
N (p1 i]93)4 [4 (PP5 — (p1 - p3) ™ + pipk) + m2477w} [4 (P2upav — (D2 - Pa) Muw + P2vPay) + m2477”,,}
(896)
— (p133‘3;3)—4 [(p1 -p2) (p3 -p4) + (p1 -p4) (]92 'pg) —m? (p4 ,p2) —m?2 (pl -pg) + 2m4] (897)
En el limite relativista resulta
_ZWP e)B;w?M (898)
PYL ;“ (899)
Mientras que los términos de interferencia dan
2 MM = e T P I B )] (900
x [a* (p3)yu™ (p1)]" [0°2 (p2)y" 0™ (pa)]” (901)

=—Z%W%%ﬁ%%ﬁ@mﬁmwmmwﬁ%MWW%WW}mm

spins
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et ., . . S
== > e (o)t (p) ()] e (105 (03) 82 ()] [0 ()T (Pa)150] - (903)
spins
o
- _ETY [ —m) " (b +m) v (g5 +m) v (h — m) 7] (904)

Sera necesario entonces calcular la traza de 6 y hasta 8 matrices gama. La cuenta es larga pero
sin mayor dificultad que iterar una ver maz lo que hicimos para 2 y 4 matrices. Para el otro
término de interferencia la cuenta es analoga. Damos entonces el resultado luego de hacer la

aproximacion relativista

Usando este resultado encontramos que la seccion eficaz es

do do |M|? 1 | o /1 1\° /s\2 £\’
dcosf 1 dQ) 7T647r2E§m 16ms” |1 \s * t * t * s (906)

~ ra?1 lu (1 n %) () '+ (f)] (907)

donde usamos la ecuacién (849) y la constante de estructura fina o = e?/(4).

Algunas cosas para llevarse de esta clase...
g Variables de Mandelstam si ki, ko son los momentos iniciales y pq, po los finales:

s= (k1 + k)2 = (p1 + p2)°
t= (ki —p1)° = (ks — p2)*
u= (ki —p2)* = (k2 — p1)?

¥ Seccién eficaz si kq, ko son los momentos iniciales:

(27T)4 ’ Mfl ‘2 (54 kf = ﬁ d3]{?1
4\/(]{31]{32) — m12m2 i 27'[')320(_)Z
8 Relaciones ttiles:

(a) La traza de cualquier producto de un nimero impar de v es cero.
(b) Tr (7#") = 4n*
(¢) Tr (y#9"yPy7) = 4 (10" — "0 + 17 n'"”)
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5.5.2. Scattering de Compton

La clase de hoy vamos a dedicarla en gran parte a seguir practicando cémo calcular secciones

eficaces para procesos de QED. En particular, nos vamos a enfocar en el scattering de Compton
ve  — e

Vamos a calcular la amplitud de Feynman a nivel rbol, a orden e? de este proceso y estudiaremos
la seccién eficaz para el limite de bajas energias, para el cual esperamos recuperar la formula de

Thomson para scattering de radiacién débil sobre electrones'#

do et

dcosf - 16mm?

que noten que es independiente de la frecuencia del foton incidente. Vamos a ver como se corrige

(1+cos?0), (908)

esta formula en QED. Para ello, comencemos calculando la amplitud de scattering del scattering

de Compton.

5.5.2.1. Amplitud de Feynman
A orden e? tenemos dos diagramas que contribuyen a la amplitud de Feynman para el scattering

de Compton. Uno de ellos corresponde al canal s,

);7

1
k

P4

cuya contribuciéon a M es

5 2(171 —l—]?/z +m)

M, = —€e*a*(p
P2}y (p1 + p2)? — m?

Y u® (p2)eu(pa) e (pr) (909)

y el otro al canal ¢,

En la seccién 1-3-1 del libro de Itzykson hay una derivacién muy sencilla de esta férmula, que creo que pueden
seguir sin problemas si les interesa verla, ya que hace uso fundamentalmente de cosas que vieron en Teorica 1, como

calcular el promedio del flujo del vector de Poynting.
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que contribuye con

i(gh — pa +m)

_ 2-s v s *
Mo = = ps) S e p)eu(pa) e (). (910)
Escribiendo esto en términos de las variables de Mandelstam s = (py +p2)? y t = (p2 — pa)? (ver
clase anterior), la amplitud total es entonces
M = M;+M,; = (911)
‘s Y(h +pp+m)vt e - +m)]
= Ceup)enp) T (py) | IR TR T ) (012)

Ahora queremos hallar la seccién eficaz. Al igual que en la clase pasada, vamos a hacer este
calculo promediando sobre las polarizaciones de los estados iniciales y sumando sobre las de los
estados finales. La diferencia es que en el caso que estamos viendo tenemos patas externas de
fotones, por lo que apareceran sumas sobre los vectores de polarizacién. Haremos entonces un
paréntesis para derivar una férmula que nos resultara util para luego seguir con el cdlculo de la

seccion eficaz.

5.5.2.2. Identidad de Ward y suma de polarizaciones de fotones

En un caso como el presente, donde al menos una de las patas externas es un fotén (para ilustrar
el punto, pensemos en el fotén entrante), para que la amplitud M sea invariante de Lorentz debe
tener la forma

M =€, (p)M*(p) (913)

donde la suma estd hecha sobre los cuatro indices. Al calcular | M|? vamos a tener entonces

> IMP =" eu(p)en(p) M* (p) M (p)*, (914)

pol. pol.

donde recordamos que la suma en este caso estd hecha sobre las dos polarizaciones fisicas del
fotén. Eligiendo como usualmente hicimos €'(p) = (0,1,0,0) y €2(p) = (0,0,0,1), la expresiéon

anterior queda

STIMP =Y eup)elp) M (p)MY (p)* = M (p)]* + IM*(p)]?, (915)

pol. w,r={1,2}

Un resultado importante, que se conoce como identidad de Ward, dice que
puM*(p) = 0. (916)

No tenemos herramientas para probar este resultado con rigurosidad en este curso, pero podemos
darles un argumento para que lo crean. La corriente de Dirac j# = 1)1 se conserva clasicamente,

es decir 9,5 = 0, y recuerden que justamente el vértice de interaccion de QED es una interaccién
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entre esta corriente con el campo del fotéon, de modo que es de esperar que M* esté relacionada

con algtin elemento de matriz de j#, algo de la forma

e~ [ dtaer (g0 i (o17)
Si la corriente se sigue conservando a nivel cuantico, entonces
Pt~ [ dap e (g1 ) = i [ ' @uem) (1@ = O
-0 =0
_ M+i/d4xem B @ i) = 0. (919)

Ahora que podemos creernos un poco més la identidad de Ward, vamos a ver como nos permitira
evaluar la suma de polarizaciones de fotones en amplitudes de scattering. Eligiendo p en la
direcciéon z (por simplicidad, si quieren ver una derivacién un poquito mejor miren la seccién
13.51 del libro de Schwartz) tenemos (p*) = (w,0,0,w), y entonces la identidad de Ward nos
dice que

WM(p) = MP(p)) =0 = M°(p) = M*(p). (920)
Volviendo entonces a la ecuacién (915), podemos sumar al lado derecho |M?3(p)[? — | MO(p)|> = 0
sin alterar su resultado, de modo que

S TIMP = ) eulp)en(p) MU ()M (p)* = (921)

pol. pol.

= M@+ M @)PIM ) — IM D) = g M ()M (p)". (922)

Por lo tanto, siempre que estemos calculando amplitudes de scattering de procesos con una o

mas patas externas de fotones, podemos reemplazar

> ewP)ed) = —gu- (923)

pol.

Lo més importante de la discusiéon precedente (al menos para nuestro curso) es el resultado
anterior, pero si mas adelante tienen ganas de ver algo méas sobre identidades de Ward pueden
mirar por ejemplo la seccién 7.4 del libro de Peskin (en general en todos los libros de campos se

trata el tema).

5.5.2.3. Seccién eficaz

Para calcular la seccion eficaz necesitamos hallar el modulo cuadrado de la amplitud sumado
sobre las polarizaciones del foton y proyecciones de espin del electrén finales, y promediado sobre
las polarizaciones del foton y proyecciones de espin del electrén iniciales. Como el electron tiene
dos proyecciones de espin y el fotén tiene dos polarizaciones, nuevamente aparece un cuatro
dividiendo al tomar el promedio. De este modo, se tiene

M = i S MPE= i SO M+ M+ MM+ MM, (924)

spins/pol. spins/pol.
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1 2 . . .
Vamos a un calcular 3> . o Jpol. | M, |? para practicar estas cuentas. Por comodidad, para aplicar

los resultados de la seccién anterior, definimos M4} a través de la siguiente relacion
M = €u(p1)e(pa) My, (925)

con lo que explicitamente resulta

—H4+m)7u
t —m?2

MEY = 25 (pg) TP 4 (ps) (926)

La suma sobre polarizaciones de los fotones inicial y final de |M;|* se escribe entonces como

DM = > eulp)en(pa) ep(pr) e (pa) MY M = (927)
pol. pol.
= [Zwm)ep(m*] [Zeu(m)*ea(m)] MM = MM, (928)
pol. pol.

donde en la tltima igualdad usamos la ecuacién (923) para evaluar cada suma de polarizaciones
(recordar que la ecuacién (923) no es una igualdad en general, sélo podemos hacer ese reemplazo

al evaluar amplitudes de scattering). Entonces

DM =D MM, = (929)

spins spins

= m2 3 Zu p3 m 774+m) v 32( )[a%(m) (Hﬁt 17;17:2‘ m)’YV 52(p2):| — (930)

spins

t—m2 5 Zu p3 m 174—1—771) v 32( )|:u32(p2) (mt_p/in‘g m)’Yu SS(pg)] —_ (931)

52,53

e Z“ (ps) [t = 7" g 5 (p2) 57 (P2) [ (B = i+ )] 05 (03) = (932)

t—m2 [Zuss (p3)us? p3] [ (g@ ]74+m Zu (p2)u [»yy(m H4_|_m) ] o =
s: i (933)
= (t_eTz)g (B5 + m)oa [¥ (0 — s+ m)V"] 5 (B2 + Mo [ (B2 — Ba+ M) ], (934)

64
G me V(e — g+ )V g (W + )30 [ (B — 9+ )], (05 + M0 = (935)

64
= w2t {0 =g +m)] (o +m) [w(pp — pa+m)v] (s +m)} = (936)
64

= T L — gm0 (g — )+ mn ) (937)

donde en el dltimo paso usamos la ciclicidad de la traza, ya que nos vendra bien para simplificar

la expresion usando esta propiedad
NP = P v = P (20 — V)V = 2p — dp = —2p. (938)
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Recordando ademds que 7, = 4, los términos del estilo v*(p+m)~, se simplifican a —2p+4m.
Usando esto, llegamos a

. =(—2ph+4m) =(—2ps+4m)
Do IMP =t (= Bt m) Y g+ g — g m) Yl m)” g = (939)

spins

4

= (tfwtr{wz — i+ m)(=2pp +4m)(pe — pa + m)(=2p5 + 4m)} = (940)

4et

= Wtf{(m—fﬂ/ﬁm)@é—2m)(pé—y4+m)(g3—2m)}. (941)

—-m
Llegado a este punto, la dificultad ahora se encuentra en calcular trazas de productos de hasta
cuatro matrices gamma, para las cuales tienen formulas (vean la clase pasada y el apéndice de
la guia 7). Recuerden que la traza de un producto impar de gammas se anula. El trabajo es
tedioso, pero no tiene dificultad, alcanza con ser pacientes y ordenados. Hagamoslo para este

caso. Llamamos k = py — py para simplificar. Tenemos
tr { (o — pu +m)(gh — 2m) (g — pa + m)(gs — 2m) } = (942)
= tr { (kppk — 2mpf + mhgs — 2m> K + mppk — 2m>k + mPpe — 2m°) (g5 — 2m) } ,(943)

ahora, al distribuir el producto que nos queda, vamos a omitir los términos que tengan un ntimero

impar de gammas, ya que su traza se anula
tr { (kpok — 2mpk + mhpgs — 2m>k + mphk — 2m>k + mPpy — 2m°) (s — 2m) } = (944)
= tr {fpelns + A kK — 2m> ke — 2m7 s — 2m ok — 2mPfps + mPphps + 4m*} (945)
y usando ahora que tr(¢f) = 4(a - b) y que

tr(gbed) = 4[(a-b)(c-d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b- )], (946)
nos queda

tr { kppknp + Am2pf — 2m2%g§ - 2m2kgg — 2m2]9§%7 - 2m2kg43, + QOpg +4m*} = (947)
= 4[2(k-p2)(k-p3) — k*(p2 - p3) + 4m°k* — 4m*(pa - k) — 4m>(ps - k) + m*(ps - p3) + m™*](948)
= 2[-3m' —mPu+tt+u), (949)

Para llegar a esta tultima expresiéon usamos varias cosas. Primero, recordamos que habiamos
definido k = p; — py. Ademaés, recordamos un poco la fisica del asunto, es decir, que p3 = p3 = 0
(fotones) y que p3 = p3 = m? (electrones). Finalmente, usamos también las definiciones de las

variables de Mandelstan para este caso particular, que nos permiten escribir

K = t, (950)
1

kepy = S(m?+1), (951)
1

k-ps = 5(3m2—u—5), (952)
1

p2-ps = 5(27"2 —u), (953)
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y que en este caso t + u + s = 2m?. Tomando el resultado de la traza, llegamos entonces a que

4et

DM = Gt L = g )@ = 2m) 3 — i+ m)(pp — 2m)} = (954)
= = @_8%2)2 [—3m* — mPu+t(t + )] . (955)

Noten que en el caso en que m = 0, nuestro resultado coincide con la expresién (13.116) del libro
de Schwartz que también estéd expresada para m = 0 (un chequeo pobre porque muchos términos
dependen de m, pero al menos esa parte dio bien!). Lo que hicimos hasta ahora fue hallar uno
de los cuatro promedios que debiamos calcular. Uno de los tres que quedan se puede obtener a
partir de este resultado (lo dejamos para que lo piensen), los otros dos hay que hacerlos (llevan
el mismo trabajo). Les dejamos el resultado final y en el siguiente ejercicio vamos a mirar un

limite de esta expresion para hallar la seccién eficaz a bajas energias

1 2 1 2 2 * *
MP=7 D MP=7 D [IMP+IMP+ MM+ MM == (956)
spins/pol. spins/pol.
: : 1 1 1 1 \?
—ge? |21 P m+am?( - )+w#< - ) . (957)
P1 P2 P2 - P4 P1 - P2 P2 - P4 P1-P2 P2 - P4

Ejercicio: (Practica 7, Ejercicio 80) Analizar la seccion eficaz de Compton en el sistema centro
de masa y pasarla al sistema en que el electron inicial estd en reposo. En ese caso, discutir los

li mites de alta y baja energia del foton incidente.

Vamos a desarrollar el limite de bajas energias (para ver el otro les recomendamos que miren la
secci6n 13.5.4 del libro de Schwartz). En el limite de energias bajas tenemos que w < m. En este

caso, en el sistema de laboratorio con el electrén en reposo, los momentos tienen la forma

P = (w,0,0,w), (958)
pa = (m,0,0,0), (959)
ps = (W,W'sind,0,w cosb), (960)
ps = prtpe—pa=(Ep). (961)
Noten que como p2 = m?, resulta
(p1+p2—pa)> =m? = wm —w'm—ww'(1 —cosh) =0, (962)
que se puede simplificar a
, w
= . 963
“ 1+ #(1—cosb) (963)
Con esto podemos hallar los productos de momentos que aparecen en la ecuacion (957)
piop2=wm, p-ps=w'm, (964)
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y entonces
[ s - : 1 1 1 1 \?
MP = 2 |22 1 p2+2m2< - )+m4( — )12(965)
P1-P2  P2-Pa P1-P2  P2-P4 P1-P2  P2-D4
[ 1 1 1 1\
S el LA e +mt [ — — = (966)
wm  w'm wm  wm wm  w'm
/
= 2¢2 (i + i/ — sin29> : (967)
w o ow

Recordemos que la seccion eficaz en el sistema de laboratorio viene dada por

o ) IMP8 (ks — k) ﬂ Bhi eeqm) 2m) TMPO (ky — ki) 77 ki (968)
4/ (kik2)? — my®mo? 5 (2m)2w; (2E1)(2E2)|vy — val % (27)%2w;
= MP  yi1(y + py— 1 — o) 0P8 Pa (969)
Awm e DS DY T O SE TN

donde en la ultima igualdad usamos que |vq| = 1 (recuerden que estamos tomando c¢=1) y que
el electron estd en reposo por lo que vy = 0. Si integran la medida invariante pueden ver que

resulta (ver por ejemplo la ec. 590 del libro de Peskin o 13.130 del libro de Schwartz)

d3p3 d3p4 4l 1 W2
/ (2m)32E" / (2ﬂ)32w,(27r) 0'(pa+ps—p1—pa)=...= & d(cos Q)Mm , (970)

con lo que la seccién eficaz diferencial queda finalmente dada por

do 7o (W\? (W w .
- — — 4+ — —sin“0 | , (971)

dcosf m?2 \w w W

donde a = % es la constante de estructura fina. Esta es la formula de Klein-Nishina y permitié
explicar las diferencias experimentales que existian con los resultados predichos por la formula
de Thomson dada en la ecuacién (908). Noten que, si sustituimos el valor de w’ en la féormula de

Klein-Nishina (tiramos términos superiores en w/m que no nos importan en el limite buscado),

2 2
do__ ma 1—|—c0s29—2—w(1—|—cos,29)(1—cos€)+(’)(w—)}, (972)

dcos @ m2 m m2

y miramos el término més relevante en el limite m — oo,

do_ _ma®,
dcosf  m?

1+ cos®d] , (973)

recuperamos la férmula de Thomson dada por la ecuacion (908).
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5.5.3. Crossing symmetry

Antes de terminar con la clase de hoy, vamos a dejar planteado un ejercicio donde veremos una

simetria que muchas veces nos permite obtener las secciones eficaces de algunos procesos a partir

de otros.

Ejercicio: (Préctica 7, Ejercicio 81) Sabiendo que un proceso A+ B — C + D tiene amplitud

no nula para una eleccion de momentos ki, ko, ks, ks asociados a A, B,C, D respectivamente,

también es posible el proceso A+ C — B+ D (donde (.) se usa para notar a la antiparticula).

Para convencerse de esto:

()

Reconsidere los procesos de Moller y Bhabha. Vea como ambos se relacionan por el inter-
cambio de particulas finales y como se obtienen los diagramas vistos en la guia anterior (de

uno o otro proceso) mediante un pasaje de patas iniciales a finales.

Si en el proceso de scattering de Mgller, e"e™ — e~"e~ hacemos el cambio B = e~ —
C=e =ety(C=e — B=e =et, obtenemos ee™ — ete™, que es justamente el

scattering de Bhabha. Si en el diagrama

e e
p x\* /]Y)D
l“
1)3/4 \ﬁ)(,'
e e

intercambiamos las patas B y C, y les damos vuelta el sentido (que corresponde a tomar la

antiparticula) obtenemos uno de los diagramas para el scattering de Bhabha.

Vea qué regla de sustitucion sencilla para los momentos iniciales y finales debe hacer a fin
de obtener una seccion eficaz a partir de la otra. Esa relacion es un ejemplo de lo que se

conoce como crossing symmetry.

La clase pasada calculamos | M|? para el caso del scattering de Bhabha en la ecuacién (905),

obteniendo
—_ u?+12 2+ u? 2u?
M2 = 2¢* —. 974
M =2t (S i+ 2 (974)
Cuando hagan la misma cuenta para el scattering de Mgller, van a obtener
s2+t2 24w 267
M2 = 26 I 975
M =2t (5t 4 ) (975)
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Vemos que la segunda ecuacion se obtiene a partir de la primera intercambiando s <+ u, o

sea, cambiando

(pa,pB,Pc.Pp) = (PA, —Pc, —PB,PD) - (976)

Hay que entender que esto es solamente un truco (cuyo origen se puede rastrear en la formula
LSZ) pero que no es fisicamente posiblemente tener un momento cuya componente cero sea
negativa; lo que estamos pensando mas bien es en obtener una seccién eficaz a partir de la
otra haciendo una continuaciéon analitica hacia momentos con componente cero negativa.
Por ltimo, les mencionamos que también es posible hallar relaciones como esta al estudiar

secciones eficaces para las cuales las polarizaciones/espines no estan promediados.

Les dejamos de tarea que piensen qué proceso puede relacionarse usando la simetria de crossing
con el scattering de Compton que estudiamos en la clase de hoy. ;Qué valor tiene la amplitud

para el proceso v+ e~ — e~ a orden uno en la constante de acoplamiento e?

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

Al sumar las polarizaciones fisicas de las patas externas correspondientes a fotones

al calcular una amplitud pueden reemplazar

> eu)e(p) = =g -

pol.

Esto es una consecuencia de la identidad de Ward p*M,, = 0.

Algunas propiedades adicionales para calcular trazas de matrices gamma:

gy = -2,
tr(gi%) = 4(&()),
tr(gpgd) = 4[(a-d)(c-d) —(a-c)(b-d)+ (a-d)(b-)],.

Férmula de Klein-Nishina (da las correcciones relativistas al scattering de Thom-
do o2 (W'\* (W LY in2
=—(— — 4+ — —sin :
dcosf  m? \w w oW

Crossing symmetry: relaciona la amplitud del proceso A+ B — C' + D con la de
A+C — B+D.

son)
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5.6. Vida media

La tasa de decaimiento se define para un proceso en el cual una particula inicial decae o se
transforma en N particulas. Esta tasa I' es un ntimero que dice cual es la probabilidad por
unidad de tiempo de que la particula inicial decaiga en otras. Matematicamente la definimos

CcOo1mo

dP

T (densidad part. inicial) x T (977)

Notando que esta expresion es idéntica a aquella de la seccion eficaz (840) reemplazando (densidad

de flujo)— 1, obtenemos inmediatamente

1 4 . o (v P
dr =5~ (2m)*o (; P; pz> M| (Hj:1 2 ) (978)

siendo w;, p; la energia y el momento de la particula inicial y W 5 p;; aquellos de las finales.

Definimos entonces el tiempo de vida media como

T = —. (979)

Habiendo presentado esta nueva magnitud, consideremos el siguiente problema.

Ejercicio: (Préctica 7, Ejercicio 85) Considere el caso de una teoria de dos campos escalares

reales, ¢1 y &9, de masa M y m respectivamente, acoplados con un termino de la forma '°

A
Lint. = —5¢1¢22-

Asumiendo que M > 2m, halle la vida media de las particulas asociadas al campo ¢1 al orden

mas bajo en potencias de A. Diga qué ocurre en el limite M — 2m y considere el caso M < 2m.

Para empezar lo primero que debemos hacer es calcular la amplitud M del proceso. Para ello

notemos que el hamiltoniano de interaccion viene dado por

A
Hi =L = 5¢1¢22 (980)

5Este modelo tiene un pequefio problema con la energia. No debe tomarse en serio, lo utilizamos sélo para ejem-

plificar el calculo de 7.
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que corresponde al siguiente vértice de interaccion de Feynman

\¢2
(981)

ya que en cada vértice deben encontrarse dos bosones de ¢5 y uno de tipo ¢; y la constante 2!
compensa justo el hecho de que hay dos formas de contraer a dos bosones externos con los dos
bosones de la interacciéon (asumiento que [¢1, ¢2] = 0). Se pueden aplicar entonces las reglas de
feynman para bosones para obtener la amplitud de que un bosén ¢; de momento p; decaiga dos

bosones ¢, con momentos p; y py a primer orden en A como

iM(2m) 0 (p) + ph — pi) = (2m)*6(p) + ph — pi) (=) (982)
— M = —i) (983)

Para simplificar el calculo podemos pasar al centro de masa del sistema. Alli tenemos

= (M,0,0,0) (984)
P = (Wp;. P) (985)
P = (wpy, —P) (986)
y podemos copiar la cuenta que hicimos para llegar a (849) obteniendo
dl’ _ 2 |P,1|
o~ M 32m2E2, (987)

Recordemos |p}| esta fijado por la conservacion de la energia
M = Egp = wp + wp, = 2¢/m? + [p|> > 2m, (988)

es decir que el proceso sélo se puede dar si M > 2m. Cuando M — 2m tenemos que la particula
decae en un par de particulas sin momento (en el centro de masa). Mientras que si M < 2m el
proceso no ocurre nunca. Finalmente, despejando de (988), reemplazando en (987) e integrando

obtenemos la tasa de decaimiento

g Y M2 = m? (989)

3212 M?
e V(M)2)? —m?
=47\ 59212 (990)
(M/2)? —m?
= \? S , (991)
de donde obtenemos que el tiempo de decaimiento es
1 167 M
oL dom M (992)
r m\2 A2
1-(57)
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6. Simetrias discretas

En esta clase vamos a volver a estudiar las simetrias de las teorias de campos, en particular
simetrias discretas, y vamos a ver como podemos aprovecharlas para obtener nuevos resultados

sobre amplitudes de transicion.

6.1. Paridad

Esta simetria esta asociada al cambio (¢,x) — (¢, —x) pero, al igual que sucederd con las otras
simetrias de esta clase, la forma exacta en que debemos implementarla dependera del campo
considerado. Como vimos en una de las primeras clases la ecuacién de Klein-Gordon es simétrica

ante la transformacién
¢<t’ X) — ¢(t7 _X)7 (993)

mientras que, como vimos en el segundo video, la ecuacién de Dirac es simétrica ante la trans-

formacion
w(t7 X) — 70w<t7 _X>' (994)

Si bien estas son transformaciones al nivel de campos clasicos, dado que los Lagrangianos de estas
teorias son simétricos ante estas transformaciones uno esperaria que la teoria cudntica mantenga
estas simetrias. Como vimos previamente las simetrias en la teoria cuantica son usualmente

implementadas por un operador unitario P de la siguiente manera
Qg(ta)() - Pil&(t X)P = é(t _X)' (995)

en el caso de las transformaciones continuas uno podia escribir este operador unitario como la
exponencial del generador de la transformacién. Sin embargo, en el caso de simetrias discretas
eso no es posible y uno debe encontrarlo “a mano”. En el caso del campo escalar complejo uno
puede ver cémo debe actuar sobre los operadores de creacion y destruccion de forma similar a lo

que hicimos con las transformaciones de Lorentz
P™(t,x)P = (1, —x) (996)

d3 A .
— / 2 >—3/2p [P~ apPe 7P 4 pip peilert=P] (997)
m

\/ 2wp

d3 . ;
_ / __dp [ape " ptHP) | pf pileptp)] (998)

)22

y haciendo el cambio de variable p = (p°, —p) (seguiremos usando esta convencién en adelante)

en el lado derecho tenemos

3 . ,
/ P [Pa,P e " 4 PO} Ple] = /

)2 Ry

p

(2m)3/2 /2wp

[a_ﬁe—iﬁx + biﬁeiﬁw] (999)
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y usando la ortogonalidad de las exponenciales tenemos que
PlapP=a PV P =0, = P'b,P=1b_,,. (1000)

Dado que esta transformacién no mezcla operadores de creaciéon con operadores de destruccion
tendremos que, por una cuenta analoga a la vista para transformaciones de Lorentz, el vacio

resulta invariante (cambia a lo sumo en una fase).

En el caso de un campo de Dirac la cuenta es similar

Pt x) P = 74(t, —x) (1001)
d3p —17s s —ipx —1 jts s ipx
- / 27 3/2\/%2 [P by Pu’(p)e” ™" + P~ dy Pv*(p)e” } (1002)

s .0 s —i(wpt+p-x) ts 0 s i(wpt+p-x)
/ 2r) 3/2 2y Z bpy ut(p +dgy v (p)e ] (1003)
[bpu® (po, —p)e PP — dlvs (pg, —p)e’ P P] (1004)

>

[bs (p)e” P — di* v (i )eww], (1005)

d*p
/ 2m)3/2, [2wg Z

donde usamos que Y’uf(p) = u®(po, —p) v Y'v*(p) = —v*(po, —p). Esto se puede ver de la

siguiente forma

u(p) = ( FVifé) ( F”“’E) = u(p) = +"u'(p) = w'(p) (1006)

up) = ( Vjp_";) ( ) ) =) = M) =), (o)

donde usamos que en la representacién quiral 4° intercambia las primeras dos componentes con

las segundas dos y que (7°)% = Id.

Entonces igualando las expresiones (1002) y (1005) anteriores tenemos

—1zs s
PP =b" (1008)
PP = —d¥, = P'dP = —d (1009)

—p?

es decir, que la operacién de paridad al invertir las direcciones de los ejes hace parecer que
las particulas se mueven en la direccién contraria. Recordemos que esta simetria generaba las

siguientes transformaciones sobre los bilineales

P Yy(t,x)P = (P P) Py P! = 1740 = ¢up(t, —x) (1010)
P7Lit(t,x)P = P Yy p P = (P~ P)1A' P~y P (1011)
= 79" = Yyt = ju(t, —x). (1012)
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Esperamos que una transformacion de paridad tenga el mismo efecto sobre todos los cuadrivec-

tores por lo que para el campo electromagnético definimos
PYAM(t,x)P = A,(t, —x). (1013)

Podemos ver que efectivamente la transformacién de paridad A*(t,x) — A, (t, —x) es una sime-

tria de las ecuaciones de Maxwell.

6.2. Inversion temporal

La simetria de inversion temporal estd relacionada con el cambio (¢,x) — (—t,x) y surge de
manera natural en la mecdnica cudntica cuando uno va al laboratorio y se da cuenta de que
todos los autoestados de un sistema de espin 1/2 que es simétrico ante reversién temporal se
encuentran doblemente degenerados. Esto se conoce como la degeneracién de Kramer y se prueba

notando que

0
i (x,t) = H(t)(z,t) (1014)
= (—z%ib*) (x,t) = H*(t)Y*(x,t) (1015)
t— —t = 1% (V" (z, —t)) = H(=t)Y" (x,—t) = H(t)Y"(z, —t), (1016)

es decir que si ¢(x,t) es solucién de la ecuacién de Schrodinger, ¢*(z, —t) también lo es y con el
mismo autovalor. Tenemos entonces una doble degeneracién (podria fallar si ambas ecuaciones de
onda fueran la misma pero, como la reversiéon temporal cambia la proyeccion de espin m — —m,

eso no puede pasar en un sistema de espin 1/2).

En el caso del campo escalar vimos que la transformacion ¢(t, x) — ¢*(—t,x) es una simetria de
la ecuacién de Klein-Gordon. Mientras que en el caso de la ecuacion de Dirac debemos permitir

que el campo cambie en a lo sumo una matriz constante
Y(t,x) — Sr*(—t,x). (1017)

Para hallarla podemos repetir el procedimiento hecho para el operador paridad, reemplazar este

cambio en la ecuacion de Dirac e imponer que preserve su forma

(1998 — m)(t,%) = 0 = (178, — m) Sper*(—t > 0 (1018)

— [(=in°S1dy + ' S1d; — mSr)y*] (—t,x) = (1019)

"= [ 8700 — i)' S70: — mSp)y* ] (- > =0 (1020)

(S71)"x = [(i(Sp1) " S100 — i(Sp )" (') "S70: — m)v*] (—t,%) = (i7" 0 — m)ip(t, x) (1021)
de donde obtenemos las relaciones

Sr' () Sr = (1) (1022)

Sr'v'Sr = —(")", (1023)
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lo cual se logra tomando Sy = —y'4? (con la representacion quiral), con las siguientes propiedades
Sp =87t =8 =55 =—(5p)T. (1024)

Esta transformacién vale para la teoria clasica, sin embargo, para la teoria cuantica debemos

encontrar un operador 7' que implemente la simetria tal que

(x[¢) = (0, x) = (0, x) = (x[¢)", (1025)

noten que como este operador no preserva el producto interno no puede ser unitario. Mas general,

si |o/) =T|a) y |B') = T|5) queremos que el operador satisfaga

(Bla) = (Fl) = (Bla)” = (alB), (1026)

para todo par de estados en el espacio de Hilbert. Esto se logra tomando a 7" como un operador

anti-unitario con las siguientes propiedades

T(c1|ar) + co|az)) = (1T ) + c5laz)) (1027)
(BT ) == (BITa) (1028)
TT =TT = 1. (1029)

Efectivamente podemos usar estas propiedades para probar
(B'la) = (BT|a) = (a|T"|8") = (aT'T|B) = (a|B) = (Bl)* (1030)
como buscdbamos. Ademads vale que

(B'lAla’) = (B']a') = (B'|T|a) = (a|T1[3") = (| TTATT|B) (1031)
= (a|(T~'AT)|B). (1032)
Usemos esta ultima relacion para ver como debe transformar el operador del campo de Dirac 1/3

en la teoria cuantica teniendo en cuenta que la relacién que obtuvimos antes debe valer para los

elementos de matriz, es decir,

(@] V|B) (t, %) =(c/ || ') (¢, %) = Sp{a|P|B)*(—t,%) (1033)
(@[ (t,%)|8") = (B|ST¢! (—t, %)) (1034)
BT (1t x)T) ) = (B1Srv! (—t,x)|a) = T 'P(t,x)T = Spb(—t,x). (1035)

(Noten que la primera ecuacién se obtiene realizando la transformacion sobre los estados, a lo

Schrodinger, y la tltima transformando a los operadores, a lo Heisenberg)
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Usemos esta relacién para ver como transforman los operadores de creacién y destruccion

T~ Y(t,x)T = Spip(—t, x) (1036)
d3p b8 S* ipx —1 gtsmn, 5% —ipz
= /W %Z[T L Tu (p)e™ 4+ Tl T (p)e 7] (1037)

d3p S Sk i(w X s Sx —i(w X
:/ 7 o 2 (D (1 T (@) TP A (=)o e n ]
P s
(1038)

d3~ .
/ PR TWZ[ “(p)e + du(p)e | (1039)

donde usamos que

(=" u™(p) = u*(p) (1040)
(1041)

—~
|
-,
w
N—
S
vy
*
—
i)
SN—
I
|
Y
k=1
N—

siendo —s flippear 180° los espinores (este es el cambio m — —m que adelantamos antes).
Igualando (1037) y (1039), concluimos entonces que los operadores de creacién y destruccién

transforman como
T T =0, (1042)
TaIT =d7) = T7'diT =dz5, (1043)
es decir que las particulas pasan a “girar” y desplazarse en el sentido opuesto, lo cual es compatible
con la idea de que se invirtié la direccion temporal.
Esta operacion hace que la cuadricorriente transforme como
Tt 3" (8 x)T = (=, %)(Sp" )y (Sr)v(—t, %) (1044)
= (—t, %)y, (—t, ). (1045)

Nuevamente pedimos que todos los cuadrivectores transformen de la misma manera ante esta

operacion
T At x)T = Au(—t,%), (1046)

pero entonces como la operacién intercambia los indice de arriba con los de abajo, las contrac-
ciones de cuadrivectores resultan invariantes. En particular eso quiere decir que el Lagrangiano

de Maxwell es invariante ante inversiéon temporal.

6.3. Conjugacion de carga

La simetria de conjugacion de carga esta relacionada con la idea de que si reemplazamos todas

las cargas positivas en una teoria por cargas negativas el sistema se comportara de la misma
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manera. A nivel clasico el mejor ejemplo de esto es el campo de Klein-Gordon complejo. Su
Lagrangiano es invariante ante el intercambio ¢ — ¢* lo cual daba lugar a una corriente cargada

J* (ver seccién 2.2), que a su vez cambia de signo ante dicho intercambio

= (o= @) = 5" (1047)

Decimos entonces que el cambio ¢ — ¢* genera una conjugacién de carga. Analogamente, para
. . , . . —T

el campo de Dirac esperamos que haya una simetria al intercambiar ¢p — Sc1) |, donde traspo-

nemos para que el intercambio tenga sentido y permitimos como antes la libertad de una matriz

constante. Podemos encontrar la matriz S¢ reemplazando en la ecuacién para 1)

(1910, — m)Scth = 0 — (iS5'4"Scd, — m)d =0 (1048)
e igualando a la ecuacién para ET
(10,57 — mP) = 0 (1049)
T 0= (—iv"T0, —m)e = (iSg'"TScd, —m)d" (1050)
lo que nos da las relaciones
Sc'"Sc = —()", (1051)
que podemos satisfacer tomando S¢ = —1¢ (7072)T (con la representacién quiral). Esta matriz
satisface entonces la siguiente propiedad
St =8 =55 =—Sc. (1052)

A nivel cuantico esta transformacién de simetria se puede implementar con el un operador uni-

tario C' tal que
“YC = Sed (1053)
_ d3p —1zs s —ipT —1 jts s T
— / o 3/2\/ﬂ2[0 bpCu’(p)e” ™" + CdECv*(p)e™”] = (1054)

=05l (5") @) (e — i (1) di (@) (p)e 7] (1055)

/ 27T 3/2 /2w Z
/ 27 )32 WZ [b3F (—iuTy) T (p)e™™ + d, (—iv*T?)T (p)e =] (1056)

bsT s 'Lp:v ds s( ) zpm]’ (1057>

- [ ey 2|
donde en la ultima igualdad usamos que

S

— i ut =% = —iv™ =’ (1058)

191



Teoria de Campos
. . . . Primer Cuatrimestre
Guia 7: Seccidn eficaz. Vida media. 13 de julio de 2020

Igualando las ecuaciones (1054) y (1057) tenemos que

CC =dp (1059)
-1 yts s -1 s S
CTEC =0 = CT'dC =13, (1060)

es decir, que esta operacion intercambia particulas con antiparticulas, lo que es compatible con

un cambio en el signo de la carga. Podemos entonces ver que la cuadricorriente transforma segin

CT PP pC = =T S Sod” = T (7T = — (Pyre)” (1061)
— Py, (1062)

De nuevo si pedimos que todos los cuadrivectores transformen ante conjugacion de esta forma
CrAMC = —AM, (1063)

como las contracciones de cuadrivectores contienen pares los signos se cancelan y resultan inva-

riantes. En particular el Lagrangiano de Maxwell resulta invariante ante conjugacién de carga.

6.4. Simetrias en las interacciones

Con todo lo que dijimos ya deberian estar convencidos de que el Lagrangiano de QED es invariante

antes las 3 operaciones anteriores, pero veamos explicitamente que es invariante ante paridad

—e A (Py")) —p —eAM (), (1064)
ante inversién temporal
—e A (P7*)) —p —e A (Yr,) (1065)
y ante conjugacién de carga
— e A (U"Y) —o —e(—=AL) (—YrMY) = —e Ay, (1066)

Con todo esto estamos en condiciones de resolver el siguiente ejercicio

Ejercicio: (Préctica 7, Ejercicio 85) Simetria CPT. A partir de la invariancia ante transforma-
ciones de (la parte conectada continuamente conectada con la identidad del grupo de) Poincaré,
se puede ver que toda teoria cudntica de campos relativista (en el sentido de Wightman) en 3+ 1
dimensiones tiene de yapa una simetria discreta denominada C'PT que consiste en la opera-
cion simultdnea de cambiar particula por antiparticula (C), invertir la direccion del tiempo (T')

y hacer una reflexion espacial (P) (estas operaciones se pueden definir sin hacer alusion a la
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interpretacion de particula). QED en particular es simétrica ante cada operacion por separado,

pero en el modelo standard por ejemplo ninguna de estas operaciones por separado es simetria.

Para el caso de QED, verifique que la amplitud de Feynman es invariante ante C' y T (note
que estas simetrias relacionan procesos diferentes). La dificultad mayor del ejercicio reside en

entender en qué se traduce la operacion de simetria a verificar.

Primero que nada recordemos que tanto C' como P y T" son operadores unitarios o anti-unitarios
que no mezclan operadores de creacién con los de destruccién de manera tal que la misma prueba
que usamos para ver que el vacio es invariante ante transformaciones de Lorentz sigue valiendo
cambiando U(A) por uno de estos operadores. Entonces si Y = C, P, T tenemos que la amplitud

de Feynman para un proceso de QED satisface
(alS]8) = {altU~SUU™|B), (1067)

pero la matriz de scattering es invariante porque

USU =U " exp (—2' / d4zH1(z)) u (1068)
— Z % / d*z..d* z U Hy () U U Hy(z)U (1069)
= (_i>q 42 4Z z z) =
=> q! /d voodzgHy(2).. . Hy(2) = 8, (1070)

q

donde usamos que el hamiltoniano de interaccién de QED es invariante ante estas transforma-

ciones. Mientras que los estados vienen dados por

UB) =uU~YB) = U U U el U o) (1071)
= U iU U al|0), (1072)

siendo aJ{, ...,al operadores de creacién genéricos y donde usamos la invariancia del vacio (a

menos de una fase). Pero entonces concluimos que
(alS|8) = U alSU"5), (1073)

es decir que la amplitud de scattering da el mismo resultado si transformamos a todas las
particulas con las operaciones C', P o T' (solo hay que tener cuidado con T" que al ser anti-unitario
intercambia estados iniciales por finales). Les queda como ejercicio repetir lo que hicimos para
el campo electromagnético y encontrar las reglas de transformacién para los fotones que damos

a continuacion

P la P = (—1)a%) (1074)
T ' T = (—1)*a%) (1075)
Cla C = —al, (1076)
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siendo A = 1, 2. Pueden comprobar facilmente también que los conmutadores y anticonmutadores
de los campos tampoco cambian ante estas transformaciones. Vale aclarar ademéas que todas las
deducciones que hicimos para las transformaciones son a menos de una fase. Asi los piones, por

ejemplo, tienen paridad (—1) mientras que el bosén de Higgs tiene +1.

Si bien QED es invariante ante cada una de estas transformaciones por separado, el modelo estan-
dar completo no es invariante ante ninguna de ellas individualmente. Esto se debe a que si bien
mostramos que todo término del Lagrangiano que sea un escalar de Lorentz resulta invariante,
uno puede romper estas simetrias introduciendo términos que transformen como pseudo-escalares
de Lorentz. Sin embargo, el siguiente teorema (que se prueba dentro del esquema axiomatico de

Wightman) nos da una simetria que esperamos que se mantenga.

Teorema CPT: Para cualquier teoria cudntica de campos local (que cumpla con los axiomas
de Wightman), que esté descripta por un Lagrangiano hermitico e invariante de Lorentz L(x),

se satisface la siguiente relacion
(CPT)'L(x)(CPT) = L(—x), (1077)

es decir, resulta invariante ante la transformacién conjunta de inversiéon temporal, paridad y

conjugacion de carga.

Algunas cosas para llevarse de esta clase...

La tasa de decaimiento de una particula viene dada por
1 d’p;
I'= (2m)*o i 2 -7 ).
200; 27) (ij p) M ( =1 (21)3 2

8 Transformacién del campo de Dirac ante P, T y C en la representacion quiral

Pt x)P = 7"¥(t, —x),
T=(t, )T = —7'7*¢(-t,x),
YC = —i(y*?) T
¥ La teoria de QED tiene simetria ante C, P y T por separado.

¥ Teorema CPT: Todas las teorias de campos relativistas son invariantes ante la

transformaciéon conjunta C'PT.
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7. Integrales de camino en mecanica cuantica

El formalismo de integrales de camino es una formulacion alternativa de la mecanica cuantica,
propuesta por Feynman en su tesis doctoral, que se presta para resolver algunos problemas en
forma mas sencilla que el formalismo operatorial. En esta tltima parte de las notas comentare-
mos algunas cosas basicas de la formulacién de integrales de camino en mecanica cuantica. Si
les interesa aprender esta formulacién con profundidad les sugerimos que vean (ademés de la
bibliografia que ya les recomendamos para los temas anteriores que en general trata el tema) los

siguientes libros:

= “Quantum mechanics and path integrals” - Feynman y Hibbs.
» “Technics and applications of path integration” - Schulman.

= “Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics,. Polymer Physics, and Financial Mar-

kets” - Kleinert.

7.1. Motivacion

La motivacién inicial de las integrales de camino fue una observacién muy interesante relacionada
con el experimento de las dos rendijas. Supongamos que tenemos una fuente monocroméatica
puntual S y una pantala donde observaremos el flujo que recibimos de la fuente. Llamamos O
al punto de observacion del flujo sobre la pantalla (ver figura 6). Imaginemos que en el medio de

ambas se introduce una pantalla B con dos orificios muy pequenos 1 y 2.

(fuente)

B (pantalla)

Fig. 6: Experimento de la doble rendija. Sobre una pantalla se observa el patrén de interferencia creado
por los haces provenientes de una fuente puntual que atraviesa una pantalla intermedia B que contiene dos

pequenas rendijas.
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Para calcular el flujo F' sobre O tendremos que sumar las amplitudes de probabilidad ®; y ®-,
correspondientes a la amplitud proveniente de los orificios 1 y 2 que funcionan ahora como fuentes

puntuales, y tomar su médulo cuadrado
F = o> =|®(S = B, = O)+®(S = B, » O), (1078)

donde ®(S — B; — O) indica el flujo sobre O debido a los haces provenientes de S que pasan
por el orificio 1 de la placa B. En esta expresion para I’ se ve algo que ya sabemos: aparece un

término asociado a la superposicién de las amplitudes individuales.

Si en lugar de dos orificios tuviéramos N rendijas sobre B, la generalizacién seria trivialmente

N
F=>|®(S— B —0), (1079)

i=1
Si agregaramos una placa intermedia C', también con N rendijas, seria

N
F=> 18(5— B —C—0). (1080)

ij=1
Mirando la figura 7, podemos ver ademas que si el nimero de rendijas N tendiera a infinito, y

la cantidad de placas intermedias también, jla situacién seria equivalente a no poner nada!

S

(fuente)

B C D . (pantalla)

Fig. 7: Integral de caminos. Al poner muchas placas con muchas rendijas en cada una de ellas, la tra-
yectoria de los haces que parten de S y llegan a O puede seguir cualquier curva que pase por los puntos
azules de la figura. Ejemplos de dichas trayectorias son las dos curvas esquematizadas en la figura. Cuando
tenemos infinitas placas con infinitas rendijas, los puntos azules cubren todo el espacio y entonces el haz

puede realizar cualquier trayectoria, como si en efecto no hubiera nada entre la fuente y la pantalla.
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De este modo, ®» se obtiene como una suma de amplitudes de propagacion libre asociadas a

cada una de todas las infinitas curvas que conectan el punto S (la fuente) con O (el punto de

observacién). Basandose en algunas ideas previas de Dirac, que intent6 conectar el propagador de

mecanica cuantica con la accién evaluada sobre la trayectoria clasica, Feynman propuso pesar la
s[c]

contribucién de cada camino C con el término ¢! # . Entonces, la amplitud ®» vendria entonces

CcOomo
s[c]
h

P ~/ eh (1081)

C(S—0)
La amplitud de propagacion libre entre S'y O esta entonces dada por una contribucién pesada con
la accién de todos los caminos posibles que unen los puntos inicial y final, no sélo por la trayectoria
clasica. En estas clases entenderemos con mas precision esta expresion y veremos algunas cosas
que se pueden calcular utilizando el formalismo de integrales de camino. Comencemos viendo
c6mo llegar a escribir la amplitud de transiciéon como una integral sobre trayectorias partiendo

del formalismo de la mecanica cuantica que ya conocen.

7.2. Derivacion a partir del formalismo operatorial

Empecemos considerando el caso en que nuestro sistema tiene un grado de libertad, representado
por el operador hermitico ¢ (y su momento canénico conjugado p). Las relaciones de conmutacién
son [q,p] = ih y suponemos que el espectro de ambos operadores es (—oo, +00). Las normali-
zaciones que utilizaremos para los autoestados de estos operadores son las usuales en mecanica

cuantica

(ald)=00a—-dq), @p)=00p-7p), (dp) = \/%eépq : (1082)

La amplitud de encontrar una particula con valor de coordenada gy en un instante ¢y, si la misma

se observé con coordenada ¢; a tiempo t; es

(ar,trl @i ti) = (qy| U(tﬁti) |9:) (1083)
donde
Uty t;) = Te i Juw®HE) (1084)

es el operador de evolucion del sistema. U es unitario y verifica

A ~ ~

U(t, to) = U(t, tl)U(tl, to) , para todo t, € (to, t) . (1085)

Por simplicidad, vamos a suponer que el Hamiltoniano tiene la forma

A

H(t) =T, t) + V(4,1). (1086)

Introduciendo N tiempos intermedios ¢, = t; + ne, cone = (ty —t;)/(N+1)yn=1,2,...,N,
por la propiedad (1085) podemos escribir la amplitud de la ecuacién (1083) como

(ar:tsl ants) = (g Uty 1) |a:) = (1087)
= {as Uty tn)U(tn,tn = 1)..0 (81, 8) i) - (1088)
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Agregando N identidades de la forma 1 = [ dg; |g:) (¢:| entre los operadores de evolucién en la

ultima linea, tenemos

(artel aits) = (ap| Uty tn)U(tn,ty —1)..0(t1, ) |ai) = (1089)
= /dfh--'dQN (a1 U(tg,tn) lan) (an| - la) (aa| Ut ) |as) = (1090)
= /d(h---dQN (ar,trl an,tn) g tN| av—1,tN—1) - (@1, t1] in ts) = (1091)
N41
= /(H dQn> <H QTLatn| QHlatn1>> s (1092)
n=1
donde definimos ty = t;, tf = tny1, 90 = Gir ¢f = qn+1- Si consideramos N > 1, tenemos que
(o tnl Gt tna) = {gu] T W) g 1y = (1093)
1€ ~ (6)
— (wl (1- A >) 1) + O) (1094)
=i
~ <Qn’ dpn, ‘pn> <pn‘ I- ﬁH(tn) ’CIn71> = (1095)
oo ie .
= dpp {Gn| Pn) <pn|qn_1)—%(pn!H(tn)lqn_ﬁ = (1096)
+OO ehpn(In ehpann 1 25 ehann 1 ( ) (1097)
= n—1, natn =
\/27r V2 R \/27T n=1:P
+oo egpn(Qn_anl) ie
- dpn 11— EH(gy 1 put) | ~ 1098
/_Oop zﬂh[h(qlp )] (1098)
+o00 e%pn(Q’n_Qn—l) ie
= d y———— 77H((In717pn,tn) 1
/_OO pe e , (1099)

donde en la ultima expresion usamos que como estamos trabajando a primer orden en € es lo

H(

mismo reemplazar [1 — % (Gn—1,Dn, tn)} por e~ 7 H(@n—1.pn.tn) ya que justamente lo primero es el

desarrollo de la exponencial a orden . Retomando la ecuacién (1092) tenemos entonces

N+1
<qf7tf| i, ti N/ (HdQn> <H thnl QTLlatn1>> = (110())
n=1

/(Hd )(Hd )exp[.an n — Gn-1) ‘ Zan 15 Py n)]. (1101)

Mas adelante nos vamos a referir a la expresién anterior como la integral discreta. Como estamos

pensando en que al final vamos a tomar N tendiendo a infinito, podemos escribir

N+1 N+1 N+1

an( dn — Qn—-1 —Ean _gzanna (1102)
n=1
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donde ¢, es la version discreta de la derivada. En el limite de ¢ — 0, este término entonces se

correspondera con
N+1

e puda o /t Y i), (1103)

Por otro lado, para el otro término que aparece en (1101) tenemos

N+1 N+1 N+1

D H(gu1,pntn) =2 Y T(ptn) 46> V(gn1,tn), (1104)
n=1 n=1 n=1

que en el limite de ¢ — 0 se corresponderia con

N+1

ty
> bl —a0) > [ d (0,000 (1105)
n=1 ti
Si tomamos el limite N — oo tenemos finalmente

(7. tsl @i ti) = (1106)

dp N dq, dp i N
. N+1 n mn - _ _ —
Nhféo/ 27h (nlzll orh )eXp{thzl el = nt) gH(qnl’p"’t"ﬂ}_ oD

= /q((tig=q¢ DyDp exp {%/tf dt [p(t)q(t) — H(q(t),p(t),t)]} , (1108)

donde la tltima linea es notacién. Esta es la expresion de la integral de camino para la amplitud

de transicién en el espacio de fases. Noten que en DgDp hay un factor extra ﬁ que da a este
término unidades correctas. Utilizamos una tilde para la integral el p para recordar que hay una

integral extra respecto a las de ¢ (ver ecuacién (1107)) Recordando que

ty
Sq(t), p(t)] =/ dt [p(t)q(t) — H (q(t),p(t),1)] , (1109)
ti
vemos que
(a7 tsl @i ti) = /q(t,) . DgDp erSla®) 0] (1110)
q(t;) = q}

Esta tltima expresion nos muestra que en la mecanica cuantica la accién tiene un papel mas
relevante que en la mecanica clasica ya que importan todos los valores de la accién y no sélo el
valor que adquiere para la trayectoria cldsica (su extremo).

7.3. Integral de camino en el espacio de configuracién

Si nos restringimos al caso en el cual T(p) = %, de modo que H = % + V(g), la amplitud

de transicién podra escribirse de forma sencilla en el espacio de configuracion (en lugar de en el
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espacio de fases). Para ello, recordemos la expresiéon de la integral discreta 1

d, dq,, dp,, _
<Qf7tf| qzatz> ~ / gi;%l (H q27rhp > hzgﬁ pn(‘]n dn—1 h, 271:7-!—11 H(anhpnatn) — (1111)
N
z/dgN;zl (H dqzn if”) et SN pnlan—an 1)~ T 5 o~ XN Vi) _ (1112)
™ T

N . N+1 d
i€ +1 i€ i
/ (H dqn> e~ D Vi) T { / o e%mpinpn(qnqnl)} . (1113)
n=1 1

n=

La integral sobre p, puede calcularse explicitamente completando cuadrados y usando que

[ dx e=**/? = /27 /a, su resultado es

dp m  iem(m=tno1)? N o M iem 2
I, = e mm P e man1) — o (M) Mg ez, (1114
/ 21h 2mihe 2mihe ( )

Retomando entonces la ecuacién (1113) y tomando el limite, tenemos

N+1
Lt = 1 i Vian) AP e p2 4 ip,(gn—gn-1)| _
(g trl ity = Jim (H d%) n g [ 5 € s Prt aPn(an=an=1) | — (1115)
- N+1 — ,

= 1 n : Vign) g2 | _ 111

N (H dq) a p[ omihe’ } (1116)
N+1 N+1 o
—00 mihe
= Juty=a Dy et i 1 q’q’t)a (1118)
aty) = ay

donde la tultima igualdad es la notaciéon que se le da al resultado de la linea anterior. Esta es
la integral de camino para la amplitud de transiciéon en el espacio de configuracion. Recuerden
que al escribir la linea (1118) tienen que entender que lo que significa eso estd dado por la linea
(1117).

7.4. Algunos casos particulares de la integral discreta

Veamos algunos casos particulares para los cuales es posible calcular la integral discreta (1101).

(a) H=0

16Vamos a volver a la expresién dada por la ecuacién (1101), que como dijimos previamente llamamos “integral

discreta”. Noten que no escribimos el limite y utilizamos ~ en lugar de =.
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Este es un caso trivial y muy sencillo ya que f aljr)ne%p”(‘i’"_‘1"*1 = 2mh(¢n — Gn—1), con lo
que resulta

N+1
(ap.tel i ti) ~ /(qun (H (Gn tn] qn_17tn_1>>= (1119)
n=1

N+1d N+1
H ) ! an dn — gn— 1] = (1120)

I
—
VRS
’,:]2
=)
A L U

e 1

= / <H dqn <H m) rh)N 5 (gn i1 — an) 0@ — qo) = (1121)
n=1 n=1

= d(gn+1—q0) = 0(qr — i) - (1122)

Esto nos dice algo razonable: si no hay dindmica la probabilidad de transicién es nula (la

posicién se mantiene igual a la inicial en el tiempo).

A2

(b) H = 2]'; (particula libre en una dimension)
m

Para calcular la integral en este caso podemos hacer uso de la expresién en el espacio de

fases dada por la ecuaciéon (1117) tomando V(g) =0

N+1
NAL Ly 2

N+1

m 3 e (Inin) 2
/(gdq]) nHl<2mng> e ). (1124)

Las integrales sobre cada una de las coordenadas ¢y, ¢o, ...,q, se pueden resolver. Para hacer

Q

la integral sobre ¢, por ejemplo, s6lo importan los términos de la productoria conn =1y
n = 2, ya que son los tinicos para los cuales aparece ¢; en la exponencial. Aislemos entonces

esos dos términos y veamos el resultado de la integral sobre ¢;

2

/dch 11 <2$hg>2€_i;?(qnzn_l> = (1125)
n=1
(G

2mihe

_ ( % 3+q) /dq ehg [¢3—(q2+q0)q1] _ (1127)
m 2mihe
— 2hs q2+q _4ﬁs q2+q0 = 1128
(272715 ¢ 2m © ( )
m (g2—q0)?

— 2&(25) . 1129
2#2%(25)6 ( )

Si ahora agarran este resultado, lo multiplican por el término con n = 3 de la productoria

de la ecuacién (1124) e integran con respecto a g, van a obtener la ecuacién (1129) pero en
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lugar de (2¢) va a aparecer (3¢), mientras que en la exponencial va a aparecer la diferencia
(g3 — qo) en lugar de (go — qo). Repitiendo este proceso con el resto de las integrales sobre

@n se obtiene

m s (av+1—90)%
tel qi,t) =~ : R[N +1)e] = 1130
(s trl @i t) \/2mh[(N+1)5]€ (1130)
M wm ae)? (1131)

y como la expresién anterior ya no depende de N tomar el limite N — oo no cambia el

m s (qr—qi)?
trl qiti) = | s e : 1132

Este resultado coincide con el que se obtiene haciendo la cuenta en el contexto de la cuan-

resultado

tizacién candnica (utilizando las herramientas que ya conocian). Noten que para este Ha-

miltoniano, la accién sobre la trayectoria clasica viene dada por

Slaa (0] = 2L, (1133)

m i8], o
, t i tl — —eh trayectoria clasica . 1134
(s, bl @it \| 2min(t; — ;) (1134)

Esto de que s6lo importe el valor que toma la accién sobre la trayectoria clasica vale sélo

con lo que

para integrales Gaussianas, es decir, cuando la accién es cuadratica. En la siguiente seccion
recuperaremos este resultado como un caso particular de un Lagrangiano cuadratico méas

general.

7.5. Lagrangianos cuadraticos

Vamos a calcular la expresion para la integral de caminos en el caso en el cual la teoria esta
descripta por el siguiente Lagrangiano
1 1

No incluimos un término de la forma b(t)qq, ya que el mismo puede reescribirse como
. d [o(t)¢*] 1,
b(t)qg = — —b(t)=q"; 11
i = 5 | 95| - b3 (1136)

o sea, una derivada total (que no cambia las ecuaciones de movimiento) y un término propor-
cional a ¢* que se puede absorber redefiniendo ¢(t). Estamos entonces en el caso para el cual el
Hamiltoniano es de la forma H = % + V(@) y por lo tanto podemos usar la expresién dada por

la ecuacién (1118) para hallar la amplitud de transicion.

i rtf :
aptylats) = [ ., Da e i L@t (1137)

q(ty) = ay
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Antes de continuar, sera ttil notar que la medida de integracién de las coordenadas de la integral
de caminos es invariante ante traslaciones en una funcién f(t), es decir, si q(t) = f(t) + qo(t)

resulta
Dq = Dqy . (1138)

Aclaramos por las dudas que esta propiedad vale siempre que no haya restricciones intermedias
en el camino. La demostracion de esta propiedad se hace recordando qué significa el simbolo Dgq
(se reduce a que la medida de integracién queda invariante ante traslaciones de la variable de

integracién).

Volvemos a la cuenta. Llamemos ¢q (t) a la trayectoria clasica, que va a jugar el rol de una
funcion f(t) definida. Escribimos ¢(t) = ga.(t) + n(t), de modo que en términos de las variables

n (usando la propiedad anterior) la integral de caminos se escribe del siguiente modo

irte -
(ar.trl @i ti) = /;(n)—qi D i) a0 — (1139)

qlty) =

af
D ! tde f 114
= e veso {5 [ L@ (1140)
7] =

donde L (n,n,t) = [3m (da. +1)* = Le(t) (ga. +n)” — e(t) (ga. +n)]. Como la trayectoria clésica
satisface las ecuaciones de Fuler-Lagrange, habra simplificaciones. La forma mas sencilla de ver
qué podemos decir usando que ¢, extrema la accion, es hacer un desarrollo de la accion alrededor

de la solucién clésica usando derivadas funcionales

oS
dt | dt
/ / dq(t 5(1 t’)

ty
S g + 1] = S[ga] + / ar 22 Ot (114)
t;
Noten que esta expansion a segundo orden es exacta, ya que el Lagranglano que estamos consi-

dq(t)

derando es cuadratico; no hay ninguna aproximacion. Como la trayectoria clasica es un extremo

de la accion, resulta

55
dq(t)

. La primera derivada funcional de la acciéon da el

—0, (1142)

qcl.

por lo que s6lo nos queda calcular —5(](%25‘3@,)

término izquierdo de las ecuaciones de Fuler-Lagrange, es decir,

08 oL d (0L
e e 1143
oq(t) g dt <3Q> )
Recordando como es el Lagrangiano particular, la derivada segunda queda entonces
528 0o oS
— = = 1144
a(064(F) ~ 5a(t) 3 ) Y
0 (0L d (0L
_ o2 () = 114
s Lor ~ v (a7 )
)
= ——[-mg(t") — c(tq(t') —e(t)] = 1146
@ [=m(t) — c(t)q(t') — e(t')] (1146)
d2 / / /
= —mdt/25(t —t)—c(t)o(t' —1t). (1147)
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Con esto podemos escribir la accion completa

sS
dq(t)

77(75)77(15') = (1148)

ty ty
dt dt’
/t / 5q t’)

Slga. +n] = S[qc1]+/_tf
— Slgu] / "t / d [ mma(t ) — et )6(t’—t)} n(t)n(t'): (1149)

= Slaal+y [ de [io? - cOn(e] (1150)

Por lo tanto, la integral de caminos resulta

(arstl gists) = enUetg(ty,1;) (1151)

donde definimos

gty ;) = /7 oy Dnexp{Z‘h / "t [ —c(t)n(t)ﬂ} | (1152)

n(ty) =

El problema quedé entonces reducido a hallar la funcién g(ts, ;). Para hacerlo, hay que recordar

qué significa la integral funcional en términos de la cual dicha funcién quedé definida

g(te t;) = /;’((tti))zopn exp {Qih / ' dt [mn(t)* — c(t)n(t)Q]} = (1153)

m N+1 ZN-H{ (an—an_1)°? —ecan}
li ( ) dn, | e : " 1154
N 2mihe / (H > ( )

donde llamamos ¢, = c(t,). Esta integral la vamos a poder resolver ya que en la exponencial

aparecen las variables a lo sumo en forma cuadratica. Para ver esto, definimos una matriz M =

(M) de orden N a través de la siguiente igualdad

N+1 . N+1 )
eXp{__ Z Tin nn’nn} eXp{QhZ |: ~ ln-t —8cn77721:|} . (1155)

n,n'=1

Noten que la matriz es de orden N, pero no hay conflicto porque la sumatoria en realidad se
corta en N (el término N + 1 no aparece ya que por las condiciones de borde de la integral resulta

qr = qn+1 = 0). En el caso particular que estamos viendo, la matriz M toma la siguiente forma

[ 2 —1 0 0] (e 0 0 0]
1 2 -1 0 ¢ 0
1 2 -1 0 0 0 e 0
M= _ £ ’ (1156)
ihe 0o -1 2 0 th| 0 0 0 ¢y 0
0 0 0 o0 2 | 0 0 0 0 en |
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. 2 . .
Introduciendo el vector columna 1 = |, la integral que queremos resolver se escribe como
Tn
1,7
/dNne 2 Mn (1157)

que es una integral Gaussiana. Lo que estamos haciendo es exactamente lo mismo que hacian
al diagonalizar un conjunto de osciladores armoénicos acoplados. Les recordamos que si A es una
matriz simétrica, real y definida positiva (es decir, con todos sus autovalores A, positivos), la

integral
I(A) = / Ny e As (1158)

se puede resolver diagonalizando la matriz A con una matriz ortogonal O de modo que resulte
OTAO = D, (matriz diagonal asociada a A) . (1159)
Si y = O~ 'z, se tiene

](A) _ /dN 6_%271:]:1 Any% — ﬁ /+Oo d 6_%>\ny% — ﬁ 2_7T 2 = |det A e
= Y = . Yn = 11 X, = o .

(1160)
En el caso que nos concierne, la matriz M es simétrica, pero no es real ni definida positiva. Sin
embargo, el resultado anterior se puede generalizar para matrices simétricas, no singulares y con

autovalores con parte real no negativa haciendo una continuacién analitica, por lo que podemos

M\
/dNn g2 M — {det (—)] . (1161)
2

Con esta integral ya calculada podemos volver a la expresion de g(ty,t;), que se simplifica a

usarlo. Tenemos entonces

s = i (52) ¥ [ -

- (o) ()] s

- ) ) ()] o

Notando que (27:;%5) = se puede pensar como el determinante de una matriz de orden N propor-
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N[

cional a la identidad con un factor ( o ) , podemos escribir

2mihe
o) = g () i) [ ()] = e
-t () [ (50)] - oo
~ lim (%) (1167)

donde definimos Dy = det (%) Recordando la forma que tiene la matriz M, es facil ver que

2 -1 0 0 c1 0 0

-1 2 -1 0 C2 0

ieh M o -1 2 -1 0 2 c 0
S _ = ’ (1168)

m 0 0o -1 2 0 m 0 ¢4 0

O o0 0 0 .. 2 0 0 0 0 .. ¢,

Viendo la forma explicita de la matriz, les dejamos como ejercicio que pruebe la siguiente relacién

de recurrencia para el determinante de dicha matriz
£2
DN+1 = (2 - ECN+1) DN - DN,1 . (1169)

Dicha relacion de recurrencia define una sucesion, cuyo limite cuando N — oo es lo inico que nos
interesa. Veamos bien qué podemos sacar de esta relacion en dicho limite. Definimos ¢ = Dy

y volvemos a la relacion anterior

2
N+1 3 ©N N-1 N+1 — 29N + ON-1 Cni1
PN :(2__CN+1>__90 — & SOQ AL TNy, (1170)
€ € € € m
y como ‘pN“_i‘P;VJWNﬂ — (‘:DNJrlE—%ON _ sDN—QDN”) /e es la version discreta de la derivada segunda

de ¢, cuando tomamos N — oo, la ecuacién (1170) se transforma en

d*o(t)
e

+e(t)p(t) = 0. (1171)

Para determinar la funcién ¢(t) hacen falta condiciones iniciales. Estas se obtienen teniendo en

cuenta que p(t;) = lir% (eDy) = 0, ya que Dy es una constante, y que
E—>
. . €D1 — €D0 . 62
o(t;) = }jlir[l) (7> = llil(l) <2 - 1) =1, (1172)
donde usamos las relaciones de recurrencia y el hecho de que ¢; no depende de € por lo que

. 2 .. . 1% . . .
lim=-c, = 0. Estas dos condiciones, junto a la ecuacién diferencial (1171) nos permiten entonces
e—0
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hallar ¢ y consecuentemente g(ty,t;), que resulta *’

m
trti) = ———~ . 1173
911110 =\ [5mimi (1173)
Resumiendo entonces, la amplitud de transicién queda expresada como
i m
tel g t;) = #Sle] 0 7 1174
donde p(tr,t;) es la solucion del siguiente sistema evaluada en t = t¢
mg +c(t)p =0,
p(t;) =0, (1175)
pti) =1

Antes de terminar la clase de hoy, veamos céomo utilizar esto para hallar dos amplitudes de

transiciéon.

1. Particula libre: para una particula libre, el Lagrangiano es L = %mch, por lo que ¢(t) =0

y entonces tenemos que resolver

~0, (1176)

cuya solucién es trivialmente ¢(t) = t — t;, por lo que @(ts,t;) = t; — t;. De este modo,
recuperamos el resultado dado por la ecuacién (1134) que calculamos previamente en forma

directa.

2. Oscilador arménico: en este caso, tenemos c¢(t) = mw?, donde w es la frecuencia del oscilador.

Por lo tanto, tenemos que resolver el sistema

mg +mwe =0,
p(ti) =0, (1177)
o(t) =1.
La solucién de este sistema es ¢(t) = Zsin[w(t — ¢;)], por lo que ¢(ts,t;) = Lsinfw(t; —t;)].

Noten que cuando la frecuencia tiende a cero recuperamos como es de esperar el resultado

de la particula libre.

7"Observacién: la evaluacién en el limite de Dy es equivalente a hallar los autovalores del operador %
y multiplicarlos. Dichos autovalores vienen dados a través de [ dt's 5q( t,)fb( ") = As&s(t), que es una ecuacién de
autovalores donde tenemos una matriz W que tiene 1nd1ceb COIltIDUOb (t y t') (la integral aparece por eso,
reemplaza a la suma que aparece en la ecuacién de autovalores cuando la matriz es discreta). £,(¢) son los autovectores

de dicha “matriz” y As sus autovalores.
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Algunas cosas para llevarse de esta clase...
g Integral de camino en espacio de fases:

{ar,trl @i, ts) =

dp N dqy, dp iNH
li N+1 n APn z (G — an) — eH (g - _
1m/ orh (H o7h )eXp{h;[p (4n = dn—1) = €H (gn-1, Pn, )]}

N—oo

— N o2 Sla(t)p(t)]
= Jati) = Dgllper ’
q(ty) = qr

g Integral de camino en espacio de configuracion (si H = p2/2m + V(&)):

' N1 .
<qf,tf| gi,ti) = ]\}E}noo (27‘(177,8) /(H dqn> — Y [3mdz—V(an)] =

2 fz dt L(q,q,t)
/q(ti) =q quh ' ’
q(ts) = ay

g Si L(q,q,t) = img?® — 1c(t)g* — e(t)q, resulta

t th _ %S[qcl.] L
(g7, t| @i, ts) = € 2mihp(ts, t;)

siendo ¢(ty,t;) la solucion del siguiente sistema evaluada en t = t;

m@ + c(t)p =0,
@(ti) =0,
p(t) =1
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A. Derivadas Funcionales

Sea F'[¢] un funcional, es decir, una funcién que asigna un nimero en C (o cualquier otro cuerpo) a

cada funcién ¢ de cierto espacio normado M

F:M—C. (1178)

La relaciéon que vincula la variacion §F [¢] de un funcional F' [¢], debida a variaciones infinitesimales
0¢ de su argumento, permite definir la derivada funcional g—([g:
OF

SF[¢] = F ¢+ 6¢] — F[¢] := /d?’xv([géqb (z) . (1179)

El calculo formal de la derivada funcional puede también hacerse tomando variaciones en ¢ de la

forma d¢ (x) = €d (x — y). De este modo, la derivada funcional se expresa como

OF g (@)] _ . Flo(@)+e(z—y)] - Fo ()
6p(y) 0 € '

Tomando la ecuacién (1180) como la definicién de la derivada funcional, les proponemos:

(1180)

1. Encontrar las derivadas funcionales de los siguientes funcionales

@) F[6] = [ de (6 ()"

b Flo] = [ dv (%2)"

o) Fyl6] = [ da'K (y,2') 6 ();
d) F.[6] = 6 (x);

)

2. Dentro del formalismo de Hamilton, definimos el corchete de Poisson entre dos funcionales
Flo,n]y G ¢, 7] del siguiente modo

oF G oF G
{R@:/MBM@M@YWM@M@)' (1181)

Demostrar las siguientes identidades (a tiempos iguales) de los corchetes de Poisson entre el

campo y su momento candnico conjugado
{¢ (tv SL’) ) T (tv SL’/>} =0 (I - .73/) ) {(b (tv l‘) N0 (tv I/)} = {7T (tv I) ) T (tv I,)} =0 (1182)

3. Expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange, que surgen de anular la variaciéon de la accién, en

término de derivadas funcionales de los campos.

209



	Grupo de Poincaré
	Generalidades sobre grupos y álgebras
	Grupos
	Representaciones de grupos
	Álgebra de Lie asociada a un grupo

	Grupo Euclídeo
	Representaciones irreducibles
	Grupo de Lorentz
	Transformaciones de Lorentz
	Componentes del grupo de Lorentz
	Álgebra del grupo de Lorentz
	Espinores

	Grupo de Poincaré
	Material adicional: El grupo conforme

	Ecuaciones de onda relativistas
	Ecuación de Klein-Gordon
	Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo
	Ecuación de Dirac
	Representación Quiral


	Formulación Lagrangiana de teorías de campos
	Ecuaciones de Euler-Lagrange
	Teorema de Noether
	Invariancia bajo traslaciones. Tensor de energía-impulso
	Invariancia bajo el grupo de Lorentz

	Material adicional: Segundo Teorema de Noether

	Teorías libres
	Cuantización canónica del campo escalar real
	Hamiltoniano
	Orden normal de operadores
	Evolución de los campos
	Espacio de estados
	Estado de vacío. Energía de punto cero
	Interpretación de partícula
	Funciones de n puntos
	Microcausalidad
	Simetrías
	Material adicional: Efecto Unruh

	Cuantización del campo escalar complejo
	Simetría interna
	Propagador

	Cuantización canónica del campo de Dirac
	Soluciones clásicas de la ecuación de Dirac
	Cuantización canónica del campo de Dirac
	Masa, espín y helicidad. Partículas idénticas
	Conexión entre espín y estadística
	Simetrías internas
	Simetrías globales
	Funciones de dos puntos y propagadores
	Material adicional: Violación de las condiciones de energía en QFT

	Campo de Proca
	Teoría clásica
	Cuantización canónica

	Campo de Maxwell
	Cuantización canónica
	Condición de Gupta-Bleuler
	Función de dos puntos y propagador


	Teorías interactuantes
	Algunas propiedades generales de las teorías de campos
	Axiomas de Wightman
	Representación de Källen-Lehmann

	Matriz de scattering. Diagramas de Feynman.
	Teorema de Wick
	Diagramas disconexos
	Reglas de Feynman para Lg (derivación Hamiltoniana)
	Fórmula de Schwinger-Dyson
	Diagramas de Feynman (derivación Lagrangiana)

	Electrodinámica cuántica (QED)
	Reglas de Feynman
	Scattering de Bhabha
	Scattering de Møller
	Aniquilación de pares

	Variables de Mandelstam
	Sección eficaz
	Scattering de Bhabha
	Scattering de Compton
	Amplitud de Feynman
	Identidad de Ward y suma de polarizaciones de fotones
	Sección eficaz

	Crossing symmetry

	Vida media

	Simetrías discretas
	Paridad
	Inversión temporal
	Conjugación de carga
	Simetrías en las interacciones

	Integrales de camino en mecánica cuántica
	Motivación
	Derivación a partir del formalismo operatorial
	Integral de camino en el espacio de configuración
	Algunos casos particulares de la integral discreta
	Lagrangianos cuadráticos

	Derivadas Funcionales

