Campos - Priactica

Cuantizacién del campo escalar complejo.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Recordemos que el lagrangiano del campo escalar complejo viene dado por

Ezaugb*au¢_m2¢*¢
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Recordemos que el lagrangiano del campo escalar complejo viene dado por
L= 0,0"0"9 — m*6"¢

que tiene dos grados de libertad que podemos tomar como ¢ y ¢*que satisfacen las ecuaciones
de movimiento

0,0"p +m?p =0
80" 9" +m?¢* =0
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Recordemos que el lagrangiano del campo escalar complejo viene dado por
L= 0,0"0"9 — m*6"¢

que tiene dos grados de libertad que podemos tomar como ¢ y ¢*que satisfacen las ecuaciones
de movimiento

0,0"p +m?p =0
00" ¢* + mPe* =0
cuyas soluciones cuédnticas podemos expandir en ondas planas como

d3p

d(a) = / Jape e+ e (2m)3/2 f2wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Recordemos que el lagrangiano del campo escalar complejo viene dado por
L= 0,0"0"9 — m*6"¢

que tiene dos grados de libertad que podemos tomar como ¢ y ¢*que satisfacen las ecuaciones

de movimiento
8,0"p +m*¢ =0
8IL8H¢* + m2¢* =0

cuyas soluciones cuédnticas podemos expandir en ondas planas como
R ) P d3p
x) = ape P 4 bl e”’z} —_—
#a) / [ i P (2m)3/2, [2wp
~ . o ) d3p
f(z) = / {&T e+ e_”m] —_—
(b( ) P p (27{')3/2 /2wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Cuyos momentos candnico conjugados son

A~ n ~t ipx R R d3p
) = o (o) = [ [ahe e iy [52 0
3
~t _ 71 ipx At —ipx| . W d P
m (l’)—/ |:b-‘l;€p 7041‘)6 p i|7J ?pw
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Cuyos momentos candnico conjugados son
3
wp d°p

#z) = aO(Z)T(x) = / [d;&eim — I;pe—ipa:} 1 o (2m)3/2

~ it oipn At —ipz]| s W dsp
WT(x):/ {b‘;gp —a;r)e p}z,/f(%_)g/?.

Imponiendo las siguientes relaciones de conmutacién (a tiempos iguales) sobre los campos y los

momentos
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Cuantizacion del campo escalar complejo
Cuyos momentos candnico conjugados son

~ n AT ipx A d3p
) = o (o) = [ [ahe e iy [52 0

A~ 7t ipz ot —ipz| s W dsp
#l(z) = / {bLep —a;r)e P }Z\/E(QWP/?'

Imponiendo las siguientes relaciones de conmutacién (a tiempos iguales) sobre los campos y los

momentos
[¢(z), 7(y)] = id(z —y)
[¢(z), o(y)] = [x(x), 7(y)] = 0
podemos deducir las siguientes relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y

destruccion
[&pv dlﬂ = |:bpv b'cﬂ = 53(p - q)

[ap, Gq] = {l}p,l}q} - [ap,z}q} - {ap,bg] —0.
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Cuantizacion del campo escalar complejo
Cuyos momentos candnico conjugados son

A~ n ~t ipx ;o —ipx| s W d3p
(@) = 000! (2) =/{a;ez’ ~bpe 7] ENCRE

A it oipn At —ipz]| s W dsp
WT(x):/ {b‘;gp —a;r)e p}z,/f(%_)g/?.

Imponiendo las siguientes relaciones de conmutacién (a tiempos iguales) sobre los campos y los

momentos
[¢(x),m(y)] = i0(x —y)
[¢(2), ¢(y)] = [7(2),7(y)] =0
podemos deducir las siguientes relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y
destruccién

[&pv dIJ = |:bpv b'cﬂ = 53(p - q)
[aps ta] = [bpsba| = [ap,ba] = [ap. 04| = 0.
Con estas relaciones asociamos entonces a df) y BIT, con operadores que crean dos tipos
distintos de particulas.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Como dijimos antes el campo escalar complejo tiene una simetria global continua ante U(1).
Dicha simetria estd asociada a través del teorema de Noether con la corriente

()i ()
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Como dijimos antes el campo escalar complejo tiene una simetria global continua ante U(1).
Dicha simetria estd asociada a través del teorema de Noether con la corriente

()i ()

cuya carga conservada viene dada por
Q:/:j’ozd3x:—/i: [éfr—q@fﬁq d3x

donde tomamos orden normal para que su valor de expectacién en el vacio sea nulo
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Como dijimos antes el campo escalar complejo tiene una simetria global continua ante U(1).
Dicha simetria estd asociada a través del teorema de Noether con la corriente

P56 9]

cuya carga conservada viene dada por
Q:/:j’ozd3x:—/i: [éfr—q@fﬁq d3x

donde tomamos orden normal para que su valor de expectacién en el vacio sea nulo. Noten que
como adelantamos este operador es autoadjunto y por lo tanto estard asociado a un observable
de la teoria. Calculemos entonces

3., 7327 13
P s —ipr it oipx) [t i 5 iz L WP 1 d°pd’p’d’x
/.ginr.dx-///. {ape P +bpel’ } [ap,ep bpre” " }.z > (2%)3/2 (277)3/2 G
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Cuantizacion del campo escalar complejo

/// apa e(P —p)x bTaT e1(p+p —Clb/e z(p+p)m_i)i) —i(p’ p):|:
% ld?)dep/dSX
V Wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

) A At i(p D) 3T At d(p D)~ F —i(p D) 35 —i(o —p)a
:m/// [apaL,e(P p) +bLaL/e(p+p) — apbpre (p'+p) —bpr/e (r'—p) }:

‘ vﬁﬁdePdBpQﬁx
Wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

? n At i —D)a St AT i 4D)E A 5 —ip D) 3t —i(p —p)a
:m/// [apaL,e(P p) +bLaL/e(p+p) — apbpre (p'+p) —bpr/e (r'—p) }:

‘ vﬁﬁdePdBpQﬁx
Wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

) A At i(p D) 3T At d(p D)~ F —i(p D) 35 —i(o —p)a
:m/// [apaL,e(P p) +bLaL/e(p+p) — apbpre (p'+p) —bpr/e (r'—p) }:

X ./ %d?’dep/d?’x
Wp

A 1 A N
para el siguiente término podemos usar que (: o :) =: 7tpl :=: 14T : (todo lo que esta

(1)

()

adentro de un orden normal lo podemos conmutar como queramos dado que al final igualmente

serd reacomodador por el orden normal).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces

n T )
~ N 5 AA 5 Z A 3 a b b a b b ‘
f/ cotat dPx = — </ DT d‘sx) = 5/ [QLQP +a-pbp — bLaT—P B bI’bp} p
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces

T .
~ N 5 AA - Z A 3 a b b a b b ‘
7/ oAt dBx = — </ o d‘sx) = 5/ [QLGP +apbp —bhal, — b;bp} d’p

Sumando esto a lo anterior tenemos
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces

T .
~ N 5 AA - Z A 3 a b b a b b ‘
7/ oAt dBx = — </ o d‘sx) = 5/ [aLaP +apbp —bhal, — bpr} d’p

Sumando esto a lo anterior tenemos

Q= [} dPx= —/ (b — abap| d'p

O=N°— N

es decir que la diferencia entre el nimero de particulas de tipo b y a debe conservarse. Si les
asignamos carga positiva a las particulas de tipo a y negativa a las de tipo b esto es lo mismo
que decir que la carga total se conserva. Vemos entonces que tenemos dos tipos de particulas de
la misma masa y carga opuesta, decimos entonces que el operador d;g crea particulas con carga
positiva y momento p mientras que Z;I, crea anti-particulas de carga opuesta y momento p.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Propagador del campo escalar neutro o complejo (Prictica 3, Ejercicio 43)

Exprese )
D(z —y) = (0|T($(x)f (y))[0)

como una suma de dos funciones de dos puntos pesadas adecuadamente (en el caso del campo
neutro, la expresion final es la misma).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Propagador del campo escalar neutro o complejo (Prictica 3, Ejercicio 43)

Exprese )
D(z —y) = (0|T($(x)f (y))[0)

como una suma de dos funciones de dos puntos pesadas adecuadamente (en el caso del campo
neutro, la expresion final es la misma).

Por definiciéon de T tenemos que

T — ) = <<£($)<13T(y)> si 20 > yO
e <¢3T(y)03(:c)> si 20 < 4

Esta expresidn se puede reescribir usando funciones de heaviside como
D(w ~y) = ($(@)d' 1)) 0= ~ 1) + (6T )b () ) 0(s° ~ 2°)
que es una suma pesada de dos funciones de dos puntos.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Exprese el resultado como la transformada de Fourier de
i

—, (e—0

p2 —m?2 + ie ( )

Muestre esto mediante integrales en el plano complejo, en caminos que esquiven los polos
dados por €, ubicados en distintos lugares segun sea e positivo o negativo.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Exprese el resultado como la transformada de Fourier de
i
- — € — 0
p2 —m?2 + i€’ ( )
Muestre esto mediante integrales en el plano complejo, en caminos que esquiven los polos
dados por €, ubicados en distintos lugares segun sea e positivo o negativo. Comencemos

calculando explicitamente

d3p/ d3p >

<¢A>($)€£T(y)> = <// {&pefipm + ELGW} [dL’eip,y + i’p’efip,y] (27)3/2 2wy (2m)3/2\ 2wy
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Exprese el resultado como la transformada de Fourier de
i
- — € — 0
p2 —m?2 + i€’ ( )
Muestre esto mediante integrales en el plano complejo, en caminos que esquiven los polos
dados por €, ubicados en distintos lugares segun sea e positivo o negativo. Comencemos

calculando explicitamente

3.7 3
(o' w) = </ ] Lawe b ol e (zﬂ)scjszM (27r)36j2pJﬁ>
Para hacer estas cuentas rapidamente recuerden siempre que
(0lap|0) = (0anbm|0) =0 Yn,meN, p,p’ €R®
(0lalap |0) = (0f(al)"am|0) =0 Vn#meN p,p’ €R.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi obtenemos
d3p/ d?’p

($dn) = [ [ 60 e o e
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi obtenemos
d3p/ d?’p

(St} = [ [ 660 e e o e e

(31 ) = e LB
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces, si ¥ > y” podemos escribir el propagador como

. d3p
D —y) = / R
(27)32wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces, si ¥ > y” podemos escribir el propagador como

. d3p
D —y) = / R
(27)32wp

Por otro lado, la transformada de Fourier es

- i i d*p
lim [ e~ =¥ = lim // —ip(z—y) dpo ;
e—0 p? —m?2 + e ( 277 e—0 — w3 +ie (2m)4 po
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces, si ¥ > y” podemos escribir el propagador como

3
D(z —y) = /eip(ry)(dp

27)32wp

Por otro lado, la transformada de Fourier es

i d*p

lim [ e—P(z—v) i2 —hm// —ip(z—y)
e—0 p? —m? +ie ( 277 e—0

dpo ;
— w3 +ie (2m)4 po

viendo el integrando como funcién de pg tiene polos en pg = =+ (wp — i€).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces, si ¥ > y” podemos escribir el propagador como

. d3p
D —y) = / R
(27)32wp

Por otro lado, la transformada de Fourier es

- i i d*p
lim [ e~ =¥ = lim // —ip(z—y) dpo ;
e—0 p? —m?2 + e ( 277 e—0 — w3 +ie (2m)4 po

viendo el integrando como funcién de py tiene polos en pg = 4 (wp — i€).Si 2° — y° > 0 uno

puede calcular esto cerrando el contorno por debajo con la curva Cr de manera tal de que la

—iR(z°—y")(cos O+isin 0)

integral sobre la semi-circunferencia tienda a cero (e — 0 cuando

R —oosim <0 <2m).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Im po 1
Do ®
Re po
o pi
Cr
R(cosf + isin6)

Circuito de integracién Cr para z° > 3°. Dado que, por el teorema de la curva de Cauchy, no
importa cémo deformemos la curva de integracidén siempre obtendremos como resultado el residuo en
el polo encerrado, muchas veces lo que se hace es directamente eliminar el € (con lo cual los polos
quedan en el eje real) y definir la integral en el plano complejo de manera tal de evitar los polos, por
abajo del p; y por arriba del p{.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Contorno para la D
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi encerramos al polo pg' y usando el teorema de residuos la integral resulta

; 4
lim [ e~ PE=y) ! d’p
=0 p? —m? +ie (2m)4
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi encerramos al polo par y usando el teorema de residuos la integral resulta

; 4
lim [ e~ PE=y) ! d’p
=0 p? —m? +ie (2m)4

= lfm lfm / /e—ip(”—w ‘ “’p dpo
e—>0 R—00 Jo . p3 — p? —m? +ie (2m)*
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi encerramos al polo par y usando el teorema de residuos la integral resulta

. i d*p
I —ip(z—y)
0 ) € p? —m? +ie (2m)4

= lfm lfm / /e—ip(”—m ‘ “’p dpo
e—>0 R—00 Jo . p3 — p? —m? +ie (2m)*

=lfim lim —2mi(py — pg) / e~ P@=y) ! _ ’p
<=0 pospyf pg — p? — m? +ie (2m)*
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Asi encerramos al polo p;{ y usando el teorema de residuos la integral resulta

. i d*p
I —ip(z—y)
0 ) € p? —m? +ie (2m)4

= lfm lfm / /e—ip(”—m ‘ “’p dpo
e—>0 R—00 Jo . p3 — p? —m? +ie (2m)*

=lfim lim —2mi(py — pg) / e~ P@=y) ! _ ’p
<=0 pospyf pg — p? — m? +ie (2m)*

3
— /e*ip(m*y)i d’p
2wp (27)3°

donde usamos que p3 — p? — m? +ie = (po — pg ) (Po — Py ).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Andlogamente si 29 < y° podemos calcular

<é*<y>$<x>>:/ <>(dP/<>p i dip

27)3 2wy, —m? + ie (2m)*

donde la dltima igualdad se obtiene haciendo un cuenta andloga cerrando el contorno por
arriba.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Andlogamente si 29 < y° podemos calcular

<é*<y>$<x>>:/ <>(dP/<>p i dip

27)3 2wy, —m? + ie (2m)*

donde la dltima igualdad se obtiene haciendo un cuenta andloga cerrando el contorno por
arriba.

Asi obtenemos entonces
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Muestre que se cumple (O, +m?)D(x — y) = —ié*(x — y).
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Muestre que se cumple (O, + m?)D(x —y) = —ié*(x — y).

Finalmente podemos ver que el propagador es una funcién de Green de la ecuacién de
movimiento calculando

(O, + m?) D(z — y) = lim [ e rle—v) d'p
e V=) C p? —m? +ie (2m)*
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Muestre que se cumple (O, + m?)D(x —y) = —ié*(x — y).

Finalmente podemos ver que el propagador es una funcién de Green de la ecuacién de
movimiento calculando

(Ou +m?) Dl —y) = lim [t 1 4P
@z V=N C p? —m?2 +ie (2m)4
. ] ) ; d*p
=i eyt 2 ,—ip(z—y) L
50 {( e p2—m2+ie+m ¢ p? —m? +ie| (2m)*
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Muestre que se cumple (O, + m?)D(x —y) = —ié*(x — y).

Finalmente podemos ver que el propagador es una funcién de Green de la ecuacién de
movimiento calculando

(O, + m?) D(z — y) = lim [ e rle—v) d'p
e V=) C p? —m? +ie (2m)*

L m2eip(@—y) : d'p
p? —m?2 + ie p? —m? +ie| (2m)*

R Py .
z—z/e p( y)wz—z64(x—y).
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Cuantizacion del campo escalar complejo
Veamos como se relaciona esto con la funcién de Pauli-Jordan

b(2), & (y)] = iA( — y) = / <dp (et — gintan)

27)32wp
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Veamos como se relaciona esto con la funcién de Pauli-Jordan

b(2), & (y)] = iA( — y) = / <dp (et — gintan)

27)32wp

Si tomamos el contorno para la A

Im Po

1N
1

€Po

j==) |
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos

/ d4p e~z B / dpo / d3p e~ T 7 / de / d3p e~z
c2mip2—m2  Jo(2m) ) @n)dpt—-p2-m2 Jo (2m) ) (2m)3pE — w?

17/22



Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos

/ d4p e~z B / dpo / d3p e~ T 7 / dpo / d3p e~z
¢ (2m)% p2 — m?2 c (2m) ) (2m)3 p2 — p2 — m? c 2m) ) (2m)3 p§ — w3

:/(;ij;él(—zm‘) {(po—wp)em +(p0+”p)5l ]

2 2| = 2| =—
Py — wp PoTr py —wp PO
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos

/ d4p e~z B / dpo / d3p e~ T 7 / dpo / d3p e~z
¢ (2m)% p2 — m?2 c (2m) ) (2m)3 p2 — p2 — m? c 2m) ) (2m)3 p§ — w3

d3p efip:r efipa:
/ (2#)4( i) l:(po wp)p% — wg |P0=Wp + ot wp)pg — W;Q) |p0=—wp]
d3p ) e—ipw eipw ) d3p e—ipx eipac
B / (2m)* (~2mi) { 2wp (QWP)} =) (2m)3 { 2wp - (2wp)} = 4@
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Vimos que A(x) =0si (x —y)2 <0

Lo — Yo

Ix — y|
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Si definimos

D~ y) 1= 0z ~ ) 0] [9(x), 61 (1)] 10) = 0(=° ~ 4") Al ~ 1)
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Si definimos

Dp(w—y) = 0(z° —5°)(0] |

<
—
8
~
<
gl
—~
<
~
[E—
<
=
I
>
—~
8
o
I
<
o
~—
P>
—
8
I
<
~—

Contorno para la Dg
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos que aplicando el operador de Klein gordon obtenemos

(00, +m?), Dilx —y) = (90,6(«° —4°)) (0] [3(x). &' (w)] [0)
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos que aplicando el operador de Klein gordon obtenemos
(090 +m?), Dr(w —y) = (0"9,0(" — y")) (0] [4(2). 6 ()] [0)

+2(9"0(x° — y") 9,(0] [$(2), ' (9)] 10) +0(a® — °) (99, +m?) (0] [ $(a). 6" (3) | |0)
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos que aplicando el operador de Klein gordon obtenemos
(090 +m?), Dr(w —y) = (0"9,0(" — y")) (0] [4(2). 6 ()] [0)
+2 (902" — ")) 0,01 [9(2), 6 (1)] 10) + 0(a° — 4°) (90, + m?) (0] [d(2), 67 (w)] I0)

= (0°008(a" 1)) (0] [(2). 6 ()] 10) +2 (80" = ")) (0] [ B(a), 20! ()] 0) + 0
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos que aplicando el operador de Klein gordon obtenemos
(090 +m?), Dr(w —y) = (0"9,0(" — y")) (0] [4(2). 6 ()] [0)
+2(9"0(x° — y") 9,(0] [$(2), ' (9)] 10) +0(a® — °) (99, +m?) (0] [ $(a). 6" (3) | |0)
= (0°008(a" 1)) (0] [(2). 6 ()] 10) +2 (80" = ")) (0] [ B(a), 20! ()] 0) + 0

= (~00(2° — ") (0] [4(x), 6T (1) 10) + 2 (=3(a" = 4°)) (0] [ (), 7(») ] I0)
= 6(2° = 4")(0] [$(2), 0081 (9)] 10) + 2 (=3(a® = ")) (0] [d(), 7#()] [0)
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Tenemos que aplicando el operador de Klein gordon obtenemos
(090 +m?), Dr(w —y) = (0"9,0(" — y")) (0] [4(2). 6 ()] [0)
+2(9"0(x° — y") 9,(0] [$(2), ' (9)] 10) +0(a® — °) (99, +m?) (0] [ $(a). 6" (3) | |0)
= (0°008(a" 1)) (0] [(2). 6 ()] 10) +2 (80" = ")) (0] [ B(a), 20! ()] 0) + 0

= (~00(2° — ") (0] [4(x), 6T (1) 10) + 2 (=3(a" = 4°)) (0] [ (), 7(») ] I0)
= 6(2° = 4")(0] [$(2), 0081 (9)] 10) + 2 (=3(a® = ")) (0] [d(), 7#()] [0)

= =3 = ) 0] [d(x), 7(y)] 10) = ~i6" (& — )
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Cuantizacion del campo escalar complejo

Entonces Dg(x — y) es una funcién de Green retardada.

bz —w

[x =yl

De la misma manera D a(x — y) := 0(y° — 2°)(0| [é(m),qﬁ(y)} |0) es una funcién de Green
retardada.
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Cuantizacion del campo escalar complejo

El campo escalar complejo posee dos grados de libertad que dan lugar a dos tipos de
particulas con la misma masa y cargas opuestas, particulas y anti-particulas.

Para el campo escalar real que vimos las clases pasadas las particulas coinciden con las
antiparticulas (el campo escalar real no tiene carga).

El propagador
i d*p
p? —m? +ie (2m)?

D(z — ) = (0|T(¢(2)dt (y))]0) = / o—ip(@=)

es una funcién de Green del campo escalar.

La funcién A A
Dp(z —y) = 0(z" — y°)(0[[¢(x), &' ()]]0)

es una funcién de Green retardada del campo escalar.
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