Campos - Practica

Ecuaciones de onda relativistas.
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Ecuacion de Klein-Gordon

Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intencidén de obtener
una ecuacién cudantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacién de Schrodinger que
podemos escribir como

. 22N
Hp=|-—+V 1
b= VY (1)
donde H = id, y P=—iv, y que como notaran se basa en la expresidn cldsica de la energia

E=P2/2m+V.
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Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intencidén de obtener
una ecuacién cudantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacién de Schrodinger que

podemos escribir como

R P2 R
Hp=|-—+V 1
b= VY (1)
donde H = id, y P=—iv, y que como notaran se basa en la expresidn cldsica de la energia

E = P%/2m + V. La idea entonces para generalizarla fue utilizar la expresién relativista
E? = P2 + m? promoviendo los escalares a operadores y aplicandola a una funcién para llegar
a(—H*+ P2+ m?)¢=0.
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Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intencidén de obtener
una ecuacién cudantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacién de Schrodinger que
podemos escribir como

. 22N
Hpy=|—+V 1
v={5-+V]v 1)
donde H = id, y P=—iv, y que como notaran se basa en la expresidn cldsica de la energia
E = P%/2m + V. La idea entonces para generalizarla fue utilizar la expresién relativista

E? = P2 + m? promoviendo los escalares a operadores y aplicandola a una funcién para llegar
a (—H? + P2 +m?)¢ = 0.Si reemplazamos las relaciones anteriores para H y P obtenemos la
ecuacién de Klein-Gordon

Ho—Vo+m*ep=0, (0"0,+m*)gp=0, (O+m?)¢=0
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Ecuacion de Klein-Gordon

Recordemos que la ecuacién de Klein-Gordon surge originalmente con la intencidén de obtener
una ecuacién cudantica relativista. Para ese entonces se conocia la ecuacién de Schrodinger que
podemos escribir como

Hy = <P2+V>¢ (1)

2m

donde H = id, y P=—iv, y que como notaran se basa en la expresidn cldsica de la energia
E = P%/2m + V. La idea entonces para generalizarla fue utilizar la expresién relativista

E? = P2 + m? promoviendo los escalares a operadores y aplicandola a una funcién para llegar
a (—fI2 + P2+ m?)¢ = 0.Si reemplazamos las relaciones anteriores para H y P obtenemos la
ecuacién de Klein-Gordon

Ho—Vo+m*ep=0, (0"0,+m*)gp=0, (O+m?)¢=0

Datos ¢(x,t = 0) = ¢g y d(x,t = 0) = ¢y
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Ecuacion de Klein-Gordon

Invariancia de Poincaré de la ecuacidn
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Ecuacion de Klein-Gordon

Invariancia de Poincaré de la ecuacidn

Notaremos a ¢(t, x,y, z) como ¢(z#).

Veamos que si esta funcién satisface la ecuacién de Klein-Gordon
(n“”@uayqﬁ + m2¢5) (z7)=0 Vax (2)

entonces ¢(Afz” + a”) también lo hace.
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Ecuacion de Klein-Gordon

Tenemos que reemplazar en la ecuacién y ver que se anula

(77””8“81, + m2) (¢(Agx” + a")) (3)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Tenemos que reemplazar en la ecuacién y ver que se anula

(77“”8“81, + m2) (¢(Agx” + a")) (3)

— 18,0, (d(AJ2” + %)) + m2$(AG2* + a”) (4)
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= 0, (A2 (By2°) (0a) (A2 +a)) +mPG(AZ2P +a?). (5)
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=" 8,0, (p(Aga? +a”)) + m*¢(AJz" + a”) (4)
= 0, (A2 (By2°) (0a) (A2 +a)) +mPG(AZ2P +a?). (5)

Usando que d,x” = ¢ (esta es la delta de kronecker de siempre, mantenemos la posicién de
los indices para recordar cémo se contraen)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Tenemos que reemplazar en la ecuacién y ver que se anula

(77“”3“81, + m2) (¢(Agxp + a")) (3)
=" 8,0, (p(Aga? +a”)) + m*¢(AJz" + a”) (4)
= 0, (A2 (By2°) (0a) (A2 +a)) +mPG(AZ2P +a?). (5)

Usando que d,x” = ¢ (esta es la delta de kronecker de siempre, mantenemos la posicién de
los indices para recordar cémo se contraen)

— 8, (A26Z (Dad) (AG2” + a%)) + m’G(AJa* + a”) (6)
= 18, (AS (8a0) (AZ2? +a”)) + m2G(AZa? + a”) (7)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Ahora recordemos que
ATpA =n = A A =n°P (9)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Ahora recordemos que
T _ appv AB _ afB
A nA - 77 = AMT]# Ay - 77 (9)

con lo cual tenemos
(8) = 0" (8a0s0) (AJz” + a”) + m*$(AJ2" + a”) =0 (10)

que es la ecuacién de Klein-Gordon solo que evaluada en el punto (Agxp + a%), pero como la
ecuacién vale para todo punto tenemos que se anula.
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Ecuacion de Klein-Gordon

Invariancia de Poincaré de la ecuacidn ante el grupo discreto de transformaciones C'y Py T
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Ecuacion de Klein-Gordon

Invariancia de Poincaré de la ecuacidn ante el grupo discreto de transformaciones C'y Py T

Recordemos la accién de estas operaciones para el caso del campo escalar

C(¢p(t,x)) = ¢*(t,x), Conjugacién (11)
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Recordemos la accién de estas operaciones para el caso del campo escalar

C (o(t,x)) = ¢*(t,x), Conjugacién (11)
P(¢(t,x)) = ¢(t, —x), Paridad (12)
T (¢(t,x)) = ¢(—t,x), Inversién temporal (13)

Queremos ver que dada ¢ solucién de la ecuacién de Klein-Gordon
n" 0,0, +m*p =0 (14)

¢* también es solucién.
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Ecuacion de Klein-Gordon

Invariancia de Poincaré de la ecuacidn ante el grupo discreto de transformaciones C'y Py T

Recordemos la accién de estas operaciones para el caso del campo escalar

C (o(t,x)) = ¢*(t,x), Conjugacién (11)
P(¢(t,x)) = ¢(t, —x), Paridad (12)
T (¢(t,x)) = ¢(—t,x), Inversién temporal (13)

Queremos ver que dada ¢ solucién de la ecuacién de Klein-Gordon
77“1/8,131/(15 + m2¢ =0 (14)
¢* también es solucién.Conjugando la ecuacién anterior tenemos

0= (nlwauayqb_i_ m2¢)* _ (n/w)* (9M81,¢* + (m2)* ¢ = n/wauau(zs* + m2¢* (15)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Derivando es facil ver que al transformar (¢, z,y,z) — (t,—x,y, z) tenemos

89% ((b(ta —Z,Y, Z))

—0, ((020) (t, —x,y, 2))
(020) (t,—x,y, 2)

(_1)2 (8181(25) (t, -, Y, Z) =
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Ecuacion de Klein-Gordon

Derivando es facil ver que al transformar (¢, z,y,z) — (t,—x,y, z) tenemos

0 (¢t —x,y,2)) = =0 ((020) (t, —2,y,2)) = (=1)* (020290) (t,—2,y,2) = (16)
= (aﬁqb) (ta Y, Z) (17)

y también
85 (¢(ta —T,Y, Z)) = (aj(b) (t7 —T,Y, Z) (18)
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y también
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Derivando es facil ver que al transformar (¢, z,y,z) — (t,—x,y, z) tenemos

0 (¢t —x,y,2)) = =0 ((020) (t, —2,y,2)) = (=1)* (020290) (t,—2,y,2) = (16)
= (aﬁqb) (ta Y, Z) (17)

y también
85 (¢(ta —T,Y, Z)) = (aj(b) (t7 —T,Y, Z) (18)

Luego usando que
(O +m?) ¢ = 0,0, — 93¢ — D¢ — 029 +m*p =0 (19)

y como los términos con dos derivadas no cambian (y la constante tampoco) ante reflexiones
de una coordenada es claro que la misma ecuacién sigue valiendo para ¢(t, —z,y, 2)

(D + m2) (¢(t7 -, Y, Z)) = ((D + m2) ¢) (t7 -, Y, Z) (20)
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Tratemos de entender qué es ¢.
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Tratemos de entender qué es ¢. jEs una funcién de onda?Supongomos entonces que ¢ es
complejo

Veamos que la corriente j, = —%(gp* ¢ — 90, ¢*) satisface la ecuacién de continuidad

0yj" = 0 si ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon.
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Tratemos de entender qué es ¢. jEs una funcién de onda?Supongomos entonces que ¢ es
complejo

Veamos que la corriente j, = —%(gp* ¢ — 90, ¢*) satisface la ecuacién de continuidad

0yj" = 0 si ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon.
- v .- i 174 * *
au]u = 77“ 8/1.71/ = —577” 8/1« (¢ auqb - ¢au¢ ) = (21)
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Tratemos de entender qué es ¢. jEs una funcién de onda?Supongomos entonces que ¢ es
complejo

Veamos que la corriente j, = —%(gp* ¢ — 90, ¢*) satisface la ecuacién de continuidad

0yj" = 0 si ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon.
- v .- i 174 * *
au]u = 77“ 8/1.71/ = —577” 8/1« (¢ auqb - ¢au¢ ) = (21)

- %n‘“’ (0406"0y ¢ + 6" 00y $ — $0,0,0" — 3¢, ") (22)

el primer y el Gltimo término se cancelan al contraer con n*¥ y nos queda

) U w *
Out = =5 (00" 0,06 — 61" 8,0,¢7) (23)
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Usando que el campo satisface la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que

" 0,0,¢ = —-m2¢ (24)

N 0,0,¢* = —m>¢* (25)
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Usando que el campo satisface la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que

n"0,0,0 = —m>¢ (24)
N 0,0,¢* = —m>¢* (25)
y reemplazando .
oy ¢ * * .
Oui" =m?35 (66 = 667) = | 9" =0 (26)
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Ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo

Usando que el campo satisface la ecuacién de Klein-Gordon tenemos que

n"0,0,0 = —m>¢ (24)
N 0,0,¢* = —m>¢* (25)
y reemplazando .
oy ¢ * * .
Oui" =m?5 (66 = 667) = | 9" = (26)

Evidentemente esto seguiria valiendo si la multiplicasemos por cualquier nimero complejo; sin
embargo, es facil ver que la unidad imaginaria es necesaria para que esta corriente sea real

Ju = —%Qilm (90*0u¢) =1m (¢"0,0) | (27)

9/30



Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Si tenemos soluciones de onda plana

by (z) = T2 (O +mHpr =0 = —ktk,+m?* =0, = ko= VkZ+m?2 (28)
“w
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Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Si tenemos soluciones de onda plana
bi(z) = T2 (O4+m?)py =0 = —kFk, +m* =0, = ko= Vk2+m2 (28)
entonces su corriente asociada es

) ) - - - -
G = =5 (010u6s — 620,0%) = —5 (59, eFH T — FHmg EH ) = (29)
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Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Si tenemos soluciones de onda plana
bi(z) = T2 (O4+m?)py =0 = —kFk, +m* =0, = ko= Vk2+m2 (28)

entonces su corriente asociada es

. 1 * * { k" x kY, ik"x, k",
Ji[ =3 (05.0,0+ — ¢+0,0%) = —3 (ei Fang, ek or _ (Fikar g oFik e, ) = (29)
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Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Si tenemos soluciones de onda plana

pi(x) =T (O4m)pe =0 = —kPk, +m? =0, = ko= Vk2+m2 (28)
I

entonces su corriente asociada es

. { * * i kY kY ik"x kY
Ji[ =3 (05.0,0+ — ¢+0,0%) = —3 (ei Faong, ek or _ o Fiko g oEik ) = (29)
_ 7% (eiik"x, (:Fik#)eq:ik”z,, _ Fikva, (dik,) 6:|:ik”z,,> _ (30)
=-3 ((Fik,) — (Liky,)) = Fky. (31)
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Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Tenemos entonces que jgﬁ = 7k = +v/k2 + m? que es positiva para las soluciones de
frecuencia negativa y negativa para las soluciones de frecuencia positiva.
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Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Tenemos entonces que jgﬁ = 7k% = 7vk2 + m?2 que es positiva para las soluciones de
frecuencia negativa y negativa para las soluciones de frecuencia positiva.Sin embargo, si

¢ =apy +bp, (32)
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Tenemos entonces que jgﬁ = 7k% = 7vk2 + m?2 que es positiva para las soluciones de
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¢ =aps +bo_, (32)

entonces
Ju=1m ((ady +bd_)" 9 (ady +bg)) = Im ((a*¢% +b"¢) D (ady +bo-))  (33)
(34)
= Im (|a* ¢80+ + BI040 + 1" ¢~ ad,ds + a"¢7b0,0-) (35)
(36)

=Im (|a]?¢%.0,0+) + Im (|b]*¢%0,0-) + Im (b* ¢ ad, ¢ + a* ¢’ bdud-) (37)
pero como ¢4 = ¢* , tenemos que (a*¢* b0, P )" = ap b 0,0* = adp* b*0,¢ entonces

Ju = lal5;; + 1675, +1m (Re (a*¢*00,0-)) = lal*j} + [b%), (38)
11/30



Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

Tenemos entonces que jgﬁ = 7k% = 7vk2 + m?2 que es positiva para las soluciones de
frecuencia negativa y negativa para las soluciones de frecuencia positiva.Sin embargo, si

¢ =aps +bo_, (32)

entonces
Ju=1m ((ady +bd_)" 9 (ady +bg)) = Im ((a*¢% +b"¢) D (ady +bo-))  (33)
(34)
= Im (|a* ¢80+ + BI040 + 1" ¢~ ad,ds + a"¢7b0,0-) (35)
(36)

=Im (|a]?¢%.0,0+) + Im (|b]*¢%0,0-) + Im (b* ¢ ad, ¢ + a* ¢’ bdud-) (37)
pero como ¢4 = ¢* , tenemos que (a*¢* b0, P )" = ap b 0,0* = adp* b*0,¢ entonces
Ju = lal’j; + b, +1m (Re (a*¢369,6-)) = |al*5 + b5, (38)

. 11/30
y en particular



Ecuaciéon de Klein-Gordon para un campo complejo

iPor qué es importante esta observacién de que jo no tiene un signo bien definido?
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iPor qué es importante esta observacién de que jo no tiene un signo bien definido?

Schédinger tenfa 1(x,t) funcién de onda con corriente conservada
= g (6 VY — YTY) (40)
I~ omi

%m(x,t)\? +V.j=0 = /d3:c|¢(x,t)|2 =1 Wt (41)
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Schédinger tenfa 1(x,t) funcién de onda con corriente conservada
= g (6 VY — YTY) (40)
I~ omi

%m(x,t)\? +V.j=0 = /d3:c|¢(x,t)|2 =1 Wt (41)

Al notar que la ecuacién para j es idéntica a j, con = 1,2,3 (a menos de un factor) y que
tiene su ecuacidén de continuidad, uno se ve tentado de interpretar a ¢ como una funcién de
onda con una densidad de probabilidad dada por jg.
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iPor qué es importante esta observacién de que jo no tiene un signo bien definido?

Schédinger tenfa 1(x,t) funcién de onda con corriente conservada
= g (6 VY — YTY) (40)
I~ omi

%m(x,tﬂ? +V.j=0 = /d3:c|¢(x,t)|2 =1 Wt (41)

Al notar que la ecuacién para j es idéntica a j, con = 1,2,3 (a menos de un factor) y que
tiene su ecuacidén de continuidad, uno se ve tentado de interpretar a ¢ como una funcién de
onda con una densidad de probabilidad dada por jg.

Sin embargo, lo que este ejercicio nos dice es que esto no es posible, pues si asi fuera jg
deberia ser definida positiva o negativa (si fuese negativa podriamos redefinir a j,
multiplicandola por —1 y hacerla positiva) para definir correctamente una probabilidad (que por
definicién es no negativa).
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Ecuacion de Dirac

Dos de los problemas anteriores podrian ser resueltos con una ecuacién de primer orden puesto
que no necesitariamos dar gf)o y permitiria potencialmente eliminar el cuadrado que permite
energias negativas en la relacién de dispersién anterior (de manera tal que

E = \/p*+m?>0).
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que no necesitariamos dar gf)o y permitiria potencialmente eliminar el cuadrado que permite
energias negativas en la relacién de dispersién anterior (de manera tal que

E = /p? +m? > 0).Esto motivé a Dirac a buscar un operador lineal

O = (iv°0; + iy 0, + 1720, + iv30,) tal que 0% = V2 — 97 ~ E? — p? = m?,de esta relacién
se deducen relaciones de conmutacién entre v°, v, 42 43 que determinan el

dlgebra de Dirac: | {+*, 7"} = 27" 14x4 (42)

ecuacién de Dirac: | (i9#0, —m)¥ =0, (43)

con y* € C**4y ¥ € C*.
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Ecuacion de Dirac

La representacion de Dirac de este algebra viene dada por

d 0 0 oF
70:[0 (Id)]’ Vk:lak 0]
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Ecuacion de Dirac

Por la construccién anterior una solucién de la ecuacidon de Dirac lo es también de
Klein-Gordon. Veamoslo
— (i
0= (iv"0p —m)¥ (44)
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Ecuacion de Dirac

Notemos que la simplicidad que ganamos al tener ahora una ecuacién lineal la perdimos en que
W ya no es un escalar como lo era ¢p. Ahora ¥ es un vector, lo que significa que al hacer una
transformacién de Lorentz no sélo debemos transformar el punto en el que se evalia, sino

ademads también las componentes de su vector.
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Notemos que la simplicidad que ganamos al tener ahora una ecuacién lineal la perdimos en que

W ya no es un escalar como lo era ¢p. Ahora ¥ es un vector, lo que significa que al hacer una

transformacién de Lorentz no sélo debemos transformar el punto en el que se evalia, sino

ademads también las componentes de su vector.

(Recuerden que el campo eléctrico ante un rotacién es E/(r) = RE(R™'r))

D

AN

¥

(a) scalar field

&
AN

Y

(b) vector field
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Ecuacion de Dirac

El campo debe transformar como
U(z) = S(AN)T(A ™ ) |

donde S(A) es una representacién del grupo de Lorentz sobre las matrices de 4x4.
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Ecuacion de Dirac

El campo debe transformar como
U(z) = S(AN)T(A ™ ) |
donde S(A) es una representacién del grupo de Lorentz sobre las matrices de 4x4.

Ademas que la ecuacién de Dirac sea invariante de Lorentz tenemos

0 = (79, — m) S(A)T(A~'z) = S(A)S(A)~? (mu (A" a, - m) S(A)W(A~Lz)  (50)
0= S(A) (iS(A)*lfy“S(A) (A1) 0,0 — m\I!> (A1z) (51)

Necesitamos entonces que
S(A)TIS(A) (A7) =7 (52)
(de manera tal que al reemplazar obtengamos la ecuacién de Dirac
S(A™Y) (470, ¥ — m¥) (A~1x) = 0).Luego multiplicando (52) por A# y sumando sobre v
obtenemos
S(A)TI"S(A) = ALy (53)
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Ecuacion de Dirac

Lo que nos dice este ejercicio es que si queremos que la ecuacién de Dirac sea invariante ante
transformaciones de Lorentz, las matrices de Dirac deben transformar de manera covariante.
Esto es razonable, puesto que si queremos que la ecuacidn sea invariante de Lorentz el término
~v*0,, deberia ser invariante y dado que la derivada transforma como un vector covariante la

matriz gamma deberia transformar como uno contravariante.
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Ecuacion de Dirac

iQuién es S(A)?
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iQuién es S(A)?
Debe ser
S = ehBm”

9

con X, una representacién del dlgebra de Lorentz en 4x4 y tal que se satisfaga la relacién
anterior.

19/30
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iQuién es S(A)?
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iy, wh?
= 2 v
S=e \

con X, una representacién del dlgebra de Lorentz en 4x4 y tal que se satisfaga la relacién
anterior.
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Ecuacion de Dirac

iQuién es S(A)?
Debe ser

iy, wh?
= 2 v
S=e \

con X, una representacién del dlgebra de Lorentz en 4x4 y tal que se satisfaga la relacién
anterior.

Tomamos
1
Zpw = 7 s Wl

Pueden comprobar que satisface el dlgebra de Lorentz y veamos que se satisface la condicién
previa a primer orden en el pardmetro w"” de la transformaciéon de Lorentz A.
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Ecuacion de Dirac

Sea

S(A) = exp <;lew’“’) ~1-+ %lew‘“’ (54)

la matriz de transformacién de los espinores de Dirac a causa de una tranformaciéon de Lorentz
A del sistema de coordenadas (donde == significa a primer orden en w”").
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Ecuacion de Dirac

Sea

S(A) = €Xp <;lewlw) ~1+ %lewm/ (54)

la matriz de transformacién de los espinores de Dirac a causa de una tranformaciéon de Lorentz
A del sistema de coordenadas (donde = significa a primer orden en w*”).Entonces tenemos
que su transformacién inversa viene dada por

S(A)™h =exp (—;Eww’”> ~1- %Eww’“’. (55)
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Ecuacion de Dirac

Sea

S(A) = exp <;lew’“’) ~1+4 %lew‘“’ (54)

la matriz de transformacién de los espinores de Dirac a causa de una tranformaciéon de Lorentz
A del sistema de coordenadas (donde = significa a primer orden en w*”).Entonces tenemos
que su transformacién inversa viene dada por

i i
S(A)™! = exp (—QEWUJ’“’> ~1— iEww’“’. (55)
Ademds podemos expresar a A en términos de los generadores del grupo de Lorentz como

A = exp <;w‘7”Mgp> ~ 14 %wongp (56)
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Ecuacion de Dirac

Reemplazando en la relacién obtenida antes

Ay = S(8) S (A) (57)
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Ecuacion de Dirac

Reemplazando en la relacién obtenida antes

Ay = S(8) S (A) (57)

. ’U. . . .
(1 + ;w”ngp) N = <1 — ;Egpw‘”’> ~H (1 + ;Eapw"p> ~~ fy”—k% (P pwf — X pwPyH)
(58)
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Ecuacion de Dirac

Reemplazando en la relacién obtenida antes

Aby” = S(A) IS (A) (57)
i H i i i
(1 + 2w”ngp) N = <1 - 2Egpw‘”’> ~H (1 + 220,,@”) ~ fy”—|—§ (P pwf — X pwPyH)
’ (58)
(MUP)I;’YV = (’7“20p - ng’)/”) = [’7”5 Zap] . (59)
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Ecuacion de Dirac

Reemplazando en la relacién obtenida antes

Aly” = S(A)~'4*S(A) (57)
i " i i i
(1 + 2w”ngp) N = <1 — 2Egpw”p> ~H (1 + 220,,@”) ~ fy”—|—§ (P pwf — X pwPyH)
(58)

(MUP)I;’YV = (’7“20p - ng’)/u) = [’7”’ Zap] . (59)

Queda como ejercicio reemplazar las matrices M,, y ¥* que ya conocemos y la matriz 3,,
que nos dan en la expresidn anterior y ver que efectivamente el lado izquierdo coincide con el

derecho.
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Ecuacion de Dirac

La representacién del grupo de Lorentz (incluyendo paridad) de dimensién mds baja es una
suma directa de representaciones de espin %: (%,O) @ (0, %) Esta es la representacidn espinorial.
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Ecuacion de Dirac

La representacién del grupo de Lorentz (incluyendo paridad) de dimensién mds baja es una
suma directa de representaciones de espin %: (%,O) @ (0, %) Esta es la representacidn espinorial.

A fin de ver esto, consideremos la representacion quiral de las matrices de Dirac y mostremos

13 0

que una transformacién de Lorentz preserva espinores de la forma 0 y
X
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Ecuacion de Dirac

Como vimos antes los generadores de las transformaciones de espinores vienen dados por

. v, 7"] = ! (YA =) (60)

VA
Y= -
By 4
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Ecuacion de Dirac

Como vimos antes los generadores de las transformaciones de espinores vienen dados por

/L. 17 Z 174 17
Ew =7 0= (0 =), (60)
Notemos que
0 A 0o ¢| | AD 0
B 0 D 0 0 BC
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Ecuacion de Dirac

Como vimos antes los generadores de las transformaciones de espinores vienen dados por

? v Z v v
Y = 7 Y, 7"] = 1 (Y =) . (60)

Notemos que

0 A
B 0

0 C
D 0

AD 0
0 BC

y, como las matrices 7* en esta representacién tienen justo esa forma tenemos que X, resulta
diagonal por bloques.
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Ecuacion de Dirac

Ademds dado que

Na
e}

exp(A
0 exp(B)
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Ecuacion de Dirac

Ademds dado que

A 0 exp(A) 0
exp = )
0 B 0 exp(B)
es claro que la transformacién S serd de la forma
i y A 0
S = exp <22”le‘ ) = 0 B
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Ecuacion de Dirac
Ademds dado que

A 0
0 B

es claro que la transformacién S serd de la forma
i A 0
S = exp <22Wuﬂ“’) = [ 0 B

Asi, dado un espinor l g 1 en el subespacio

T+:<

P 0 exp(B)

_ [ exp(A) 0

o O O
o O = O
~—
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Ecuacion de Dirac

Ademds dado que
A 0
0 B

es claro que la transformacién S serd de la forma
i A 0
S = exp <22Wuﬂ“’) = [ 0 B

Asi, dado un espinor l g 1 en el subespacio

exp

_ exp(A) 0
0 exp(B)

1 0
— 0 | 1
0 0
0 0
§ A0 § Ag
tend S = = eTt.
enaremos que [ 0 0 B 0 0
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Ecuacion de Dirac

Calcule los generadores A y B del Ejercicio 9 en esta representacion y verifique que los dos

tipos de espinores del inciso anterior corresponden a la representacion (%, 0) y (0, %)
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1
Ji = §€ijk§3jk (61)
K; =% (62)
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Ecuacion de Dirac

Recordemos que los generadores de rotaciones en esta representacién del dlgebra de Lorentz son

Sik = i [v7,7*] = % (VA" =) (65)
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Ecuacidon de Dirac
Recordemos que los generadores de rotaciones en esta representacién del dlgebra de Lorentz son

Sik = i [v7,7*] = % (77"

) 0 od 0 ok 0 ok 0 ol
o st o t]) o
{ —algk 0 —ogkgi 0
1 ([ 0 —olok 1 a l 0 —okgl ]) (67)

—7F47) (65)
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Ecuacion de Dirac

Recordemos que los generadores de rotaciones en esta representacién del dlgebra de Lorentz son

Sik = i [v7,7*] = % (VA" =) (65)

i | okgd —gighk 0 1 o' 0
i , , = — i€ 68
4 [ 0 okbai — gigh 4 Yk 0 o (68)
1 gt 0
— ehii , 69
26k] [ 0 0_1 ‘| ( )
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Ecuacion de Dirac

Mientras que los generadores de boosts estan dados por
i

Yio = 1 [, 7°] =

(l—i" C(f;H(l)H_“éH_ii ‘BD ()

(v'4° = 7"4) (70)

IS N
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Ecuacion de Dirac

Mientras que los generadores de boosts estan dados por

Sio = % [v,7°] = % (v'1° = 7*+°) (70)
Al e s]) e
e e
=30 %] ™
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Ecuacién de Dirac
Reemplazando esto en (61) tenemos

1 1 c? 0
Jq; = §eijk2jk = Zeijkeqjk [ 0 o4 ] (74)
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1 1 c? 0
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1 ot 0 116 0
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Ecuacién de Dirac
Reemplazando esto en (61) tenemos

1 1 c? 0
Jq; = §eijk2jk = Zeijkeqjk [ 0 o4 ] (74)

1 ot 0 16 0
=-2 | == ) 75
4 [ 0 o ] 2 l 0 o° ] (75)

il ot 0
Ki:EiO:2l 0 —of ‘| (76)

donde usamos que €;,€qjk = 204
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Ecuacion de Dirac

y en virtud de (63) obtenemos

N =
Y

o 0 il ot 0
[0 Ui]_ZQlO —O’i‘|> (77)
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Ecuacion de Dirac

y en virtud de (63) obtenemos

1 , 1{1[ o 0 ilo 0
A’_z(‘]’_lKi)_2<2[o az]‘@g 0 _giD (77)
1 ot 0 ot 0 1 _O'Z 0
— - : - - 78
4([ 0 o | ] o —alD 21 0 01 (78)
1 1 (1] 6% 0 o 0
B, = (J;+iK;) == | = L .
i|= 5 (i iKi) 2(2[ 0 o | T2 0 JD (79)

29/30



Ecuacién de Klein-Gordon

(n"" 0,0, + m?)¢ =0
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Ecuacién de Klein-Gordon

(nwauav + mZ)(b =0

e Es una ecuacién diferencial de segundo orden.
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e Es una ecuacién diferencial de segundo orden.
Posee invariancia ante el grupo de Poincaré y transformaciones C, Py T.

¢ es un escalar (representacién del grupo de Lorentz del tipo (0,0)).

No define una funcién de onda.

Ecuaciéon de Dirac

(iv"0, —m)¥ =0

e Es una ecuacién diferencial de primer orden.

Posee invariancia ante el grupo de Poincaré.

W es un vector complejo de 4 componentes y cada componente satisface Klein-Gordon.
e U =V, + Vg es un espinor de Dirac (corresponde a (35,0) & (0, 1)).
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Ecuacién de Klein-Gordon

(n"" 0,0, + m?)¢ =0

e Es una ecuacién diferencial de segundo orden.

Posee invariancia ante el grupo de Poincaré y transformaciones C, Py T.

¢ es un escalar (representacién del grupo de Lorentz del tipo (0,0)).
No define una funcién de onda.

Ecuaciéon de Dirac

(iv"0, —m)¥ =0

e Es una ecuacién diferencial de primer orden.

Posee invariancia ante el grupo de Poincaré.

W es un vector complejo de 4 componentes y cada componente satisface Klein-Gordon.
U = WU + ¥k es un espinor de Dirac (corresponde a (3,0) & (0, 3)).

29
Las componentes W, y W r no cambian ante transformaciones de Lorentz.
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