Campos - Priactica

Simetrias globales. Funcién de dos puntos. Propagador.
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Simetrias globales
En clases pasadas vimos que la ecuacién de Dirac es invariante ante transformaciones del grupo

de Poincaré, lo cual a través del teorema de Noether da lugar a corrientes conservadas a partir
de las cuales se pueden hallar constantes de movimiento.
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Simetrias globales

En clases pasadas vimos que la ecuacién de Dirac es invariante ante transformaciones del grupo
de Poincaré, lo cual a través del teorema de Noether da lugar a corrientes conservadas a partir
de las cuales se pueden hallar constantes de movimiento.En la teoria cldsica vimos que la
corriente conservada ante traslaciones era el tensor de energia-impulso

e = 970",

Dirac

cuyas cargas conservadas eran la energia y el momento lineal

H = / 020 d3x = / ipy? 0% d®x

P'= / Ofacd’x = / iy 0" pd’x.
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Simetrias globales

En clases pasadas vimos que la ecuacién de Dirac es invariante ante transformaciones del grupo
de Poincaré, lo cual a través del teorema de Noether da lugar a corrientes conservadas a partir
de las cuales se pueden hallar constantes de movimiento.En la teoria cldsica vimos que la

corriente conservada ante traslaciones era el tensor de energia-impulso
Ky s Y
aDirac - “/)'Y 9 w’
cuyas cargas conservadas eran la energia y el momento lineal

H = / 020 d3x = / ipy? 0% d®x

P'= / Ofacd’x = / iy 0" pd’x.

Al cuantizar estas magnitudes se convertian en operadores

= [ w3 (55 +dildy)

s=1,2
P [an Y o (i + dyidy).
s=1,2

2/18



Simetrias globales

(Practica 4, Ejercicio 48) Escriba la expresion cldsica de la carga conservada asociada a la
simetria de rotacion e identifique la parte que genera la rotacién intrinseca del espinor. Halle su
version cudntica y verifique que un estado de la forma I;ST |0) o dAf)T |0) transforma como un
objeto de espin % ante rotaciones.
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(Practica 4, Ejercicio 48) Escriba la expresion cldsica de la carga conservada asociada a la
simetria de rotacion e identifique la parte que genera la rotacién intrinseca del espinor. Halle su
version cudntica y verifique que un estado de la forma I;ST |0) o JST |0) transforma como un
objeto de espin % ante rotaciones.

Recordemos que al estudiar la versidn clasica de la ecuacién de Dirac obtuvimos la carga
conservada ante transformaciones del grupo de Lorentz

gﬂ = / [maeg — 2500 + 7 Tapv] d*x

n%

Dirac €l tensor de energia-impulso.

siendo 6
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Recordemos que al estudiar la versidn clasica de la ecuacién de Dirac obtuvimos la carga
conservada ante transformaciones del grupo de Lorentz

gﬂ = / [maeg — 2500 + 7 Tapv] d*x

n%

Dirac €l tensor de energia-impulso.

siendo 6

En particular, la carga conservada ante rotaciones correspondia a tomar a, 5 = 1,2,3 y estaba
asociada al momento angular del campo. Para ver esto, si definimos
1

1 - 1
(D = §6iij?j = €ijk /($i99+§¢7021j¢)d3x = €ijk /($i2¢703j¢+§1/}’702ij¢)dsx (1)

(S = €ijuis (2)
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Simetrias globales

Tenemos que el momento angular viene dado por

J=L+S (3)
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Tenemos que el momento angular viene dado por

J=L+S (3)

donde
L:= / P [x x iV]pd®x (4)
s.f/qp 5 dd’x. (5)
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Simetrias globales

Tenemos que el momento angular viene dado por

J=L+S8 (3)

donde
L:= / P [x x iV]pd®x (4)
S.f/w ~dx. (5)

Para entender mejor qué representan fisicamente estos términos en la teoria cuantica
comencemos expandiendo a los campos en ondas planas

/ / Z / X % p 7’1‘ rT( ) ip’xbgus(p)efipm + dglvrT(pl)efip’a:b]spus(p)efip:c
r,s=1,2

br’r r’r( ) ip’ md;TUS(p)eipz _ d;/,ur’r(p/)efip’zd;'rvs(p)eipz)dB‘x (6)

4/18



Simetrias globales

Tenemos que el momento angular viene dado por

J=L+S8 (3)

donde
L:= / P [x x iV]pd®x (4)
S.f/w ~dx. (5)

Para entender mejor qué representan fisicamente estos términos en la teoria cuantica
comencemos expandiendo a los campos en ondas planas

/ / Z / X % p 7’1‘ rT( ) ip’xbgus(p)efipm + dglvrT(pl)efip’mb]spus(p)efipz

r,s=1,2
br’r r’r( ) ip’ zd;'r,us (p)eipz _ d;’UTT (p/)efip zd;'r,us (p)eipz)dB‘x (6)

= / / Z / —X X p(bgb;us(p)ur]“(p/)e—i(p—p’)m + d;/b;us(p)vﬂ(p/)e_i(p‘i‘Pl)I
p ’

—b:fdfju“(p') (p ) i(p+p')z dr d@T TT( ) s(p)ei(p—P’)z)dSX_ (7)
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Simetrias globales

Si ahora tomamos el valor medio sobre un estado de una particula d;'|0) sélo sobreviven los
términos con df’j y obtenemos

(L) = (g [ R Gy ot ) at) = [ [xoxp (-2p) i

= —/x X p(27lr)3d3x7 (8)

que podemos reconocer como el momento angular orbital de un particula cuya amplitud de

probabilidad se distribuye uniformemente sobre todo el espacio.
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Simetrias globales

Si ahora tomamos el valor medio sobre un estado de una particula d;'|0) sélo sobreviven los
términos con df’j y obtenemos

6L = (g [ X% Pt ) ) = [ [xxpi-) gt
- —/x X p(27lr)3d3x7 (8)

que podemos reconocer como el momento angular orbital de un particula cuya amplitud de
probabilidad se distribuye uniformemente sobre todo el espacio.

Veamos ahora qué rol cumple el otro término

S :/w*iwd&

r{ps, T i s —i(p—p')z T 1.8 ,.T X s —1 N
:// / (b Tb f(p 2u (p)e~"p=7) +dh by T(p/)gu (p)e~HP+P)
PYIP =12

—

’

T 3st, T E s 7 rgst,,r Y s i(p—p")x\ <
b () 5" ) T - dy di T () Gt (p)e! ) dx (9)
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Simetrias globales

Ahora podemos integrar sobre x para formar deltas de Dirac y luego eliminarlas con la integral
sobre p’

s=/ ] 2
pJ/p’

T S T S I T S T E S
> (OPbpu () St (p) (2m)36(p — B) + diy by () S (p) (2m)° 6(p + )
r,s=1,2

—

| My

a S T E S ™ S ‘s
+ bl dglu™ (0) 5 0% (p) (2m)° 6(p + D) + dp dgf" ()
_ [ & 2

5 5
br]‘bs rt s dr b rt_ A2
2w T,;,z(p pu (P) 5 (P) + dmpbpr (7))

v*(p) (27)° 5(p — P'))

u®(p)

—

—

Tt st T Y s - 38T, T Y s
+ 0 dstu "(=p)5v*(p) + dydifv™ (p) 0" (p))-
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Simetrias globales

Veamos cémo actla dicho operador sobre el estado bgT|O>, es decir, el estado de una particula
de tipo b con momento nulo (en ese caso, actuar con S es lo mismo que actuar con J ya que la
parte de L no contribuye porque p = 0).
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Simetrias globales

Veamos cémo actla dicho operador sobre el estado bgT|O>, es decir, el estado de una particula
de tipo b con momento nulo (en ese caso, actuar con S es lo mismo que actuar con J ya que la
parte de L no contribuye porque p = 0).En lugar de hacer la cuenta directa, que involucraria
tratar con la forma explicita de las soluciones u y v, vamos a notar que

s 10y = [s.087] 10) + bS[0} = [8,58] 10). (11)

ya que S|0) = J|0) = 0.
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tratar con la forma explicita de las soluciones u y v, vamos a notar que

s 10y = [s.087] 10) + bS[0} = [8,58] 10). (11)

ya que S|0) = J|0) = 0.Esto es asi porque J es un generador del algebra de Lorentz y como la
teoria tiene invariancia de Lorentz, el vacio es invariante

em]"'|0> =[0) = |0) +iaJ’|0) + ... =|0), (12)

de donde sale que todos los términos con potencias distintas de « (que es un pardmetro
arbitrario) deben anularse.
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s 10y = [s.087] 10) + bS[0} = [8,58] 10). (11)

ya que S|0) = J|0) = 0.Esto es asi porque J es un generador del algebra de Lorentz y como la
teoria tiene invariancia de Lorentz, el vacio es invariante

em]"'|0> =[0) = |0) +iaJ’|0) + ... =|0), (12)

de donde sale que todos los términos con potencias distintas de « (que es un pardmetro
arbitrario) deben anularse.En particular

J0) =0. (13)
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Simetrias globales

Para seguir con la cuenta (11) es necesario calcular {S,bgT}, para lo que va a ser necesario
escribir el conmutador en términos de anticonmutadores.
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Simetrias globales

Para seguir con la cuenta (11) es necesario calcular {S,bgT}, para lo que va a ser necesario
escribir el conmutador en términos de anticonmutadores.De los cuatro términos que salen de
hacer esta cuenta sélo dos son nulos, los dados por

(33 081 | = 8,00 (D)3 (14)
|47 b W8 | = 6000 (D), (15)
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Simetrias globales

Para seguir con la cuenta (11) es necesario calcular {S,bgq, para lo que va a ser necesario
escribir el conmutador en términos de anticonmutadores.De los cuatro términos que salen de
hacer esta cuenta sélo dos son nulos, los dados por

[b;jb;,bq*] — 5,,0% ()BT (14)
[dr pbf‘,,qu] = 54y0*(p)d" - (15)
Pero al actuar sobre el vacio sélo sobrevive el primero de ellos, entonces
sugilo) = [s.0f'] o) (16)
e 5 o
= /3 "(p) S u® (p)dsgd* (P)b}|0) = (17)
wp r,s=1,2 2
1 it
= — 0 18
o 2 107 O010) = (18)
_ 1 (), bat|o), (19)
2 ”1
r=1,2
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Simetrias globales

donde para llegar a la dltima linea usamos la expresién explicita de w y v, que se simplifica
considerablemente al tener p = 0, dando

(02w (0) = Y m(3),, - (20)
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Simetrias globales

donde para llegar a la dltima linea usamos la expresién explicita de w y v, que se simplifica
considerablemente al tener p = 0, dando

uTT(O)aus(O) = > m(d),,- (20)

Para convencerse de esta Ultima igualdad, les recomendamos que lo hagan una vez para alguna
de las componentes (por ejemplo, para X,).
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Simetrias globales

donde para llegar a la dltima linea usamos la expresién explicita de w y v, que se simplifica
considerablemente al tener p = 0, dando

(02w (0) = Y m(3),, - (20)

Para convencerse de esta Ultima igualdad, les recomendamos que lo hagan una vez para alguna
de las componentes (por ejemplo, para X,;). Tenemos finalmente

G or
syilo) = 3 Z4i0). (21)
r=1,2
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Simetrias globales

0
1
en el plano ortogonal a 7, una combinacién lineal x de estos estados cambia segun

1 . ‘
Luego tomando l 0 1 = by'10), = b27|0) tenemos que ante una rotacién de angulo 0

s
/ —i— Q0

X =e€ 2 ijx:e

Rk P 4. _i0n g
i— euka,X:e ZGJX:e zOnZX (22)
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Simetrias globales

0
1
en el plano ortogonal a 7, una combinacién lineal x de estos estados cambia segun

1
Luego tomando l 0 1 = by'10),

w

/ —i QY

X =e€ 2 ijx:e xX=e %

,i%eijkl]kx _ efi@J —i0n X

donde usamos las siguientes definiciones

Qs = €ijkJk
(O = e
6 :=10]
N
]

= b27|0) tenemos que ante una rotacién de angulo 0

(22)

(26)

y que Lb?ﬂO) = 0. La ecuacién (22) muestra entonces que adn particulas sin momento poseen

un momento angular intrinseco, el cual ante rotaciones genera que transformen como espinores.
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Simetrias globales

Resulta natural entonces asociar S al espin de las particulas. Noten que mientras en la
mecanica cuantica tradicional el espin debemos introducirlo a la fuerza considerando un
operador de momento angular intrinseco de dimensidn finita, aqui el espin surje naturalmente
de la invariancia relativista del campo de Dirac. Asi como el cdlculo de la carga conservada por
la simetria ante U(1) nos permiti6 dar una intepretacién de l;f) como operador de aniquilacion
de particulas y (f; de anti-particulas, aplicando S, encontramos

. 1. - 1.
s. (0110)) = +506710), s (8710)) = 5510y
- 1. = 1.
S. (d5'10)) = —5ds'10). 5. (d3710)) = +3da'10) (27)

de manera tal que podemos identificar al indice s en bg o dg) con las proyecciones de espin en z.

11/18



Funciones de dos puntos y propagadores

(Préctica 4, Ejercicio 49) Una transformacion de Poincaré dada por (A, a) tiene asociado un
operador unitario que actua en el campo de Dirac de la siguiente forma:

U A, a)pi(@)U (A, a) = Sij (A™)9;(Az + a)

siendo S la matriz que aparece en la transformacion de un espinor de Dirac. Muestre a partir
de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones
espacio-temporales pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.
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(0]¢pi ()95 (y)0) (28)
al realizar una traslacién (Id, a) tenemos que

S(d™ e (Id 2 4 a) = i(z +a) = UT(Id, a)p;(2)U(Id, a)
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operador unitario que actua en el campo de Dirac de la siguiente forma:

U A, a)pi(@)U (A, a) = Sij (A™)9;(Az + a)

siendo S la matriz que aparece en la transformacion de un espinor de Dirac. Muestre a partir
de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones
espacio-temporales pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

La funcién de dos puntos es por definicién
(Oli ()5 ()|0) (28)
al realizar una traslacién (Id, a) tenemos que
S(d™)gi(ld @+ a) = vz + a) = UT(1d, a)i(2)U (Id, a)
y por lo tanto la funcidn de dos puntos pasa a ser

(Ofi (2 + a)y; (y + )|0) = (O[UT(1d, a)ppi(x)U (1d, a)U™ (Id, a)h; (y)U (1d, a)|0) (29)
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y por lo tanto la funcidn de dos puntos pasa a ser
(Ofi(a + a)ip;(y + a)[0) = (O] (1d, a)epi(x)U (1d, a)U T (1d, a)3p; (y)U (1d, a) 0) (29)

y usando que el vacio es invariante ante transformaciones de Lorentz tenemos

(Ol¢i(z + a)ir(y + a)[0) = (O[bs(2)¢r()]0). (30) 12/18



Funciones de dos puntos y propagadores

Si la funcién de dos puntos fuese invariante ante transformaciones de Lorentz tendriamos

(Olti(Az + a)g (Ay + a)[0) = (0l4i(2)1q(y)|0), (31)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Si la funcién de dos puntos fuese invariante ante transformaciones de Lorentz tendriamos

(O[i (A + a)ihg(Ay 4 a)[0) = (O[i(2)1hq(y)|0), (31)
pero

(013 (MU (A, @)t (2)U (A, @) S35 (A) U (A, a)vog(y)U (A, @) 0) = (0li(2)q(y)[0),  (32)

(01545 (M) ; () S (M) ok (9)]0) = (0lhi(2)1q (y)]0), (33)

lo cual sélo vale si S;;(A) = 4,5, es decir, A = Id y la transformacién es una traslacién
espacio-temporal.Si bien esta funcién de dos puntos no es invariante ante transformaciones de
Lorentz, recordando lo que hicimos con los bilineales de Dirac podemos sospechar que una de

la forma (0 | 1 (x)1s(y) | 0) si lo sea.
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Funciones de dos puntos y propagadores

Considere la funcion de 2-puntos ordenada temporalmente
Sap(x —y) = —iT(0 | a(z)¥s(y) | 0)

1. Muestre que Sop(x —y) = (iv*0u + m)apAr(z —y), siendo Ap(x —y) el propagador de
Feynman del campo de Klein Gordon.
2. Halle la expresion integral en el espacio de momentos del propagador.
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Funciones de dos puntos y propagadores

Considere la funcion de 2-puntos ordenada temporalmente
Sap(x —y) = —iT(0 | Ya(2)Ps(y) | 0)
1. Muestre que Sop(x —y) = (iv*0u + m)apAr(z —y), siendo Ap(x —y) el propagador de
Feynman del campo de Klein Gordon.
2. Halle la expresion integral en el espacio de momentos del propagador.

Comencemos asumiendo que o > yg y calculemos

(0l (2)eb(y)10) (b3 u® (p)e™ ™" + d3fv® (p)e™™) x

~(/ WWMZ

eV o (p)eTY))(34)

< e 3/2@ 2 (tpi
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< e 3/2@ 2 (tpi

— <// d3pd3p/ bS bTJ[ S 'r( ) —i(px—p y) + dsTbT s( )ur(p/)ei(pm+p/y)
271-)3\/%\/% r,s=1,2
+ b;d;/us (p)r[—}r(p/)e*l(lmﬂrp y) + dijdg/vs(p),l—)r (p/)ez(pwfp y))>
(35)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Luego usando que
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Funciones de dos puntos y propagadores
Luego usando que

S LT — S ""T — S T — S TT — S T J—
(bby) = (bplont) = (didy,) = (difdrl) = (d3fdy,) = 0. (37)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Luego usando que

S LT — S ""T — S T — S TT — S T J—
(bby) = (bplont) = (didy,) = (difdrl) = (d3fdy,) = 0. (37)

obtenemos

3 .
(0l (2)¢(y)[0) = /(2:)31;%) Z (us(p)ﬂs(p)e—lp(ﬂc—y))

s=1,2

&Pp 1 . (e
:/(2w)3ﬁ(v‘pu+m)e ple=y)

]

dPp 1 .
— (iv" —ip(z—y) 33
("0, +m) / (2m)3 2wpe (38)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Andlogamente tenemos que

Pp 1 :
_ 76—14)(1/—-%)’ (39)
(2m)3 2wp,

OB () ()[0) = — (I8, +m) /
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Funciones de dos puntos y propagadores

Andlogamente tenemos que

Pp 1 )
_ 76—1@(1;—%)’ (39)
(2m)3 2wp,

OBW@[0) = - (170, +m) [
de donde concluimos

(01T¢(2) ¥ (y)]0) : = 8(x0 — yo) {0l () (1)|0) — B(yo — 20) (0] (y)¢(2)[0)

, Pp 1 —ip(y—
:(W%%+"U/(%$§;4€W@ym@b—wﬂ+elmyxm@o—ﬂm
o
= (iv"0, + m) Ap(z — y). (40)
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Funciones de dos puntos y propagadores

También serd atil mdas adelante reescribirla como

S(z —y) = (iy"8, +m) lim / e—iP(@=y) i d'p
' 0 p? —m? +ie (2m)*

— lim / wem,y) d'p

=0 ) p? —m? +ie (2

(41)
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Funciones de dos puntos y propagadores

También serd atil mdas adelante reescribirla como

: 4
— ) = (iv* 1 —ip(z—y) ¢ d’p
S(x—y) = (v"0u +m) ll_rg%/e P —mZ + i€ (2m)3
= lim / 10" pu £ m) m) e—irla—y) 2P (41)
e—=0 ) p2 —m?2 +ie (2m)4

Finalmente, podemos utilizar este resultado para notar que el propagador de Feynman
Sk(xz — y) es una funcién de Green de la ecuacién de Dirac

(iv"9, —m) S(x —y) = (iv"0y — m) (iv*0, + m) Ap(z — y) (42)
= —(0,0" + m®) Ap(z —y) = id(z — y). (43)
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Cuantizacion del campo escalar complejo

¢ Los estados de la forma BST |0) (o cZST |0)) transforman como un objeto de espin 3 ante
rotaciones. Los interpretamos como estados de una particula (o antiparticula) con
momento nulo y proyeccién de espin definida.
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