
Campos - Práctica

Simetŕıas globales. Función de dos puntos. Propagador.
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Simetŕıas globales

En clases pasadas vimos que la ecuación de Dirac es invariante ante transformaciones del grupo

de Poincaré, lo cual a través del teorema de Noether da lugar a corrientes conservadas a partir

de las cuales se pueden hallar constantes de movimiento.

En la teoŕıa clásica vimos que la

corriente conservada ante traslaciones era el tensor de enerǵıa-impulso

θµνDirac = iψ̄γµ∂νψ,

cuyas cargas conservadas eran la enerǵıa y el momento lineal

H =

∫
θ00Diracd

3x =

∫
iψγ0∂0ψd3x

P i =

∫
θ0iDiracd

3x =

∫
iψγ0∂iψd3x.

Al cuantizar estas magnitudes se convert́ıan en operadores

Ĥ =

∫
d3pωp

∑
s=1,2

(
b̂s†p b̂

s
p + d̂s†p d̂

s
p

)
P̂ i =

∫
d3p

∑
s=1,2

pi
(
b̂s†p b̂

s
p + d̂s†p d̂

s
p

)
.
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Simetŕıas globales

(Práctica 4, Ejercicio 48) Escriba la expresión clásica de la carga conservada asociada a la

simetŕıa de rotación e identifique la parte que genera la rotación intŕınseca del espinor. Halle su

versión cuántica y verifique que un estado de la forma b̂s†0 |0〉 o d̂s†0 |0〉 transforma como un

objeto de esṕın 1
2 ante rotaciones.

Recordemos que al estudiar la versión clásica de la ecuación de Dirac obtuvimos la carga

conservada ante transformaciones del grupo de Lorentz

Q0
αβ =

∫ [
xαθ

0
β − xβθ0α + ψ̄γ0Σαβψ

]
d3x

siendo θµνDirac el tensor de enerǵıa-impulso.

En particular, la carga conservada ante rotaciones correspond́ıa a tomar α, β = 1, 2, 3 y estaba

asociada al momento angular del campo. Para ver esto, si definimos

(J)k :=
1

2
εijkQ

0
ij = εijk

∫
(xiθ

0
j +

1

2
ψ̄γ0Σijψ)d3x = εijk

∫
(xiiψ̄γ

0∂jψ+
1

2
ψ̄γ0Σijψ)d3x (1)

(~Σ)k := εijkΣij (2)
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simetŕıa de rotación e identifique la parte que genera la rotación intŕınseca del espinor. Halle su
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Simetŕıas globales

Tenemos que el momento angular viene dado por

Ĵ = L̂ + Ŝ (3)

donde

L̂ :=

∫
ψ̂† [x× i∇] ψ̂d3x (4)

Ŝ :=

∫
ψ̂†
~Σ

2
ψ̂d3x. (5)

Para entender mejor qué representan f́ısicamente estos términos en la teoŕıa cuántica

comencemos expandiendo a los campos en ondas planas

L̂ =

∫
p

∫
p′

∑
r,s=1,2

∫
−x× p

(
br†p′u

r†(p′)eip
′xbspu

s(p)e−ipx + drp′vr†(p′)e−ip
′xbspu

s(p)e−ipx

− br†p′u
r†(p′)eip

′xds†p v
s(p)eipx − drp′vr†(p′)e−ip

′xds†p v
s(p)eipx

)
d3x (6)

=

∫
p

∫
p′

∑
r,s=1,2

∫
− x× p

(
br†p′b

s
pu

s(p)ur†(p′)e−i(p−p
′)x + drp′bspu

s(p)vr†(p′)e−i(p+p
′)x

− br†p′d
s†
p u

r†(p′)vs(p)ei(p+p
′)x − drp′ds†p v

r†(p′)vs(p)ei(p−p
′)x
)
d3x. (7)
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Simetŕıas globales

Si ahora tomamos el valor medio sobre un estado de una part́ıcula ds†p |0〉 sólo sobreviven los

términos con ds†p y obtenemos

〈: L : 〉 = 〈 1

(2π)32ωp

∫
x× p

(
: dspd

s†
p : vs†(p)vs(p)

)
d3x〉 =

∫ ∫
x× p (−2ωp)

1

(2π)32ωp
d3x

= −
∫

x× p
1

(2π)3
d3x, (8)

que podemos reconocer como el momento angular orbital de un part́ıcula cuya amplitud de

probabilidad se distribuye uniformemente sobre todo el espacio.

Veamos ahora qué rol cumple el otro término

S =

∫
ψ†
~Σ

2
ψd3x

=

∫
p

∫
p′

∑
r,s=1,2

∫ (
br†p′b

s
pu

r†(p′)
~Σ

2
us(p)e−i(p−p

′)x + drp′bspv
r†(p′)

~Σ

2
us(p)e−i(p+p

′)x

+ br†p′d
s†
p u

r†(p′)
~Σ

2
vs(p)ei(p+p

′)x + drp′ds†p v
r†(p′)

~Σ

2
vs(p)ei(p−p

′)x
)
d3x (9)
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Simetŕıas globales

Ahora podemos integrar sobre x para formar deltas de Dirac y luego eliminarlas con la integral

sobre p′

S =

∫
p

∫
p′

∑
r,s=1,2

(
br†p′b

s
pu

r†(p′)
~Σ

2
us(p) (2π)

3
3δ(p− p′) + drp′bspv

r†(p′)
~Σ

2
us(p) (2π)

3
δ(p + p′)

+ br†p′d
s†
p u

r†(p′)
~Σ

2
vs(p) (2π)

3
δ(p + p′) + drp′ds†p v

r†(p′)
~Σ

2
vs(p) (2π)

3
δ(p− p′)

)
=

∫
d3p

2ωp

∑
r,s=1,2

(
br†p b

s
pu

r†(p)
~Σ

2
us(p) + dr−pb

s
pv

r†(−p)
~Σ

2
us(p)

+ br†−pd
s†
p u

r†(−p)
~Σ

2
vs(p) + drpd

s†
p v

r†(p)
~Σ

2
vs(p)

)
. (10)
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Simetŕıas globales

Veamos cómo actúa dicho operador sobre el estado bq†0 |0〉, es decir, el estado de una part́ıcula

de tipo b con momento nulo (en ese caso, actuar con S es lo mismo que actuar con J ya que la

parte de L no contribuye porque p = 0).

En lugar de hacer la cuenta directa, que involucraŕıa

tratar con la forma expĺıcita de las soluciones u y v, vamos a notar que

Sbq†0 |0〉 =
[
S, bq†0

]
|0〉+ bq†0 S|0〉 =

[
S, bq†0

]
|0〉 , (11)

ya que S|0〉 = J|0〉 = 0.Esto es aśı porque J es un generador del álgebra de Lorentz y como la

teoŕıa tiene invariancia de Lorentz, el vaćıo es invariante

eiαJ
i

|0〉 = |0〉 =⇒ |0〉+ iαJ i|0〉+ ... = |0〉 , (12)

de donde sale que todos los términos con potencias distintas de α (que es un parámetro

arbitrario) deben anularse.En particular

J i|0〉 = 0 . (13)
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tratar con la forma expĺıcita de las soluciones u y v, vamos a notar que

Sbq†0 |0〉 =
[
S, bq†0

]
|0〉+ bq†0 S|0〉 =

[
S, bq†0

]
|0〉 , (11)

ya que S|0〉 = J|0〉 = 0.

Esto es aśı porque J es un generador del álgebra de Lorentz y como la
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arbitrario) deben anularse.

En particular

J i|0〉 = 0 . (13)

7/18
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de donde sale que todos los términos con potencias distintas de α (que es un parámetro
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Simetŕıas globales

Para seguir con la cuenta (11) es necesario calcular
[
S, bq†0

]
, para lo que va a ser necesario

escribir el conmutador en términos de anticonmutadores.

De los cuatro términos que salen de

hacer esta cuenta sólo dos son nulos, los dados por[
b̂r†p b̂

s
p, b

q†
0

]
= δsqδ

3(p)b̂r†p , (14)[
d̂r−pb̂

s
p, b

q†
0

]
= δsqδ

3(p)d̂r−p . (15)

Pero al actuar sobre el vaćıo sólo sobrevive el primero de ellos, entonces

Sbq†0 |0〉 =
[
S, bq†0

]
|0〉 (16)

=

∫
d3p

2ωp

∑
r,s=1,2

ur†(p)
~Σ

2
us(p)δsqδ

3(p)b̂r†p |0〉 = (17)

=
1

2m

∑
r=1,2

ur†(0)
~Σ

2
us(0)b̂r†0 |0〉 = (18)

=
1

2

∑
r=1,2

(~σ)rq b̂
r†
0 |0〉 , (19)
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hacer esta cuenta sólo dos son nulos, los dados por[
b̂r†p b̂

s
p, b

q†
0

]
= δsqδ

3(p)b̂r†p , (14)[
d̂r−pb̂

s
p, b

q†
0

]
= δsqδ

3(p)d̂r−p . (15)
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3(p)b̂r†p |0〉 = (17)

=
1

2m

∑
r=1,2

ur†(0)
~Σ

2
us(0)b̂r†0 |0〉 = (18)

=
1

2

∑
r=1,2

(~σ)rq b̂
r†
0 |0〉 , (19)
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Simetŕıas globales

Para seguir con la cuenta (11) es necesario calcular
[
S, bq†0

]
, para lo que va a ser necesario

escribir el conmutador en términos de anticonmutadores.De los cuatro términos que salen de

hacer esta cuenta sólo dos son nulos, los dados por[
b̂r†p b̂

s
p, b

q†
0

]
= δsqδ

3(p)b̂r†p , (14)[
d̂r−pb̂

s
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Simetŕıas globales

donde para llegar a la última ĺınea usamos la expresión expĺıcita de u y v, que se simplifica

considerablemente al tener p = 0, dando

ur†(0)
~Σ

2
us(0) =

∑
r=1,2

m (~σ)rq . (20)

Para convencerse de esta última igualdad, les recomendamos que lo hagan una vez para alguna

de las componentes (por ejemplo, para Σx).Tenemos finalmente

Sbq†0 |0〉 =
∑
r=1,2

~σrq
2
b̂r†0 |0〉 . (21)
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Simetŕıas globales

Luego tomando

[
1

0

]
= b1†0 |0〉,

[
0

1

]
= b2†0 |0〉 tenemos que ante una rotación de ángulo θ

en el plano ortogonal a n̂, una combinación lineal χ de estos estados cambia según

χ′ = e−i
ωij
2 Q0

ijχ = e−i
ωij
2 εijkJkχ = e−iθ̃·Jχ = e−iθn̂

~σ
2 χ (22)

donde usamos las siguientes definiciones

Q0
ij = εijkJk (23)

(~θ)k :=
ωij
2
εijk (24)

θ := |~θ| (25)

n̂ :=
~θ

θ
(26)

y que Lb2†0 |0〉 = 0. La ecuación (22) muestra entonces que aún part́ıculas sin momento poseen

un momento angular intŕınseco, el cual ante rotaciones genera que transformen como espinores.
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Simetŕıas globales

Resulta natural entonces asociar S al esṕın de las part́ıculas. Noten que mientras en la

mecánica cuántica tradicional el esṕın debemos introducirlo a la fuerza considerando un

operador de momento angular intŕınseco de dimensión finita, aqúı el esṕın surje naturalmente

de la invariancia relativista del campo de Dirac. Aśı como el cálculo de la carga conservada por

la simetŕıa ante U(1) nos permitió dar una intepretación de b̂sp como operador de aniquilación

de part́ıculas y d̂sp de anti-part́ıculas, aplicando Sz encontramos

Sz

(
b̂1†0 |0〉

)
= +

1

2
b̂1†0 |0〉, Sz

(
b̂2†0 |0〉

)
= −1

2
b̂2†0 |0〉

Sz

(
d̂1†0 |0〉

)
= −1

2
d̂1†0 |0〉, Sz

(
d̂2†0 |0〉

)
= +

1

2
d̂2†0 |0〉 (27)

de manera tal que podemos identificar al ı́ndice s en b̂s0 o d̂s0 con las proyecciones de esṕın en z.
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Funciones de dos puntos y propagadores

(Práctica 4, Ejercicio 49) Una transformación de Poincaré dada por (Λ, a) tiene asociado un

operador unitario que actúa en el campo de Dirac de la siguiente forma:

U†(Λ, a)ψi(x)U(Λ, a) = Sij(Λ
−1)ψj(Λx+ a)

siendo S la matriz que aparece en la transformación de un espinor de Dirac. Muestre a partir

de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones

espacio-temporales pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

La función de dos puntos es por definición

〈0|ψi(x)ψj(y)|0〉 (28)

al realizar una traslación (Id, a) tenemos que

S(Id−1)ψi(Id x+ a) = ψi(x+ a) = U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)

y por lo tanto la función de dos puntos pasa a ser

〈0|ψi(x+ a)ψj(y + a)|0〉 = 〈0|U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)U†(Id, a)ψj(y)U(Id, a)|0〉 (29)

y usando que el vaćıo es invariante ante transformaciones de Lorentz tenemos

〈0|ψi(x+ a)ψk(y + a)|0〉 = 〈0|ψi(x)ψk(y)|0〉. (30)
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operador unitario que actúa en el campo de Dirac de la siguiente forma:

U†(Λ, a)ψi(x)U(Λ, a) = Sij(Λ
−1)ψj(Λx+ a)

siendo S la matriz que aparece en la transformación de un espinor de Dirac. Muestre a partir

de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones

espacio-temporales pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

La función de dos puntos es por definición

〈0|ψi(x)ψj(y)|0〉 (28)

al realizar una traslación (Id, a) tenemos que

S(Id−1)ψi(Id x+ a) = ψi(x+ a) = U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)

y por lo tanto la función de dos puntos pasa a ser

〈0|ψi(x+ a)ψj(y + a)|0〉 = 〈0|U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)U†(Id, a)ψj(y)U(Id, a)|0〉 (29)
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operador unitario que actúa en el campo de Dirac de la siguiente forma:

U†(Λ, a)ψi(x)U(Λ, a) = Sij(Λ
−1)ψj(Λx+ a)

siendo S la matriz que aparece en la transformación de un espinor de Dirac. Muestre a partir

de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones

espacio-temporales pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

La función de dos puntos es por definición

〈0|ψi(x)ψj(y)|0〉 (28)

al realizar una traslación (Id, a) tenemos que

S(Id−1)ψi(Id x+ a) = ψi(x+ a) = U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)

y por lo tanto la función de dos puntos pasa a ser

〈0|ψi(x+ a)ψj(y + a)|0〉 = 〈0|U†(Id, a)ψi(x)U(Id, a)U†(Id, a)ψj(y)U(Id, a)|0〉 (29)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Si la función de dos puntos fuese invariante ante transformaciones de Lorentz tendŕıamos

〈0|ψi(Λx+ a)ψq(Λy + a)|0〉 = 〈0|ψi(x)ψq(y)|0〉, (31)

pero

〈0|Sij(Λ)U†(Λ, a)ψj(x)U(Λ, a)Sij(Λ)U†(Λ, a)ψq(y)U(Λ, a)|0〉 = 〈0|ψi(x)ψq(y)|0〉, (32)

〈0|Sij(Λ)ψj(x)Sqk(Λ)ψk(y)|0〉 = 〈0|ψi(x)ψq(y)|0〉, (33)

lo cual sólo vale si Sij(Λ) = δij , es decir, Λ = Id y la transformación es una traslación

espacio-temporal.Si bien esta función de dos puntos no es invariante ante transformaciones de

Lorentz, recordando lo que hicimos con los bilineales de Dirac podemos sospechar que una de

la forma 〈0 | ψα(x)ψ̄β(y) | 0〉 śı lo sea.
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Funciones de dos puntos y propagadores

Considere la función de 2-puntos ordenada temporalmente

Sαβ(x− y) ≡ −iT 〈0 | ψα(x)ψ̄β(y) | 0〉

1. Muestre que Sαβ(x− y) = (iγµ∂µ +m)αβ∆F (x− y), siendo ∆F (x− y) el propagador de

Feynman del campo de Klein Gordon.

2. Halle la expresión integral en el espacio de momentos del propagador.

Comencemos asumiendo que x0 > y0 y calculemos

〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 =〈
∫

d3p

(2π)3/2
√

2ωp

∑
s=1,2

(
bspu

s(p)e−ipx + ds†p v
s(p)eipx

)
×

×
∫

d3p′

(2π)3/2
√

2ωp′

∑
r=1,2

(
br†p′ ū

r(p′)eip
′y + drp′ v̄r(p′)e−ip

′y
)
〉 (34)

= 〈
∫ ∫

d3pd3p′

(2π)3
√

2ωp′
√

2ωp

∑
r,s=1,2

(
bspb

r†
p′u

s(p)ūr(p′)e−i(px−p
′y) + ds†p b

r†
p′v

s(p)ūr(p′)ei(px+p
′y)

+ bspd
r
p′us(p)v̄r(p′)e−i(px+p

′y) + ds†p d
r
p′vs(p)v̄r(p′)ei(px−p

′y)
)
〉.

(35)
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Funciones de dos puntos y propagadores

Luego usando que

〈bspb
r†
p′〉 = δrsδ(p− p′) (36)

〈bspbrp′〉 = 〈bs†p b
r†
p′〉 = 〈dspdrp′〉 = 〈ds†p d

r†
p′〉 = 〈ds†p drp′〉 = 0. (37)

obtenemos

〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)32ωp

∑
s=1,2

(
us(p)ūs(p)e−ip(x−y)

)
=

∫
d3p

(2π)3
1

2ωp
(γµpµ +m) e−ip(x−y)

= (iγµ∂µ +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2ωp
e−ip(x−y). (38)
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Luego usando que

〈bspb
r†
p′〉 = δrsδ(p− p′) (36)

〈bspbrp′〉 = 〈bs†p b
r†
p′〉 = 〈dspdrp′〉 = 〈ds†p d

r†
p′〉 = 〈ds†p drp′〉 = 0. (37)

obtenemos
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d3p

(2π)32ωp
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)
=
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Funciones de dos puntos y propagadores

Análogamente tenemos que

〈0|ψ(y)ψ(x)|0〉 = − (iγµ∂µ +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2ωp
e−ip(y−x), (39)

de donde concluimos

〈0|Tψ(x)ψ(y)|0〉 : = θ(x0 − y0)〈0|ψ(x)ψ(y)|0〉 − θ(y0 − x0)〈0|ψ(y)ψ(x)|0〉

= (iγµ∂µ +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2ωp
[e−ip(x−y)θ(x0 − y0) + e−ip(y−x)θ(y0 − x0)]

= (iγµ∂µ +m) ∆F (x− y). (40)
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Funciones de dos puntos y propagadores

También será útil más adelante reescribirla como

S(x− y) = (iγµ∂µ +m) ĺım
ε→0

∫
e−ip(x−y)

i

p2 −m2 + iε

d4p

(2π)4

= ĺım
ε→0

∫
i (γµpµ +m)

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y)

d4p

(2π)4
(41)

Finalmente, podemos utilizar este resultado para notar que el propagador de Feynman

SF (x− y) es una función de Green de la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −m)S(x− y) = (iγµ∂µ −m) (iγµ∂µ +m) ∆F (x− y) (42)

= −
(
∂µ∂

µ +m2
)

∆F (x− y) = iδ(x− y). (43)

17/18



Funciones de dos puntos y propagadores
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Cuantización del campo escalar complejo

� Los estados de la forma b̂s†0 |0〉 (o d̂s†0 |0〉) transforman como un objeto de esṕın 1
2 ante

rotaciones. Los interpretamos como estados de una part́ıcula (o antipart́ıcula) con

momento nulo y proyección de esṕın definida.

� Las funciones de dos puntos 〈0|ψi(x)ψj(y)|0〉 son invariantes ante traslaciones pero no

ante transformaciones de Lorentz.

� El propagador del campo de Dirac puede expresarse como

S(x− y) = ĺım
ε→0

∫
i (γµpµ +m)

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y)

d4p

(2π)4

.
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