Teoria de Campos

Primer Cuatrimestre

Prdctica 3 Cuantizaciéon candnica de campos libres 7 de mayo de 2023

En esta guia vamos a estudiar la cuantizacion de modelos de campos libres y estudiaremos algunos aspec-
tos de ellos. En particular, vamos a explorar la relacion general entre campos cuantizados y particulas,
la nocién de microcausalidad y su relacién con la causalidad para los observables y la relacién entre
espin y estadistica, entre otros aspectos.

Campo escalar
Considere la cuantizacion canénica de un campo de Klein-Gordon real de masa m.

(a) Usando la expresién [ (%)ffkm (dke‘“‘“”w“ + df(eik“”“>, verifique que este operador local

(dependiente de un punto del espacio tiempo) cumple la ecuaciéon de Klein Gordon y que el
campo es real (es absolutamente trivial, pero es bueno hacer ambas cuentas al menos una
vez. Recuerde que el cuadrivector k£ en las exponenciales tiene como componente temporal

ak:o:kozwkz \/EQ—I—mQ)

(b) Utilizando las relaciones de conmutacion entre ¢ y 7, obtenga las relaciones de conmutacion
entre los operadores de creacién y destruccion.

v’ La parte (a) esta comentada en la seccién 4.1.3 de las notas de la practica. Para
la parte (b), ver por ejemplo el Ejercicio 7.1 del libro de Radovanovic.

Los operadores de creacién y destruccién actian en un espacio de Hilbert (un espacio de Fock),
que contiene un estado aniquilado por los de destruccion (el estado de vacio). Las transforma-
ciones de Poincaré x — Ax + a forman un grupo de simetrias de la teoria cuantica y por tanto
cada transformacién de este grupo tiene un operador unitario asociado que actia en ese espacio
de Hilbert. Como es usual en el picture de Heisenberg, estos operadores actiian en los campos de
operadores de la siguiente forma: ¢(z) — U(A, a)d(z)UT(A, a) = ¢(Az + a)

(a) Escriba la expresion de los operadores U(1,a) asociados a una traslacién espacio-temporal
de parametro a* en términos de los operadores de creaciéon y destruccion.

(b) ;Cémo construirfa los operadores unitarios asociados a boost y rotaciones? No se espera
que halle su expresiéon sino que indique la manera de encontrarlos.

A

(c) Verifique que U(A,a)p(x)UT(A,a) = ¢(Az + a) para el caso de una traslacién pura y a
primer orden en el parametro a.
(d) Usando que el vacio es aniquilado por el operador de destruccion, argumente por qué espera

que el vacio sea invariante de Poincaré en base a la forma general que espera que tengan los
operadores unitarios U(A, a).

Espacio de estados. A partir del estado de minima energia (denominado wvacio por su inter-
pretacion como estado desprovisto de particulas y denotado por |0)) puede construirse todo el
espacio de Hilbert mediante la accién de los operadores de creacion. A fin de ver esto:

(a) Muestre que un estado de la forma [[;_, a |0) es autoestado del Hamiltoniano y el operador
momento con autovalores iguales a > " wy, ¥ ., ki respectivamente.

(b) Verifique que el estado anterior es autoestado del operador nimero definido como N =
[ @k} éy con autovalor n.

v" Resuelto en la seccién 4.1.4 de las notas de la practica.
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Un estado de la forma d;'( |0) puede considerarse como el estado de una particula de cuadrimo-
mento definido (wk, k). Este tipo de estado no esta en el espacio de Hilbert, como puede verse
al calcular formalmente su norma. Esto es andlogo a lo que ocurre en mecéanica cudntica no
relativista (ausencia de estados con momento definido; estos estan fuera del Hilbert). Sin em-
bargo, suavizando la expresion anterior con una funcién de los momentos espaciales que decaiga
suficientemente rdpido para momentos grandes, puede obtenerse un estado del espacio de Hilbert.

(a) Considere ahora dos funciones de R? f; y f, (pensadas como fun(nones de los momentos espa—
ciales). Halle el producto interno entre los estados: [ —% \/_ k)l |0)y [ & k f2 )aj 0).

Exprese el resultado como una integral que involucre a f; y f2 (el factor 1 / Vwg podria
absorberse en la definicion de f pero se escribié asi por razones que quedaran claras en el
inciso siguiente)

(b) Muestre que este producto es invariante de Lorentz. Es decir, que la integral anterior no se
altera si se usa en vez de f una funcién compuesta con una transformacion de Lorentz (ayu-
da: escriba la integral en los momentos espaciales como una integral en el cuadrimomento
pesado con una § que imponga la condicién de capa de masa: k* = m?).

Observaciéon: pensado como una teoria de particulas, el producto interno en el Hilbert de n

particulas (espacio de Fock) es andlogo al de la mecédnica cudntica no relativista, pero modificando
. o . 3

la medida de integracién d’k por \/i?iw'

v Para la parte (a) ver por ejemplo el Ejercicio 7.12 del libro de Radovanovic.

El ejercicio anterior permite entender por qué en el enfoque riguroso el campo se trata como una

funcional o distribucién, siendo su argumento no un punto del espacio-tiempo sino una funcion

de este tltimo. La vinculacién entre nuestro enfoque y el riguroso es a través de:

~

3(f) = / d'2d(2)f (x)

siendo f una funcién arbitaria del espacio-tiempo (con alguna propiedad de decaimiento en
infinito). Para el caso de campos libres puede utilizarse una funcién del espacio solamente, de
forma de mantener la dependencia del campo respecto al tiempo:

St h) = / Bx d(x, t)h(x)

Muestre que ¢(t, h) |0) es un estado de una particula.

Interpretacion de particula. El objetivo de este problema es analizar en qué medida la teoria
del campo escalar real libre, restringida a los estados de una particula, puede ser considerada
como una generalizacion relativista de la teorfa de Schrodinger, y el operador ¢ (z) puede ser
asimilado a un operador de creacion de una particula en un punto del espacio.

(a) Mostrar que los vectores ¢ (t,x) a tiempo ¢ fijo generan todo el espacio de Hilbert H; de
una particula.

(b) Se define |¢,x) := ¢ (t,x) |0} (supuestos vectores de una particula localizados) y la funcién
U (t,x) := (t,x| ¥), con |¥) € H; (supuesta funcién de onda de una particula). Probar que
U (t,x) satisface la ecuacién de Klein-Gordon. Mostrar que ademés contiene sélo frecuencias
positivas, y por ello satisface una ecuacién mads restrictiva, de primer orden en derivadas
temporales
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’LE (t,X) = 4V m2 — VQ\IJ (t,X) .

Mostrar que en este caso la corriente conservada de Klein-Gordon da lugar a una probabi-
lidad conservada y positiva, pero la densidad de probabilidad no es definida positiva.

(c) Mostrar que, sin embargo, (¢,x| t,y) no es proporcional a la delta de Dirac y que los estados
|t,x) estan localizados en un tamano tipico Az ~ 1/m (al restaurar unidades, esta es
longitud de Compton %) Este resultado ejemplifica la dificultad de definir la nocién de
localizacion en una teoria relativista.

v" Resuelto en la seccién 4.1.6 de las notas de la practica.

El valor de expectacién del campo en el vacio es igual a cero. Sin embargo, el hecho de que el
vacio es un estado no trivial se manifiesta en el valor expectacion en vacio no nulo de productos
de campos, evaluados en n puntos del espacio-tiempo diferentes (0| ¢(x1)...¢(z,,) [0). A estos
valores de expectacion se los denomina funciones de n-puntos, siendo funciones de los n-puntos
del espacio tiempo z1, ...x,,. Estas funciones de n-puntos (para n par) se pueden descomponer en
productos de funciones de dos puntos (en teorfas libres).

(a) Calcule formalmente la expresion de (0| qg(x, O)(,/AS(y, 0) |0), dejandola expresada como una
integral en una sola variable y muestre que no es posible que la integral sea cero trabajando la
expresion a fin de relacionarla con funciones de Bessel modificadas. Observe que el resultado
es distinto de cero y apreciable para distancias menores que m (al restaurar unidades, esta es
longitud de Compton %) Si hicieron el inciso (c¢) del ejercicio anterior esto ya esté resuelto.

(b) Halle anslogamente la expresién de la funcién de dos puntos (0] d(x, t1)d(x, t) [0) (es decir,
la funcién a puntos espaciales iguales y tiempos distintos).

v Inciso (a) resuelto en la seccién 4.1.7 de las notas de la practica. El resultado del
inciso (b) es la ecuacién (251) del libro de Peskin.

Verifique la invariancia de Poincaré de la funcién de dos puntos para dos puntos x e y arbitrarios.

(a) Observando la expresion resultante como integral en los momentos espaciales y usando la
invariancia de la medida de integracion.

(b) Usando la forma en que transforman los operadores de campo
Az +a) = U'(A, )d(z)U (A, a)
y la invariancia del vacio ante una transformacién de Poincaré.

(c¢) Concluya entonces que la funcién de dos puntos sélo depende del valor de la distancia
Minkowskiana (z —y)? (v ademads del signo de ¢, —t; en el caso en que estan temporalmente
separados), mostrando comportamientos cualitativamente diferentes segin si la distancia es
espacial o temporal.

Condiciéon de microcausalidad. Considere un campo de Klein Gordon neutro. Muestre que

A

el conmutador [¢(z), ¢(y)] es un niimero complejo (es decir, un mltiplo del operador identidad)
y por tanto es igual a su valor de expectacion en vacio (o cualquier estado). A partir de esta
observacion y los resultados anteriores, muestre que el conmutador es cero para = e y espacial-
mente separados, es decir para (x — y)? < 0. jPor qué no puede decir lo mismo cuando estan
temporalmente separados? (observacion: note que para el caso del campo escalar complejo, los
conmutadores entre ¢ y ¢! seran idénticamente cero).

v" Resuelto en la seccién 4.1.8 de las notas de la practica.
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Idea de demostraciéon del teorema espin-estadistica. Considere el campo escalar neu-
tro y suponga ahora que los operadores de creacién y aniquilaciéon satisfacen reglas de anti-
conmutacion. Muestre que el anticonmutador de los campos es diferente de cero para puntos
espacialmente separados. (Sugerencia: considere los puntos = e y a tiempos iguales, escriba la
expresion como un integral en los momentos y muestre que no es posible que la integral sea cero
trabajando la expresion a fin de relacionarla con funciones de Bessel modificadas). Piense por
qué esta condicion de conmutacién implica que los estados en el espacio de Fock seran simétricos
ante permutacion de particulas.

v' Discutido en el video de la practica subido el 27/05/2020.

Reconsidere los ejercicios 31 y 37, asi como la expresion del operador Hamiltoniano y momento
del campo para el caso del campo escalar complejo. Note que ahora algunas funciones de 2-puntos
seran nulas.

v' Algunos resultados estan en el Ejercicio 7.3 del libro de Radovanovic.

Para el caso del campo escalar complejo, hay una cantidad conservada asociada a la invariancia
ante multiplicar el campo por una fase. Halle la expresion de esta a nivel cudntico y muestre
que este operador cuenta el nimero de particulas creadas por af menos el numero de particulas
creadas por b'.

v" Resuelto en la seccién 4.2.1 de las notas de la practica.

Propagador del oscilador arménico cuantico. El propagador es una cantidad que serd rele-
vante para la expresion de la matriz de Scattering cuando se introduzcan interacciones. Considere
la cuantizacién canénica de un oscilador arménico unidimensional X de frecuencia w (y masa
m = 1 por simplicidad).

(a) Calcule la funcién de dos variables (0] X (t,)X (t2)|0) siendo X el operador posicién en la
representacion de Heisenberg, ¢ y to dos instantes arbitrarios y |0) el estado de vacio.

A

(b) Muestre que la funcién i (0| T(X (t1)X (t2)) |0) (donde T'(...) significa que los operadores
dentro del paréntesis deben estar ordenados temporalmente) es una funciéon de Green del
operador diferencial 97 + w?.

Propagador del campo escalar
(a) Exprese
D(z —y) = (0]T(¢(2)¢t(y))]0)

como una suma de dos funciones de dos puntos pesadas adecuadamente (en el caso del
campo neutro, la expresion final es la misma).

(b) Exprese el resultado como la transformada de Fourier de
L (€= 0)
— (e
p? —m? 4+ ie
Muestre esto mediante integrales en el plano complejo, en caminos que esquiven los polos
dados por €, ubicados en distintos lugares segun sea € positivo o negativo.

(c) Muestre que se cumple (O, +m?)D(z — y) = —id*(xz — y).

v" Resuelto en la seccién 4.2.2 de las notas de la practica.
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Campo de Dirac

Considere

i) = [ G 3 ) e + ) e

s=1,2

Veriﬁcar que 1/3( ) es una solucién de la ecuacién de Dirac. Demostrar ademds que si {3;, E;T,} =
{dp, " 1} = 8(p — p')dws (v todos los otros nulos) entonces

{a(0,,3}(0,5)} = 8°(x = ¥) 8.

v" Resuelto en la seccién 4.3.2 de las notas de la practica.

Exprese las cargas conservadas asociadas a invariancia ante traslaciones espacio temporales en

términos de operadores de creaciéon y destruccion.
v Hamiltoniano derivado en la seccién 4.3.4 de las notas de la practica.

Conexién espin-estadistica. Halle H pero ahora usando reglas de conmutacién entre los b y

d (como las del campo escalar complejo) y muestre que el operador no es definido positivo (este
fue uno de los primeros indicios que encontré Pauli del teorema Espin-Estadistica).

v" Resuelto en la seccién 4.3.4 de las notas de la practica.

Halle la cantidad conservada asociada a la simetrfa U(1) global: ¢ — e'*1). Muestre que los

autovalores de esta carga son opuestos para los estados de 1-particula creados por bt y dr.
v" Resuelto en la seccién 4.3.5 de las notas de la practica.

Escriba la expresion clasica de la carga conservada asociada a la simetria de rotacion e identifique

la parte que genera la rotacion intrinseca del espinor. Halle su version cuantica y verifique que
un estado de la forma b3 [0) o d3f|0) transforma como un objeto de espin § ante rotaciones.

v" Resuelto en la seccién 4.3.6 de las notas de la practica.

Una transformacion de Poincaré dada por (A, a) tiene asociado un operador unitario que actia

en el campo de Dirac de la siguiente forma:

UN(A, a)¢i(2)U (A, @) = Sy (A7) (Ax + a)

siendo S la matriz que aparece en la transformacién de un espinor de Dirac. Muestre a partir
de esto que las funciones de dos puntos resultan invariantes ante traslaciones espacio-temporales
pero no necesariamente ante transformaciones de Lorentz.

v" Resuelto en la seccion 4.3.7 de las notas de la practica.
Mostrar que: B
{va(), ¥s(y)} = (170 + m)asAlz — y)

siendo A(x —y) el conmutador analogo en el caso del campo de Klein-Gordon. Muestre que este
se anula para puntos x,y espacialmente separados.

v" Resuelto en la pagina 138 del libro de Greiner.

Considere la funcién de 2-puntos ordenada temporalmente Sas(z —y) = (0 | T (¢Ya(2)¥s(y)) | 0)

(a) Muestre que Sag(x —y) = (i7*0, + m)apAr(x — y), siendo Ap(z — y) el propagador de
Feynman del campo de Klein Gordon.

(b) Halle la expresién integral en el espacio de momentos del propagador.

v" Resuelto en la seccién 4.3.7 de las notas de la practica.
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* Violaciéon de la Condiciéon de Energia Débil. En la teoria de campos cldsica vimos que
tanto la energia total como la densidad de energia son positivas. En teoria cudntica de campos la
energia total es positiva pero la sustraccién de la energia de vacio (orden normal) hace que T
no sea un operador positivo. En este ejercicio les proponemos que encuentren algin estado para
el cual el valor de expectacion de la densidad de energia, que serd una funcion del espacio-tiempo,
sea negativo para algunas regiones del espacio-tiempo (probando asi que 7% no es positivo).

Que T% 1o sea positivo viola lo que se conoce como Weak Energy Condition (WEC), que dice
que todo observador ve una densidad de energia positiva. La WEC forma parte de un conjunto
de desigualdades que uno impone sobre la materia (sobre T%) y sirven para probar teoremas en
relatividad general (como los teoremas de singularidades) o para que las geometrias que aparecen
como soluciones de las ecuaciones de Einstein sean fisicamente razonables. En las teorfas cuanticas
todas esas condiciones de energia se violan, ;pero en qué grado? Esa informacion se codifica en
lo que se conocen como desigualdades cudnticas de energia. Si les interesa leer més sobre este
tema pueden mirar por ejemplo el review “Lectures on quantum energy inequalities”, de C. J.
Fewster (https://arxiv.org/abs/1208.5399).



