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Despite the successfully predicting power of
Feynman path integral, it lacks mathemati-
cal rigor. Trained as a mathematician, I ha-
ve difficulty accepting the validity of path
integral, and for that matter, most of quan-
tum field theory; although as a physicist,
I know how to use them and to wave my
hands as necessary, deep down I am deeply
troubled.

Ong, Y. C., Note: “Where is the
Commutation Relation Hiding in the Path
Integral Formulation?”

Las integrales de camino, desarrolladas por Richard Feynman en la década de 1940, son una herramienta
poderosa en la fisica tedrica que se utiliza para calcular amplitudes de transicién entre estados cudnticos.
En esta guia veremos algunos aspectos bésicos y aplicaciones de las integrales de camino en mecanica
cuantica no relativista y en teoria de campos. En particular, utilizaremos el método de integrales de
camino para estudiar aspectos perturbativos de ciertos modelos y esto nos llevard naturalmente a la
introduccion de las reglas de Feynman.

Mecanica cuantica no relativista

Integral de caminos en el espacio de configuracion.
Partiendo de la version discreta para la integral de caminos en espacio de fases,
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siendo L el Lagrangiano. Esta es la integral de caminos en espacio de configuracion.

Considere un lagrangiano de la forma L =  f(¢)¢*—V (¢), donde f(g) es una funcién no constante.
Muestre que
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Hallar la amplitud de transicion (g, t¢|q;,t;) para una particula libre.

Considere un oscilador arménico de masa m y frecuencia w. Probar que

(ap, tslai ts) = g (L t;) enSloess]
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siendo g una funcién de ¢; y ty, y

S [gass] = mw { (¢ + ¢F) cos [w (ty — t:)] — 2qiqr } / {2sen [w (t; — t:)]}

la accién evaluada en la trayectoria clésica.

Ayuda: escribir q(t) = qegs. (t) +n(t), donde qeus. (1) es la trayectoria cldsica, y expandir la accion
hasta sequndo orden en n. Notar que como la accion es cuadrdtica, esta expansion a sequndo
orden es exacta.

* Considere una particula que puede moverse libremente sobre un anillo. Calcule el propagador
K(ts, qflti, ai) = (qr, trlgi, ti) 0 (ty — t;) utilizando el formalismo de Schrédinger. Realice también
el calculo usando integrales funcionales. Ayuda: Considere trayectorias que van desde la posicion
inicial a la final dando un numero arbitrario de vueltas).

@ Representacién de la funciéon de particién con integrales de camino.
Probar que la funcion de particién del ensamble candnico,

Z(B) =tre M,

puede escribirse formalmente como

Z(8) = / dq (q, ~ihB) 4,0) .

Usando la expresion para la amplitud de transicion en términos de integrales de camino tenemos

entonces
q(—ihB)=q ;
Z(p) :/dq/ quhsz/ Dqge
q(0)=¢ q(0)=q(—ihpB)

Hallar en particular la funcién de particion de un oscilador armonico.

S
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Integral de caminos y ordenamiento temporal.
Verificar que, si ty > t;,

(qr tsI T (4(t1)q(t2)) lai ts) /qu t1)q(ty)e™™

donde T(...) denota el producto temporalmente ordenado. Esto expresa que la integral de caminos
ordena temporalmente.

Para hallar valores de expectacién es conveniente introducir una fuente auxiliar J. Definimos:

(ar.ts] @i, ti) /quxp{ |:S+/ dt J(t ]} /qun5+ J,0)]

donde se usé la notacion (J,q) = fttf dt J(t)q(t). Probar que

(rts T et 0t = () 57y (ol ot

J=0

@ Amplitud de persistencia del vacio y funcional generatriz.

Para hallar valores de expectacion en el vacio es conveniente introducir la amplitud de persistencia
del vacio

<0|0>J — /dq// dq/ <0|q//’t//> <ql/7t//|q/’t/>J <q/7 t/|0> .
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Probar que la funcional generatriz, definida por

)0),
2=y,

tiene la siguiente representacién en términos de integrales de camino

fq(ti):qi Dq e%[s+(J7Q)]
Z[J] = lim q(ty)=ay
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El objetivo de este ejercicio es hallar la funcional generatriz Z [.J] de un oscilador arménico con
Lagrangiano

Para ello:

(a) Probar que para hallar (0|0); alcanza con encontrar la solucién clésica gci. para el sistema
con Lagrangiano L + (J,q) (notar que este Lagrangiano sigue siendo cuadratico y por lo
tanto ya conocemos la expresion para la amplitud de transicion).

(b) Expresar g = qéof + [dt'G(t,t')J(t'), siendo g o la solucién clésica para el sistema con
Lagrangiano L, y hallar la ecuacion diferencial y condiciones de contorno para G.

(c) Hallar explicitamente G y utilizar el resultado para calcular Z [J].
* Definicién perturbativa de la integral de caminos.

(a) Considere la siguiente integral Gaussiana,
I()(A, b) — /dnx ef%xTAerb-x — CAe%bTA_lb’

con Cy = [det (%)}_1/2.
Demuestre que I (A, b) = [d"x e X AXAV () tbx go puede obtener a partir de I:

9

I(A,b) = e (@) [;(A, b)

(b) Usando la idea del ejercicio anterior, es posible dar una definicién perturbativa de la integral
de caminos en términos del resultado de la integral de caminos para el caso cuadrético
(que sabemos calcular explicitamente). Si la accién total es S[q] = So[q] + Si[q], donde Sy
es la accién cuadratica y S; un funcional arbitrario, podemos dar la siguiente definicion
perturbativa para la funcional generatriz (Euclidea):

donde Z [J] es la funcional generatriz de la accién cuadrética.

Probar que usando esta definiciéon se cumplen las ecuaciones de Schwinger-Dyson

95 (4) o) 2110
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Reglas de Feynman.

Considere el Lagrangiano L = 1

§mq'2 — %l{:q2 + Lin con

Line = —gq - zq -

(a) Deducir las reglas de Feynman para el cdlculo perturbativo del funcional generatriz W[J]/W|0]
en potencias de A3 y A\4.

(b) Obtener expresiones para las primeras correcciones no triviales a la funcién de dos puntos

(0|7 (q(t1)q(t2)[0).

Teoria de campos

Observacion: distintos libros/apuntes suelen intercambiar el significado de W y Z, por lo que les
recomendamos revisar las definiciones.

Utilizar integrales de camino para expresar el funcional generatriz para un campo escalar real
libre y utilizar el resultado para calcular la funcién de Green de dos puntos.

Teorema de Wick.
Para un campo escalar real libre, utilizar el funcional generatriz para probar que la funciéon

(O T {p(21)P(2)p(w3)P(x4)} |0)

se puede escribir en términos de productos y sumas de funciones de dos puntos. Esto es un
ejemplo concreto del denominado Teorema de Wick.
Funcional generatriz para diagramas conectados.

Se define W[J] a través de Z[J] = ¢"Wl/l. Hallar W[J] para el modelo del campo escalar real
libre y probar que las funciones de Green conectadas,

1 "W IJ]
gn—1 5J([E1)5J(In) J:O7

G(Cn)(xl,...,xn) =

son nulas para n > 2.
Derivar las reglas de Feynman para las funciones de Green del modelo \¢?.

Calcular explicitamente la funcién de Green de cuatro puntos del modelo A¢* a primer orden en
A. Verificar el resultado utilizando las reglas de Feynman para el modelo.

Considere un sistema descripto por dos campos escalares reales ¢ y o con densidad lagrangiana

1 1 1 1
L= 50,@8“@5 — §m2gb2 + 5@00"0 — 5;}?02 — Mo . (1)

Derivar las reglas de Feynman para las funciones de Green.



