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Capitulo 1

Métodos Lagrangianos y Hamiltonianos

1.1. Métodos Lagrangianos

La descripcion mas basica de la dindmica de un sistema fisico esta dada por las leyes de Newton. Supongamos que
tenemos un sistema de M particulas con coordenadas z,;, 1 < a < M, 1 <1 < 3. Entonces la dindmica del sistema
estd determinada por las ecuaciones

MaZai = fai (1.1

donde m,, es la masa y f,; la componente i de la fuerza sobre la particula « (para mas detalles acerca de estos
conceptos ver el libro de Roederer). Si ademds el sistema es conservativo, existe un potencial V. ="V (z11, ... Zp3),
entonces

0
ai — |4 1.2
[ B (1.2)
y el sistema completo de ecuaciones resulta
0
MaZai = —7—V (1.3)
837&1'
Una consecuencia de estas ecuaciones es que la cantidad
E=123 mai? +V (14)
2 o, e .
permanece constante en el tiempo, ya que
dE ) .9 ov
E = ;x(xi |:m(xxai + (%cm-] =0 (1.5)

Llamamos a E la energia. La ecuacion [T.4nos induce a dividir la energia en dos contribuciones, £ = T' + V, donde
V' es la energia potencial, y T es la energia cinética

1 .
T=3 ; Mot (1.6)

Desde que los griegos inventaron la filosofia natural, varios observadores creyeron ver que la Naturaleza operaba bajo
un principio de maxima eficiencia (o de minimo esfuerzo), de manera que encontrar la forma en que se despliega un
proceso dado se reduce a un problema de optimizacién. El problema es encontrar qué es lo que hay que optimizar.
Asi, en 6ptica encontramos el Principio de Fermat, un rayo de luz adopta la forma que minimiza el camino (6ptico)
entre dos puntos. En teoria de circuitos encontramos la Ley de Kirchhoff (las corrientes se distribuyen en un circuito
de manera de minimizar el calor disipado), etc.

En mecénica el problema de optimizacién adecuado lo encontré Lagrange. La formulacion es similar a la del
Principio de Fermat: queremos saber como hace el sistema para pasar de una configuracién (:c(l)l, e x?vg) en el
tiempo t( a la configuracién (x%l, e x}m) en el tiempo ¢;. Es importante que los tiempos y estados iniciales y finales
son conocidos y estdn fijos. Lagrange descubri6 que el sistema adopta una trayectoria que es un extremo de la accion
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ty
S=[ dL (1.7)

to

donde L es el Lagrangiano

L=T-V (1.8)

cuya propiedad mds importante probablemente sea que no es la energia, salvo para un sistema de particulas libres (y
por lo tanto no es necesariamente constante sobre la trayectoria). El extremo se toma comparando todas las trayectorias
que interpolan entre los extremos dados en los tiempos prefijados.

Supongamos que la trayectoria que extremiza la accién estd dada por funciones Z;,, (t), y comparemos la accién
evaluada sobre esta trayectoria con la accién evaluada sobre una trayectoria vecina

Tio (t) = T (t) + €040 (t) (1.9)
La accidn resultard alguna funcion de €, y podemos desarrollar
L,
SZSO—FGSl—f—iGSQ—f—... (1.10)

Pero si la trayectoria base es un extremo, entonces debe ser S; = 0, ya que de otro modo podriamos aumentar o
disminuir .S eligiendo convenientemente el signo de €. Para calcular S7, debemos tener en cuenta que al pasar de una
trayectoria a la otra no sélo cambian las coordenadas, sino también las velocidades, ya que en la nueva trayectoria

Tiot () = Tiat (1) + €0 (1) (1.11)
dicho de otra manera
d d
5£Iia = %51’110 (112)

Entonces

h oL . oL
Sl /t0 dt {al’uxéxla + aria(sl‘ia}

t1
to . .

Una integracion por partes no arroja un término integrado, ya que dx;, se anula en los extremos, de manera que

podemos escribir
h oL d oL
= dt 0%in § =— — — = 1.14
Sl /to .’b { 61‘104 df 8331’04 } ( )

y ya que debe ser S1 = 0 cualquiera sea 6x;,, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d 0oL oL
fad = 1.15
dt 89‘cm Ti=TFio axm T =Tio ( )
Incidentalmente, cuando encontramos una expresion del tipo
58 = / dt (algo) dzie (1) (1.16)
decimos que “algo” es la derivada variacional de S respecto de las x4, y lo escribimos como
68
lgo = 1.17
algo = 5o (1.17)
En nuestro caso
) L d 0L
S 0 0 (1.18)

51‘041' (t) - 81},‘& - % 8i‘ia
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y las ecuaciones de Euler-Lagrange afirman que

08
Si la energia cinética estd dada por la ecuacion[I.6] entonces
oL )
O = MaTia
oL 0
e = om -V (1.20)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange reproducen las ecuaciones de Newton[I.3] La superioridad del método de Lagran-
ge consiste en que nos libera de las coordenadas cartesianas; en vez de las x;, podemos usar cualquier sistema de
coordenadas generalizadas (q1, . . . qn ), provisto que conociendo las ¢’s podamos calcular univocamente las x’s. Por
lo tanto, escribimos

S:/ dt Lg;,d;,1) (1.21)
y las ecuaciones de Euler-Lagrange afirman que
d OL oL
- = = (1.22)
dt aqj 4;=4q; a% 9;=4q;
Una propiedad importante de estas ecuaciones es que si g; ocurre ser una coordenada ciclica
oL
= =0 (1.23)
qu
automadticamente encontramos una ley de conservacién, ya que
d 0L
222 1.24
dt 0¢; (1:24)

Probablemente el uso mas intensivo que se hace de la formulacién Lagrangiana es para identificar las leyes de conser-
vacidn relevantes en un sistema dado; éste va a ser un tema importante en el desarrollo del curso.

1.2. Métodos Hamiltonianos

Un problema de la formulacién Lagrangiana es que las velocidades generalizadas ¢; juegan dos roles a la vez. Por
un lado son variables de las que depende el Lagrangiano, pero no son realmente independientes, ya que dq; = (6qu)7 .
Es interesante separar esos dos roles.

Para eso, al escribir el Lagrangiano reemplazamos las velocidades ¢; por nuevas variables v;, que pensamos como
independientes de las ¢;. Pero al calcular la accion consideramos solamente aquéllas trayectorias en que resulta ser
v = ¢;. Eso lo logramos agregando un multiplicador de Lagrange p;, que también variamos independientemente de
q; y v;. La accion es

SZ/ dt L[qj,’l}j,t}—‘rzpj (q'j—vj) (1.25)
J

y las variaciones respecto a g;,p; y v; dan, respectivamente, las ecuaciones

)

pb; = aqj
G = v

oL

pj = 87113

(1.26)
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Reconocemos que las dos primeras son las ecuaciones de movimiento, y la tercera una relacién constitutiva que cierra
el sistema. El principio variacional se puede reescribir como

S:/ dt {> pig;—H (1.27)
J
donde, reemplazando en todas partes v; por ¢;,

H=> pjg—L (1.28)

J

es el Hamiltoniano del sistema. Matemdticamente, la transformacién que nos permite pasar de L a H es una transfor-
macion de Legendre, que ya han encontrado multiples veces en fisica 3 y 4. En la ecuaci6n|T.28]¢; no se concibe como
una variable independiente, sino como una funcién de ¢; y p; que se obtiene de invertir la tercera de las ecuaciones
[T.26l Ahora encontramos

oH . Od { 8L} .
e = p— =—| = ¢, (1.29)
op; 7 ; op; I* o]
y con un argumento similar
OH 0L

R -y (1.30)
6qj 8pj

Las ecuaciones[I.29)y[I.30]son las ecuaciones de movimiento en el formalismo Hamiltoniano. Las mismas ecuaciones
se pueden encontrar variando la accién independientemente respecto de q; y p;.

1.3. Teoria clasica de campos

La trasposiciéon de los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano de la mecdnica a la teoria cldsica de campos
es inmediata, simplemente reemplazamos las x,; por las variables oA (z,t), 1 < A< n,x € R3 que definen la
configuracién del campo en un instante dado. Por ejemplo, para un campo de temperaturas (Fisicad)n =1y ¢ =T}
para un campo de velocidades (Estructura 1), n = 3y ¢’ = v7. El sistema tiene un Lagrangiano £. Para mantener la
complejidad bajo control vamos a asumir que la teoria es local. Eso quiere decir que el Lagrangiano se obtiene de la
integral de una densidad Lagrangiana

£=/ &3z L (1.31)

que en cada punto es funcién solamente de las ¢ y sus derivadas primeras en ese punto. Por lo tanto la accién

S :/ d*z L (1.32)

d*x = d3zdt, y calculando las derivadas variacionales de la misma manera que lo hicimos antes, obtenemos las
ecuaciones de Euler-Lagrange (asumimos que las variaciones en cuestién se anulan en el infinito espacial, asi como
en los tiempos inicial y final)

oL oL oL
0 0j = 1.33

Desde ahora y hasta el Big Crunch adoptamos la convencién de Einstein. Para que las ecuaciones|l.33[sean de segundo
orden respecto del tiempo (jprejuicio Newtoniano!) la densidad Lagrangiana debe ser cuadrdtica en las derivadas
temporales de las .

Para pasar al formalismo Hamiltoniano, asociamos a cada componente del campo su momento conjugado

oL

= _— 1.34
967 (1.34)

TA

Entonces el Hamiltoniano
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H = (/ 3z mgz}A) - (1.35)

Si la teoria es local, también

H :/ &z H (1.36)
con
H=m.0" - L (1.37)
y las ecuaciones de movimiento toman la forma
g Wi
57TA dﬂ'A
0H dH dH
. = 2t |y 1.38
T™A 5¢A ld¢A 'j d¢3‘| ( )

Noétese que L o H son funciones ordinarias de los campos y sus derivadas primeras en un punto, mientras que £y H
dependen de toda la configuracion de los campos y sus derivadas en una superficie de tiempo constante. Para reforzar
esta distincién, decimos que £y H son funcionales.

1.4. Campos relativistas

La cosa se complica si pedimos que la teoria que estamos construyendo sea invariante relativista. Para ver porqué,
tenemos que empezar por discutir qué es la invariancia relativista.
El espacio-tiempo de Minkowski es un R* donde el Teorema de Pitdgoras toma la forma

§2 = —g02 4 12 4 22 32 (1.39)
donde 2° = ct, c es la velocidad de la luz en el vacio y t el tiempo. Es habitual introducir la métrica de Minkowski
Nuw
-1 0 0 O
0 1 00
Nuw = 0 0 1 0 (1.40)
0 0 0 1
y escribir el Teorema de Pitdgoras como
s? = Nt a” (1.41)

Es usual escribir la inversa de la métrica de Minkowski como n*¥, aunque de hecho son la misma matriz, n*#n,, = ¢ .
Como en Tedrica 1, un indice “arriba” denota un indice contravariante, un indice “abajo” denota un indice covariante,
y se pasa de uno al otro “contrayendo” con la métrica o con su inversa, segtin corresponda. La diferencia es que ante
un cambio de coordenadas en que z* — z’#, un vector contravariante transforma como las coordenadas, es decir

oz’
AP (2] = AY 1.42
(') = S A7 (@) (142
mientras que uno covariante transforma como las derivadas de una funcién
ox
/ AN
Al (o) = B A, (2) (1.43)

La métrica nos permite convertir indices covariantes en contravariantes y a la inversa

Au = UWAV; At = UWJAV (1.44)

Una transformacion de Lorentz es una transformacion lineal que deja invariante la forma del Teorema de Pitdgoras, es
decir, si z#* — x'**, entonces
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s? = nuate’ =t (1.45)
con la misma matriz 1),,,. Ejemplos de transformaciones de Lorentz son

= Una rotacién ordinaria.

= Un cambio de referencial (“boost”), por ejemplo,

t—t = trar r e = 2
Ji-g -z
C C

y—y = e (1.46)

» Lainversién temporal ¢ — —t, las otras coordenadas invariantes, y

= Lainversion espacial x — —z, las otras coordenadas invariantes.

Cualquier transformacién de Lorentz es una composicién de estas cuatro transformaciones bdasicas. Si s6lo se usan
rotaciones y cambios de referencial, hablamos de una transformacién de Lorentz propia. El grupo de Lorentz es un
grupo continuo, y las transformaciones propias son una componente conexa de la variedad del grupo de Lorentz, de
hecho la componente conexa que contiene a la identidad. Eso quiere decir que cualquier transformacién de Lorentz
propia es composicion de transformaciones infinitesimales. Bajo una transformacién infinitesimal

at — 2 =t + Wl (1.47)

A primer orden en los w¥

Nz’ = % + 2w, 2t x” (1.48)

donde w,,,, = n,,,wf. Por lo tanto, la condicion para que sea una transformacién de Lorentz es que la matriz w,,,,
sea antisimétrica.
Por ejemplo, una rotacién infinitesimal esta definida por

=t 2" =2+ wiat (1.49)
Comparando con[I.47] vemos que

wp=wh =0; wh=¢ kjwk (1.50)
En cambio, para un boost infinitesimal

t =t+uazxh; 2 =2+t (1.51)
de donde

w? = v;; wé =¥ wj- =0 (1.52)
(por lo que w% = v! = —w™, como debe ser)

Conviene separar los “pardmetros” de la transformacién de los “generadores” del (dlgebra del) grupo de Lorentz.
Para eso, escribimos como

2= b 4 % [Lpol" o (1.53)

WP’ = nP n°Twy, también es antisimétrica. Las matrices

[Lpolti = (=) [0 110 — 65n0) (1.54)
definen el dlgebra del Grupo de Lorentz

[Lpa'a L)\‘r} =1 [naTLp)\ - 770)\Lp‘r - inLU)\ + npALa'T] (155)
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En términos la ecuacion|l.53} una rotacion infinitesimal se escribe como

7

o't =xh — 3 [Li]" ) wha” (1.56)
O sea que los operadores
J}C = _§6k Lij (]57)

son los generadores de las rotaciones ordinarias. Efectivamente,
[Ji, Jj] = i€iju Tk (1.58)
De la misma manera, los Lg; son los generadores de boosts. Ahora

[Loi, Loj] = i€ijrJi (1.59)

que es el origen de la precesion de Thomas.

En este curso vamos a estudiar campos que ante una transformacién de Lorentz se transforman de la forma

A . A B
¢ (a") = Ago” (a) (1.60)
Las matrices A4 se construyen componiendo transformaciones infinitesimales, para las cuales
B y p p
)
2

y los generadores S,, obedecen el dlgebra del grupo de Lorentz [T.55] La ley [I.60| conecta los campos original y
transformado en dos valores distintos de sus argumentos, pero si la transformacioén es infinitesimal podemos escribir

Ap =68+ = [Spolpw® (1.61)

¢4 (@) = ¢ (2" +wla”) B ¢ (1) + W g, (1.62)

Entonces

¢ (zM) = ¢ (aM) + %w”" op (2, (=) 0y — x4 (—i) D)) + [Spa]g} #8 (zM) (1.63)

Vemos que la transformacion de los campos tiene una parte “orbital” y una parte de “spin”, tema a desarrollar en las
proximas clases. Obviamente, la representacion més simple del grupo de Lorentz es la que tiene todos los S,, = 0.
Decimos que un campo que se transforma de esta manera es un escalar.

Ahora podemos ver como construir teorias que sean invariantes Lorentz. Lo que queremos es que los campos
pertenezcan a representaciones del grupo de Lorentz, y que cada vez que una trayectoria extrema la accién en un
referencial, la transformada de esa trayectoria extrema la transformada de la accién en cualquier otro referencial.
Como el volumen en el espacio tiempo es invariante Lorentz (para una transformacion infinitesimal eso se deduce de
que w!; = 0), el problema se reduce a mostrar que bajo una transformacién de Lorentz,

L' (¢') = L(z) + 8, J" (1.64)

El caso mas simple, que cubre todos los casos que vamos a ver en el curso, es cuando J# = 0y la densidad Lagrangiana
se transforma como un escalar. Para enfatizar la invariancia relativista, reescribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange
de la manera explicitamente covariante

oL oL (1.65)

HodA T HaA ’

¢4, 09

Cuando pasamos al formalismo Hamiltoniano encontramos un problema imprevisto. Las derivadas ¢‘;‘L generalmente
pertenecen a una representacién definida del grupo de Lorentz, pero para separar la derivada temporal de las otras

(como en las ecuaciones[1.38)) tenemos que romper la invariancia Lorentz y atarnos a un referencial determinado.
En otras palabras, el formalismo Hamiltoniano no es explicitamente invariante Lorentz, aunque la teoria si lo es,

lo que podemos chequear en cualquier momento regresando al formalismo Lagrangiano.
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1.5. El campo de Klein-Gordon

Como habiamos dicho, la teoria de campos mas simple es la de un campo escalar real. Si ¢ es un escalar, sus
derivadas ¢ ,, definen un vector. Existe un tinico escalar cuadrético en las derivadas, n** ¢ ,,¢ ,,. Por otro lado, cualquier
funcién V' [¢ (z)]] define igualmente un escalar, por lo cual, adoptando la convencién de que la energia cinética sea
definida positiva, cualquier accién del tipo

1
S = / d*x {_27],%7#4)’” ~ Ve (x)]} (1.66)
define una teoria invariante Lorentz, donde el término entre paréntesis es la densidad Lagrangiana. Ahora
oL 1.
9 2
oL
R — _¢’ .
09 ; /
oL
— = -V’ 1.67
5 0 ()] (1.67)
y las ecuaciones de Euler-Lagrange [[.33|resultan en
~O¢+V'[6 ()] =0 (1.68)
donde [ es el D’ Alambertiano
o 167

Si la funcién V es cuadratica, V = (1/2) m2¢?, obtenemos la ecuacion de Klein-Gordon

—O¢p+m?¢p=0 (1.70)

Por razones dimensionales vemos que m? es la inversa del cuadrado de una longitud.
De la primer ecuacién vemos que el momento conjugado a ¢ es

1.
=3 (1.71)
Por lo tanto, la densidad Hamiltoniana
: 1 1
H=np—-L= 50%2 + iwﬂ + V(¢ (2)] (1.72)
y las ecuaciones de movimiento en forma Hamiltoniana son
¢ = i
o= A¢—V'[p(2)] (1.73)

Como esperdbamos, ni .43 ni [4.48]son explicitamente invariantes Lorentz, aunque son evidentemente equivalentes a

[I.68] que si lo es.

Es posible extender la teoria al caso en que el campo ¢ es complejo. Como queremos que la accién sea real,
escribimos la densidad Lagrangiana

L=—n¢6, —V |16 ()] (1.74)
Noétese que desapareci6 el 1/2. Si escribimos ¢ en términos de su parte real e imaginaria,
PR Y (1.75)

V2

revertimos a una teorfa de dos campos escalares reales. Sin embargo, es mds conveniente pensar a ¢ y ¢* como dos
variables independientes. La variacion de la accién respecto de ¢* da la ecuacion de movimiento para ¢
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~0p+ V" [|9*] & (2) =0 (1.76)
La teorfa del campo complejo admite una cantidad conservada

Jy =1i[¢*0ud — ¢p0,07] (1.77)

que es trivial para un campo real. La densidad J° no es definida positiva, por lo tanto no es posible asociar a J* con
una corriente de probabilidad. Como veremos mas adelante, se la asocia con la corriente de carga.

Si V(z) = m?x recuperamos la ecuacion de Klein-Gordon. EI momento conjugado a ¢ es m = o /c?y el
momento conjugado a ¢* es m* = ¢/c?, por lo que la densidad Hamiltoniana es
H=n"1+V¢*'Vo—V [|¢|2] (1.78)

La ecuacion de Klein-Gordon 4.38|es lineal y admite como solucién ondas planas

fr = pilkzEwt] (1.79)

con la relacién de dispersion

w=FcVkZ+m?2 (1.80)

Obsérvese que la velocidad de fase w/k > ¢ para todo k, pero la velocidad de grupo dw/dk es subluminica. Obsérvese
también la aparicion de frecuencias negativas. En mecdnica cudntica no relativista, una frecuencia negativa estaria aso-
ciada a una energia negativa, y por lo tanto un sistema con frecuencias negativas arbitrariamente grandes no tendria un
estado fundamental. Por lo tanto, vamos a tener que discutir en detalle porqué aparecen y qué significan las frecuencias
negativas en la teorfa relativista.



Capitulo 2

L.a ecuacion de Dirac

2.1. Una generalizacion relativista de la ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Klein-Gordon no fue considerada una base aceptable para una mecénica cudntica relativista porque
era de segundo orden respecto del tiempo, y no permitia definir una corriente conservada con una densidad definida
positiva, que se pudiera interpretar como una corriente de probabilidad. Eso motivé a Dirac a buscar una solucioén del
problema desde cero.

Dirac buscaba una generalizacion relativista de la ecuacion de Schrodinger

Y
Bt

Puesto que la ecuacién era de primer orden respecto del tiempo, supuso que también debia ser de primer orden en las
derivadas espaciales

— Hi 2.1)

H = —ichd - Vi + mc? B (2.2)

@y [ son cuatro objetos cuya naturaleza es por ahora desconocida. La densidad de probabilidad se asocia con p =
T, y efectivamente

0 ., mce .
St = |~ vy - zﬂw] [CW &t —im ity 23)
de manera que si @ = @' y gt = 3, efectivamente
dp -
— =—-V.j 24
En J (2.4)
j=cplay (2.5)
El préximo paso es obtener la relacion de dispersién. Si escribimos
10
1 vt Ty =0 26)
y operamos a derecha con
10 imc
- _a.V- <= 2.7
cot h p @7

obtenemos

2 2 1
0—18¢—%{aj,ak} 9% 7@{@1@75}% =0 (2.8)

T2 o2 OzI Ox*

Querriamos que ésto se reduzca a una ecuacion tipo Klein-Gordon, para lo cual pedimos

10
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{aj7ak} = 2§7F1
{a*8} = 0
g2 =1 (2.9)

Esto muestra que las o/ y 3 no pueden ser niimeros reales o complejos, pero todavia pueden ser matrices.
Se puede demostrar [1]] que estas matrices deben ser de dimensién par. En dos dimensiones estdn las matrices de

Pauli
1 (0 1Y o (0 =)\ 5 (1 0 )
0'—(1 0)’0_(i 0),0— 0 -1 ) (2.10)

que cumplen la primer condicién, pero no podemos completar el problema encontrando la matriz 8. En cuatro dimen-
siones, como vamos a ver, hay solucién. Si hay una solucién, hay infinitas, porque la transformacién 3 — S~1385,
etc., respeta estas condiciones. En cuatro dimensiones, dos realizaciones de estas matrices siempre estdn relacionadas
entre si de esta manera.

Es posible dar a la ecuacion para v una apariencia covariante definiendo

V=B
Yo= Bad (2.11)
Entonces
iRy 0 —mep =0 (2.12)

que es la ecuacion de Dirac. Las matrices gama satisfacen

{y*, 4"} = =291 (2.13)

2.2. Covariancia de la ecuacion de Dirac

Ahora pedimos que la ecuacion de Dirac sea invariante de forma bajo transformaciones de Lorentz. Es decir, que
si bajo una transformacién de Lorentz tenemos que x* — x'#, entonces también

(@) = ¢ (2') = Ay () (2.14)
de tal manera que

. 0 ! r_

sz“axmw —mecy' =0 (2.15)

con las mismas matrices gama. Usando la ley de transformacidn, encontramos que esto requiere que
ox'*
azv |

Si s6lo consideramos transformaciones de Lorentz propias, basta verificar esto para una transformacién infinitesimal,
donde

ATyt =

v (2.16)

¢ = M+ wha?
A = 1+ %z’w,,gsw 2.17)
Entonces
1.
— 5 Wpo [SP7, "] = whA” (2.18)
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[SP7, M) = i [P 5x — 07 8p0] ¥ (2.19)
con solucién

i
T4

Decimos que el objeto 1) que se transforma de esta manera es un espinor.

SP7 v, 7] (2.20)

2.3. El spin del espinor

En cuatro dimensiones podemos dar una representacion explicita de las matrices ~y

0 _ 0 1 . k 0 Ok

como se verifica a partir de la ley de multiplicacién

ojor = 6kl +iejp ot (2.22)
Por otro lado, sabemos que
Jp, = %ekﬂsﬂ (2.23)
son los generadores de rotaciones ordinarias del espinor. Explicitamente
Ty = % ( ”Ok c?k ) (2.24)

Pero las matrices o /2 generan el grupo SU (2). De manera que dado un espinor de cuatro componentes, en la repre-
sentacién que estamos considerando, las dos primeras componentes por un lado, y las otras dos por otro, representan
particulas de spin 1/2.

Los generadores de boosts son

7 —1 0

Los dos espinores de Weyl se transforman independientemente también bajo boosts.

2.4. Formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana

Para poder escribir un Lagrangiano para la ecuacién de Dirac, necesitamos formar invariantes cuadraticos a partir
del espinor v. Es decir, necesitamos un objeto ¢ que se transforme bajo una transformacién de Lorentz como

¢ (2)=¢(z) A" (2.26)

de manera que ¢ se transforme como un escalar.
No esperamos que ¢' sirva porque p = 1f¢ deberia transformarse como la componente 0 de un tetravector, no
como un escalar. Efectivamente, consideremos una transformacion infinitesimal. Entonces

W) =01 @) [1 - G )

Para que esta sea la transformacién buscada deberia ser ST 77 = S#7, 1o cual es cierto para los S7%, pero no para los
5% que satisfacen St 0" = — 507,
El objeto que estamos buscando es el espinor adjunto (o “adjunto de Pauli”)

b= TP (2.28)

que se transforma como
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P @) = @) [1 s 029)

y funciona porque ~9 conmuta con los S7% y anticonmuta con los S%. Ahora encontramos que 1) es un escalar, y
1" es un vector, por lo cual 1)y* 0,1 también es un escalar.
Con estos datos, escribimos la densidad lagrangiana

L = ihpy"0,0p — meyp (2.30)
Es obvio que variando la accién respecto de v obtenemos la ecuacién de Dirac. Por otro lado, el momento conjugado

ayes

ih
x =Lyt 2.31)
c
Por lo cual el Hamiltoniano es
H = —icny° [—i’ykak + %} v (2.32)
Escribamos un espinor de Dirac en términos de dos espinores de Weyl
YL )
= 2.33
ou( o3
Entonces
v=(vk vi) (2.34)
y el lagrangiano se convierte en
A 1 i kg A } by — o* _ T T
g | ¥R+ 0 Okr| +ilp | —r — 0" 0| —me |YRp¥r +Urvr (2.35)

Vemos que s6lo en el caso de campos con masa m = 0 podemos desacoplar los dos espinores de Weyl.
En este caso vemos que para un espinor derecho una onda plana toma la forma

“pp = kk- o p (2.36)

El operador k - o* es 1a helicidad. Por lo tanto, el espinor tiene helicidad 1 si es de frecuencia positiva, y —1 si es de
frecuencia negativa. En cambio, para un espinor izquierdo

= = kk- oty (2.37)

Por lo que Ia solucién de frecuencia positiva tiene helicidad —1 y la de frecuencia negativa +1. Estas soluciones se
obtienen tomando el limite v — ¢ de la solucién general, para frecuencia positiva, o v — —c para frecuencia negativa.



Capitulo 3

Cuantificacion canonica

3.1. El oscilador armoénico

La manera habitual de encarar problemas en mecanica cudntica es mediante la representacion de Schrodinger. El
estado del sistema estd descripto por un ket 1)) que evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger

0
ih— =H 3.1
i [4) = H ) G0
Si H es independiente del tiempo esta ecuacién admite la solucién formal
) (t) = U () [¢) (0) (3.2)
donde
U (t) = e tHU/R (3.3)

En teorfa de campos es mds comuin trabajar en representacién de Heisenberg, donde el estado se define como [¢) (0)
y no evoluciona, pero en cambio si evolucionan los operadores asociados con observables, de acuerdo con la ley

A)=U" () A(0)U (¢) (3.4)
Lo cual conduce a la ecuacién de movimiento, si A no depende explicitamente del tiempo

1

A= (H,4 (3.5)
Por ejemplo consideremos un oscilador arménico. El Hamiltoniano
2
1
H=2" 1 “n2p (3.6)
2m = 2
py q obedecen las reglas de conmutacién candénicas
[p,q] = —ih (3.7)

Como el Hamiltoniano es cuadratico, las ecuaciones de Heisenberg son formalmente las mismas que las ecuaciones
clasicas, lo cual es el Teorema de Ehrenfest. Eso nos permite escribir directamente la solucién

h —iw iw
q(t) = Yoy [ae ™" + ae ‘] (3.8)

p(t) = (=) ./hmTw [ae™ ™t — ale™!] (3.9)

Notese que naturalmente aparece una componente de frecuencia negativa. Por ahora llamemos

y puesto que p = mgq

a(t) = ae™ ™! (3.10)

14
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Entonces escribimos simplemente

[a—al] (3.11)

Invirtiendo

N L.
“ = 2hq ! 2hmwp
I LT 12
@ on 7N 2hma? (3.12)

[a,a’] =1 (3.13)

Reemplazando p y ¢ en el Hamiltoniano y usando esta ley de conmutacién obtenemos

Lo cual conduce a la ley de conmutacién

H = hw {a*a + ;] (3.14)

En esta representacion, vemos que los autoestados del Hamiltoniano se pueden pensar como estados de muchas
particulas. El estado fundamental es el vacio

alo) =0 (3.15)

que tiene una energia de punto cero Eq = hw/2. Los estados excitados se encuentran actuando con a' sobre el estado
de vacio

|n) = %aT In — 1) (3.16)

y tienen una energia

E,, = Ey + nhw (3.17)
Decimos que n es el niimero de fonones,y que N = a'a es el operador niimero de fonones.
Finalmente,
4= % [H,d] = —iwa (3.18)

de donde recuperamos Nétese que a' agrega un fonén al estado del sistema. El orden en que se agregan los
fonones es irrelevante, por lo cual concluimos que los fonones son particulas indistinguibles, y obedecen la estadistica
de Bose-Einstein. Decimos que a' es el operador de creacion.

En cambio, a retira un fonén del sistema, ya que

aln) =+/nin—1) (3.19)
Decimos que a es el operador de destruccion.
Resumiendo

= ¢ se descompone en una onda de frecuencia positiva y otra de frecuencia negativa.

La componente de frecuencia positiva define al operador de destruccion.

Existe una base de estados en que los elementos de la base tienen nimero de fonones bien definido

El estado fundamental es el estado que carece de fonones, y tiene una energia no nula.
= Los fonones son particulas indistinguibles y obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

La base que diagonaliza el nimero de fonones es la base de Fock.
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3.2. El campo de Klein-Gordon

Finalmente encontramos la primer teoria cuantica de campos en el curso. La elegida es la teoria del campo real de
Klein-Gordon.
La teoria proviene de la accién

1 2.4
S = 5/ dtd’x {—6277“%,#&5,,/ — W;i,fqbQ} (3.20)
que conduce a la ecuacién de Klein-Gordon
2.2
—0¢ + mhzc ¢ =0 3.21)

Hemos normalizado la energia de tal manera que las unidades de ¢ son [¢] = {\ /h/ V} RVER

El momento canénico conjugado a ¢ () es

— ¢ (3.22)
Por lo tanto el Hamiltoniano es
2 4

H = / B % {H + 2 (Vo) + mhf ¢2} (3.23)

Para las manipulaciones que siguen, es mas comodo hacer una descomposicién de Fourier. Introducimos las soluciones
de ondas planas de frecuencia positiva de la ecuacién de Klein-Gordon

etk ei[kw—wkt]
= = 3.24
Jr o o (3.24)
donde
o 1
k” = ~Wk (3.25)
y
m2ct
wr = +1/c2k? + 5 (3.26)
La normalizacion se elije para que las fi sean ortogonales respecto al producto de Klein-Gordon
o) =i [ @ {g'f - 157} (3.2)
Efectivamente
(o) = (2m)76(k—K)
(fw:fe) = 0 (3.28)

Como nos restringimos a frecuencia positiva, las fx no son una base completa de soluciones; para que lo sea, debemos
agregar las soluciones de frecuencia negativa f;. Como de todas formas el campo ¢ debe ser hermitico, escribimos

¢=vh / (;‘ljjg |an fu + al fi] (3.29)

Por las unidades de ¢ deducimos que los operadores a y a' tienen unidades [a] = [af] = v/V. Ademds, la descompo-
sicién del campo se puede invertir utilizando el producto de Klein-Gordon

Vo = (f,0) (3.30)

Similarmente
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(z,1) \f/ —iwy) [akfkfafkf,’; 3.31)

El Hamiltoniano se convierte en

1 A3k 3K
=3 | o | oy
2°) ey ) (2m)
{ —wiwy — kk'] [akak/ /d Tfrfrr — akak, /dgacfkfk, — akak/ /dga:fkfk/ + akak, /dSTfkfk/]

m

+ h2 {akak//d xfk:fk:’ +akakl/d3xfkf;/ +a};ak//d3xf£fk/ +aLaL,/d5:rfk*f,;k,]} (332)

Ahora
3 * 3 * (27T)3 /
d xfkfk/ = d xfk:fk/ = T(s (k —k )
Wi
3
/d3xfkfk, = LW) e 2nts (k4 k')
ka
/d?’l'f,:f,:/ _ (27T) 2zwkt5 (k +kl) (3.33)
2wy,
de manera que
1 d3k + +
= ) e e |axal, + alax (3.34)

Vemos que podemos reducir ésto a una forma definida positiva imponiendo relaciones de conmutacién

lak,al] = s(k—FK)
lak, arr] = {aLaL/] =0 (3.35)
de manera que el hamiltoniano deviene
A3k Vd3k
H:/—?)m ahar + = / 5 huwy, (3.36)
(2r) 2) ()’

donde hemos identificado 0 (k)|,_, con el volumen de la caja que contiene al campo (que, por supuesto, es infinito).

Vemos que efectivamente ag puede interpretarse como el operador que destruye una particula de momento ik,
mientras que aL es el operador de creacion correspondiente. Como los aj conmutan entre si, todos comparten el
mismo autovector nulo

ar |0) =0 Vk (3.37)

que es el estado fundamental de la teoria. Como el orden en que los fonones son agregados al sistema es irrelevante,
y podemos agregar una cantidad arbitraria de fonones en cada modo, encontramos que los fonones son particulas
indistinguibles que obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

De las relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y de destruccion deducimos que ¢ y m son
operadores hermiticos satisfaciendo la regla de conmutacién

(7 (x,t), ¢ (x',t)] = —ihé (x — ) (3.38)

Con

[(ZS ($at) 7¢(w/at)] - [’/T (m,t),w(w',t)] =0 (3.39)
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3.2.1. El efecto Casimir

Supongamos que discretizamos los modos del campo imponiendo condiciones de contorno nulas sobre las tapas
de la susodicha caja. Entonces la energia de punto cero

1
E=Y Sl (3.40)
k

es violentamente divergente (jnuestro primer infinito!). Une estaria tentade de barrerla bajo la alfombra argumentando
que la energia estd definida a menos de una constante aditiva en todo caso, pero eso seria incorrecto, porque la energia
de punto cero es distinta para distintas periodicidades L. De manera que uno podria usar ese argumento para descartar
la energia de punto cero, por ejemplo, en el limite L — oo, pero debe lidiar con ella si L permanece finito.

Un problema similar, pero mds tratable, es cuando un campo sin masa estd confinado entre dos placas paralelas a
distancia L, con condiciones de contorno nulas sobre las placas. En este caso, sorprendentemente, es posible evaluar
la diferencia de las energias de punto cero entre el caso en que L es finito y el limite L — oo [5]], es decir

dk, dk 2mn\ 2 dk
ABy= | =223 05— 2 g2 [ 222 k2 g2 g2 41
0 / (277)2 A ( i > +ky + k2 / opi k3 + kj + k2 (3.41)

Sin hacer las cuentas, es razonable esperar que la energia residual A Ej sea negativa (al aumentar L. aparecen modos
que antes no estaban), y que sea proporcional al drea de las placas, ya que la energia es aditiva. Con las condiciones
de contorno nulas, ninguna propiedad de las placas entra en el problema, excepto la distancia entre ellas. Por lo tanto
la energia s6lo puede depender del area A de las placas, la distancia L, y las constantes universales £ y c. Por andlisis
dimensional encontramos

AE = LY (3.42)

con « un coeficiente numérico. Pero entonces aparece una fuerza atractiva entre las placas

dAEy he
= —a—A 4
¥ aL4 (3.43)

La aparicién de esta fuerza es el efecto Casimir, y ha sido verificada experimentalmente.

F=-—

3.2.2. Lainvariancia, bien gracias

Una caracteristica notable de la cuantificaciéon candnica es que, desde la adopcién de las reglas de conmutacién
todo intento de hacer explicita la invariancia Lorentz de la teoria es tirado por la borda, y sin embargo la teoria es
invariante Lorentz. Sin pretender una demostracion formal, vamos a hacer este enunciado mas verosimil calculando el
conmutador de los campos en dos eventos arbitrarios (x,t) y (', ")

6 (2.4), 6 ()] = (27) h / (j;’; 5 <_c2k2 - ”1;04) o (10) [ole—s)" Y]

esta expresion es explicitamente invariante frente a transformaciones de Lorentz propias. Si z — 2’ es espacial, siempre
podemos elegir un referencial en que ¢ = ¢’ y el conmutador se anula. Esto muestra que ¢ (x,t) y ¢ (x/,t') siempre
conmutan (y pueden observarse simultdneamente) si un evento estd fuera del cono de la luz del otro.

Si z — 2’ es temporal, siempre podemos elegir un referencial donde @ = x’. Supongamos que s = t — ¢’ > 0.
Entonces

3 .
[¢ (wy t) 7¢ (m/, t/)] = / (;lﬂ-];gi (e—iwks _ ezwks)

h > k2 X )
= —= / dk — (eﬂwks — ew’“s) (3.45)
(271') 0 Wk

La integral se puede expresar en términos de funciones de Bessel, pero no vale la pena continuar ahora, porque mas
adelante vamos a ver una manera mas eficiente de llegar al mismo resultado.
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3.3. El campo de Klein-Gordon complejo: particulas y antiparticulas.

Ahora consideramos el campo de Klein-Gordon complejo. La accién

vV o *x m2c4 *
S = / d'z {—0277“ 4P — ?qﬁ ¢} (3.46)
Los momentos conjugados son
¢p—m = ,*0
PF =T = ¢y (3.47)
El Hamiltoniano
. m2ct
H= / >z {qu'}é,t + AV - Vo + 3 ¢*¢} (3.48)
Como antes, desarrollamos el campo en ondas planas
A3k .
¢ = Vﬁ/ s Jand vl g (3.49)
(2m)

s6lo que ahora, como ¢ no es hermitico, pensamos a ag y bx, como operadores independientes. Desarrollando y usando
las integrales ec. (3.33)) obtenemos

&k
H— / G e [+ bad (3.50)

que se reduce a orden normal (los operadores de creacién a la izquierda de los operadores de destruccidn) con las
reglas de conmutacién

[ak,a,i,} - {bk,b,t,} — 2n)°5 (k- k) (3.51)

y todas las otras cero, de manera que tenemos dos tipos de particulas distintas, ambas bosénicas, sin spin y con la
misma masa, unas destruidas por ag y las otras por bg. Para ver en qué se diferencian calculamos la carga

@ = [ @ )[ers-il

B
_ / oy h [a,tak _ bkb,t} (3.52)

Lo que diferencia a las dos particulas es que sus cargas son opuestas. Decimos que una es la antiparticula de la otra.
El hecho de que cada particula deba tener una antiparticula es una consecuencia directa de la invariancia Lorentz.
Un campo de Klein-Gordon real es su propia antiparticula, decimos que es una particula realmente neutra.

3.4. El campo de Dirac

Finalmente consideramos el campo de Dirac. La accién

§— / diz p {ichy O — me? ) (3.53)
El momento conjugado a v es
7 = il (3.54)

De modo que el Hamiltoniano

H = / Az P {—ichy*Oopp + mc? Yy} (3.55)
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Las ecuaciones de movimiento son

iy 0 —mep =0
Para continuar necesitamos una base de soluciones de la ecuacién de Dirac. Como la ecuacién de Dirac es invariante
frente a traslaciones, buscamos una base de ondas planas, parametrizadas por un vector k y obedeciendo la relacion de
dispersién k* = fw;, = 4+/c2k2 +m2ct/h2. Como un espinor de Dirac tiene cuatro componentes, esperamos que
para cada valor k habra cuatro soluciones linealmente independientes. Dos de estas soluciones corresponden a ondas
de frecuencia positiva

Usk [ (3.56)

donde las f’s son las ondas planas definidas en la ec. (3.24) y usx es un espinor constante, y dos corresponden a
soluciones de frecuencia negativa

sk [ (3.57)
Entonces escribimos
d3k: .
1/] / |:askusk:fk + blkvskfk (358)
s*l ,2
Para escribir el Hamiltoniano, observamos que
{—iv*or + me v} fruse = V0 frsr = 7 wr frtsk
{=iv* okt + me v} fivae = iY°0 fivak = =7 Wi fivsk (3.59)

Ademds, normalizamos los espinores u, v de manera que

T _ T _
UgrpUske = VgpUsk = 2wk65’s

Ugr_pUsk = U;r./_kusk:zo (3.60)

=

Y vemos que asumir relaciones de conmutacién entre los operadores de creacién y destruccién conduce a una energia
que no es definida positiva. La alternativa es asumir reglas de anticonmutacion

{antianh = {optbi} = 6 ou (3.62)
y todos los otros anticonmutadores iguales a cero.

Una consecuencia de las relaciones de anticonmutacién es que un estado de muchas particulas depende del orden
en que las particulas fueron creadas

El Hamiltoniano se convierte es

5 > ey [alag — byl (3.61)

s=1,2

alfast |0y = —aslal |0) (3.63)

por lo cual estas particulas obedecen la estadistica de Fermi-Dirac. En particular, se cumple el principio de Pauli: no
es posible crear una particula en un estado que ya estd ocupado.
Las particulas que crean los bfj son las antiparticulas de las que crean los aZT, como puede verse calculando la

carga total
o= [ &

donde hemos descartado una “carga de punto cero” divergente.

Los dos casos de cuantizacién que hemos estudiado, el campo de Klein-Gordon y el campo de Dirac, son casos
simples de un resultado mds general, el Teorema de Spin-Estadistica, que dice que campos de spin entero describen
bosones, y campos de spin semientero describen fermiones. Para mas detalles, ver [6]].

d3k

Py h{ak a — b”bk} (3.64)
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3.4.1. Construyendo la base

En el argumento anterior asumimos que podiamos normalizar los espinores de la base segin [3.60} pero en realidad
hay que demostrarlo.
Si descomponemos el espinor de Dirac en dos espinores de Weyl

_ ur
u = ( un ) (3.65)
Entonces la ecuacion para la amplitud es
2
[wi — ck - Flur = % ur,
2
[warckz'&']uL:% ug (3.66)
Mientras valga la relacién de dispersién
m2c4
wi—ck? = = (3.67)

estas ecuaciones son equivalentes. Por lo tanto, podemos escoger arbitrariamente u;, y determinar up a partir de las
ecuaciones.

Las matrices wy £ ck - & son definidas positivas y por lo tanto poseen matrices cuadradas. Entonces podemos
escribir (s = +1)

uip = Vwr —ck -5 w® (3.68)

. . ! ’
donde w* es una base de espinores de Weyl. Asumimos que w* fw* = §° *. Entonces

Uphe = Vwg + ck - & w’ (3.69)

Es facil ver que efectivamente ui, ElUsk = 2wW0grs.
Las soluciones de frecuencia negativa dependen de la posicién como f; vk y por lo tanto la ecuacién para las
amplitudes es

[wk—ck-ﬁ]vR:—% vy,
2
[wi + ck - Glv = —% VR (3.70)

De manera que ahora escribimos

Vi = Vwr —ck-dw? (3.71)

donde w'® es otra base normalizada de espinores de Weyl, y entonces

Vi = —Vwi +ck-dw'”® (3.72)

Otra vez es facil ver que v;r,, kVUsk = 2wy, y también que se satisfacen las restantes condiciones m

3.5. El espinor de Majorana

Un espinor de Majorana v es a un espinor de Dirac lo que un campo de Klein-Gordon real es a un campo de
Klein-Gordon complejo.

Si 91, es un espinor de Weyl izquierdo, entonces o217 es un espinor de Weyl derecho. El espinor de Majorana es
“real” en el sentido que

vrp = iUsz (373)

En términos de operadores de creacidn y destruccion
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Bk bk — k-
c ik, s s —ik,x* pst ) 1s
VL—/ - {el“aw—i—e"bw}
(2m)’ 5;2 V2w, §
&k kG it
VR = / 3 Z - 5 {6”“” ay, w® — e~ hn® bZT w’s} (3.74)
(2m)” =T Wk
Por lo tanto
h wy =
* dgk Ck —k-o" —ik,x? st s« ik, " 18 /8%
vy = 3 2—[6 HEay w4 e T by w ] (3.75)
(2m) Py Wi
De manera que, si
w® = joyw* (3.76)
(que implica que w's* = —ioow®*), en esta representacién un espinor de Majorana es un espinor de Dirac con

& = aj,. Bste espinor tiene masa pero es eléctricamente neutro.
Los espinores de Majorana son interesantes porque

= La historia de Majorana es interesante, ver [7].

= Los spinores de Majorana dan la oportunidad de describir campos masivos de spin 1/2 para los cuales particulas
y antiparticulas son la misma particula. Eso es interesante en el caso del neutrino, que tiene masa y sin embargo
solo se conocen sus componentes izquierdas. Si el neutrino fuese un spinor de Dirac, seria necesario explicar
porqué no se han observado neutrinos derechos hasta hoy, ver [8].

= En materiales como el grafeno aparecen excitaciones colectivas que no obedecen ecuaciones de ondas sino ecua-
ciones lineales en la energia y el impulso. Estas excitaciones (aunque son no-relativistas) se podrian describir
como espinores de Majorana, ver [9]].



Capitulo 4

Matriz de Scattering y formula LSZ

4.1. Matriz de Scattering

Para fijar ideas, vamos a considerar un campo escalar, pero ahora aceptando la posibilidad de autointeracciones
y/o de la accion de fuerzas externas. En esas condiciones, el operador de campo en representaciéon de Heisenberg
ya no obedece la ecuacién de Klein-Gordon. Sin embargo, vamos a asumir que si es posible aproximar al verdadero
operados de Heisenberg por un campo libre cuando ¢ — —oo, y por (otro) campo libre cuando ¢ — oco. De esa manera
encontramos dos campos libres, que vamos a llamar I N 'y OU T, respectivamente, a partir de los cuales vamos a poder
introducir dos modelos de particulas

A3k
limy_ oot (z) = /(%)3 [aukak () + ab y fi (m)]
3
limy 00 () = /(;lﬂ];:g [(IOUkak (x)—i—aI)UkaI: (SE)} 4.1
con
eikuz“
Ji(x) = 4-2)

\/Zwk

wr = k% > 0, —k% = m?2. Como en el caso de Klein-Gordon, los operadores de destruccién se recuperan tomando
producto de Klein-Gordon entre las funciones de la base con el operador de campo. La diferencia es que mientras que
para un verdadero campo libre el producto se puede tomar en cualquier momento, ahora sélo tiene sentido en la zona
asintdtica correspondiente

arNk = hmtﬁfoo/ Pz i (ff; (2, 1) 04 (w,t) — ¢ () O, f5; (1))
aouTk = hmt—)oo/ d*z i (fg (x,1) 040 (x,t) — ¢ (1) Opfrs (2, 1)) 4.3)
Cada modelo de particulas va a contener un estado de vacio

ANk |O IN>=aOUTk‘0 OUT>=O Vk “4.4)

Podemos construir dos bases de Fock operando sobre los vacios con los operadores de creacion de cada modelo.

nk!

gy
e} IN) = ] (o) © 0 IN)
k

— _‘_ s
(aOUTk)

0 OUT) 4.5)

i) our) = ]

23
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La matriz de scattering es la matriz de las amplitudes de transicidon de un dado estado IN a otro dado estado out

Stmey frey = (Ime} OUT[{nk} IN) (4.6)

El objetivo de la teoria cudntica de campos es desarrollar herramientas para calcular la matriz de scattering en situa-
ciones concretas.

4.2. La formula de reduccion LSZ

Un paso fundamental en el cdlculo de la matriz de scattering estd dado por la formula de reduccion LSZ (por
Lehmann, Symanzik y Zimmerman). La idea es encontrar una férmula de recurrencia que permite calcular un elemento
dado de la matriz de scattering en términos de amplitudes de transicién que involucran un nimero menor de particulas.

Supongamos que queremos calcular la amplitud de transicién entre un estado que tiene n particulas IN en el modo
k y otro que tiene m particulas OUT en el mismo modo; m puede ser cero. Para simplificar, vamos a ignorar los otros
modos del campo. Ahora

1
(m OUT|n IN) = %< OUT‘a}Nk’n71IN>
1 i i i
= ﬁ<mOUT‘aOUTk+a1Nk—aOUTk‘nf1IN>

1
= /= m—10UTh—11IN) + G (m OUT |alyy, — abypu|n—1IN) @7)

El primer término representa un proceso en el que la particula en cuestién simplemente atraviesa la zona de interaccién
y emerge en la zona OUT; no vamos a analizarlo mas en detalle. En el otro término observamos que

A S ) / @2 [ (@, 00) 96 (1, 00) — & (@, 00) . f (@, 00)
— i (@ —00) 846 (@, —00) + 6 (@, —00) D fi (&, —o0)] “8)

Que usando el Teorema Fundamental del Célculo se convierte en

chum— ol = (i) [ d 01 (2.0 000 200) ~ 6 (.00 f 2.1)
= (i) [ d's [fe(@0) 0o (@,t) 6 (2,1) 0 i (@) (49)
Ahora, fi es una solucién de Klein-Gordon, de manera que
Rfe=[A—-m? fr (4.10)

Integrando por partes las derivadas espaciales, encontramos que

abyri — g, = (<) / d*z fi (z,t) [-0+m?] ¢ (z, 1) 4.11)

que por supuesto valdria cero si ¢ fuese un campo libre. En resumen, el resultado hasta ahora es que

(m OUT|n IN) = /2 (m—10UT|n—11IN)
n

ﬁ /d4x fr (2,t) [-O+m?] (m OUT |¢ (2,t)|n — 1 IN) (4.12)
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4.2.1. El proximo paso
Ahora tenemos que mostrar que podemos simplificar objetos de la forma

(m OUT |¢ (x,t)|n IN) (4.13)

de una manera similar.

Para variar, supongamos que nuestro objetivo es reducir el nimero de particulas en la zona OUT. Entonces, decimos
que

(m OUT |¢ (x,t)|n IN) = (m —10UT |aourkd (z,t)|n IN)
(m—10UT |¢ (x,t) arnk|n IN)

(m—lOUT\aOUTk ¢(:l?,t)—¢(1:,t) a[Nk\nIN) (414)

sl-3-3-

Nuevamente, el primer término describe un proceso en el que una particula simplemente pasa de largo por la zona de
interaccion. En cuando al segundo, tenemos que

aoutk ¢ (T,t) — ¢(x,t)arne = z/ 3z’ [fi (2, 00) Opp (', 00) ¢ (2, 1) — Oy fr. (', 00) ¢ (2, 00) ¢ (¢, 1)
—  fr(@,—00) ¢ (x,1) 0 (', —00) + Oy f, (2, —00) & (1) § (', —00)] (4.15)

Si definimos el producto ordenado temporalmente

T(¢(z,t)p(x',t) = oé(z,t)p(x',t) 0(t—1)
+ o2, t)p(xz,t) O —1t) (4.16)

y repetimos los pasos anteriores, llegamos a

aoutk ¢ (2, t) — ¢ (x,t) arne = z/ da’ fi (2, t) (O +m?| T (¢ (z,t) ¢ (', 1)) 4.17)
De esta manera vemos que es posible eliminar una por una todas las particulas en los estados inicial y final. La amplitud
de scattering va a ser una suma de términos en los que algunas particulas pasan de largo, mientras que la parte no trivial

se va a expresar en términos del elemento de matriz del producto de operadores de campo ordenados temporalmente
(uno por cada particula en los estados inicial y final que no siga de largo) entre los vacios IN y OUT.

4.3. La formula LSZ para fermiones

El campo de Dirac puede desarrollarse en términos de operadores de creacién y destruccién como

0 = [ oS [aaln (@) + Vit (0]

) = Ak T U ber V. 4.18
(@) = /W;[ask ke () bk Vo ()] (@.18)

donde
Uste () = " ugy, (4.19)

representan las soluciones de frecuencia positiva, y

Vire () = e *n" 0y, (4.20)



26 CAPITULO 4. MATRIZ DE SCATTERING Y FORMULA LSZ

las de frecuencia negativa. Introduciendo un producto interno

W', 9) = / B iy = / P @0 @.21)

Los espinores de la base obedecen la normalizacién

Usir Usk) = (Vo Vsk) = 0550kk
(Vslk/,Usk) =0 4.22)

de donde podemos recuperar

ask = (Usk, 1)) (4.23)

Etc.

La introduccién de los modelos IN y OUT es similar a lo que hemos hecho para el campo escalar. Ahora, por
supuesto, los nimeros de ocupacién solo pueden ser 0 o 1. Por ejemplo, para eliminar una particula del estado final
hacemos

(10UT|n IN) = (0 OUT |aswouvr|n IN)
= (00UT |askrn + askour — Gskin|n IN)
= Vn{(0OUT|n—11IN)+ (0 OUT |askour — askin|n IN) (4.24)
Ahora
AskOUT — AskIN = / d*x [Usk (z, OO)Wow (x,00) — Usk (, —00) 701/1 (x, —00)]

_ / d*a 9, [T (,6) 120 (a,1)]

(—i) / d*z Uy [iv*0, — m] ¥ (4.25)
En una segunda iteracion, vamos a querer calcular valores de expectacién del tipo

(m OUT |¢ (x,t)|1 IN) (4.26)

Y por nuestra experiencia con el campo de Klein-Gordon, esperamos relacionarlo con un producto ordenado tempo-
ralmente, que para fermiones se define como

T ('(/) (ﬂ%t)@(w/at/)) = ¢($ t)'(/;(wl t/)
_  — 1) 4.27)

Entonces escribimos

(m OUT |¢ (x,t)| 1 IN)

(m OUT |4 (@,t) alyy1 |0 IN)
= (M OUT|~alour® (@,6) + alourt (@,6) + 6 (@,1) alyy | 0 TN j4.28)

El primer término corresponde a la particula emergiendo sin haber sido dispersada, y en los otros dos

aZkOUTw (CE, t) + flp ((l?, t) alk[N = / d?)xl [VIZJ (wl, OO) PyloUsk (wlv OO) 1:[} (wv t) + 1/1 (113, t) ’IZ) (w/7 —OO) PyloUsk (wlv _OO)]

/ d*z’ Oy [T (¥ (&', t) ¥ (z,1)) v Usk (2, 1)]

= (i) [ @t T @03 (@) | <i0# 8 - U (0'0)

(4.29)
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4.4. El propagador de Feynman

Ya que hemos visto que calcular elementos de matriz de productos ordenados temporalmente es la clave para poder
evaluar la matriz de scattering, vamos a deternernos a jugar un poco con estos objetos en su expresion mds simple,
es decir, el producto binario de operadores de campos libres (en cuyo caso, por supuesto, los vacios IN y OUT
coinciden), empezando por el caso del campo de Klein-Gordon real.

4.4.1. El propagador de Feynman del campo de Klein-Gordon

Queremos evaluar

Dr (z,2") = (0T (¢ (z) ¢ ()| 0) (4.30)
Notese que también
Dr (z,2') = % [D1 (z,2") + D (x,2") sign (t — t')] (4.31)

donde

Dy (z,2') = (0[{¢(2),¢ (")} 0)
D(z,2") = (0l[¢(z),¢()]0) (4.32)
son los propagadores de Hadamard y de Jordan, respectivamente. Fuera del cono de laluz D = 0y Dy es real.

Como Dy es obviamente una funcién par, no hay pérdida de generalidad en asumir ¢ > ¢’. Asumiendo un campo
real, desarrollamos

d3k ek ot ; ot
)= | —= —— |age " +a! " rt (4.33)
"5()/(%)3%’“ v
Entonces
BEk BE etk eik/-m’ ) )
Dp (z,2') = / AR e—iwrteiont () ‘a a o (4.34)
F( ) (2’/T)3 (271’)‘3 vV 2wk \/ka/ < k% —k >
que usando las reglas de conmutacién se convierte en
B et (@) ,
Dp (z,2') = /7[76_’“”“@% ) (4.35)
En el caso general
d3k eik'(m—ml) ) , ) ,
Dy (z,2') = /—7 [e—’mk(t—t ot — ') + e (t=t)g (¢ — ¢ (4.36)
rea) = [ 5 (t-1) (' ~1)
Haciendo la integral por residuos, vemos que
ddkdw ei[ky(mfa:')fw(tft')}
D N=i 4.37
F(1’71') Z/ (27‘()4 wz_w£+i€ ( )
La ecuaci6n muestra que
[O—m?] Dp (z,2") =i (z — z') (4.38)
cosa que podemos verificar facilmente. Por un lado vemos que
T (¢(2) ¢ (2') = 0 (2) d (') 0 (t —t') + & () Or () O (¥ — 1) (4.39)

pero entonces
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BT (¢(x)d(a") = Fo(x)o(a)0(t—t)+o(2)0id ()0t 1)
+ [at(b (wvt)¢(m,7t) - ¢(m/7t) 815(,25(.’13,15)] 5(t - t/) (440)

Por las reglas de conmutacion candnicas

0i¢ (z,t)  (x',t) — ¢ (2, 1) Oy (x,t) = —id (x — ') (4.41)
QED
Para un campo de Klein-Gordon complejo debe ser (0 |T (¢ (z) ¢ (2'))| 0) = 0, que es el tinico valor compatible
con la invariancia de fase de la teorfa. El tnico propagador de Feynman no trivial es (0 ’T (¢ (2) 9" (2)) ] 0), que es
precisamente Dp.
La rotacion de Wick

La ecuacién no define univocamente al propagador de Feynman, ya que la ecuacién de Klein-Gordon admite
soluciones homogéneas. Sin embargo, si definimos el tiempo euclideo

T =it (4.42)

la ecuacion 4.38] se convierte en la ecuacion de Klein-Gordon euclidea

82
[W A mﬂ Dr ((=,7),(2',7) = =6 (x — ') § (1 —7') (4.43)

que si tiene solucion tnica

d?’kdw ei[h(mfz’)er(‘rfT')]
D A 4.44
F((SC,T),(:I? 7T)) / (27‘(’)4 w2+k2+m2 ( )
calculando la integral por residuos vemos que
d3k_ eik'(m—ml) , ) ,
D / — —wk(T—T )9 - Zwk(T—T )9 I 445
F(z,x") / 7(271_)3 o [e (r—7)+e (' —71) (4.45)

Vemos que si continuamos analiticamente el propagador euclideo de vuelta al espacio de Minkowski recuperamos el
propagador de Feynman, de manera que es posible definir al propagador de Feynman como la continuacién analitica
al tiempo real de la tinica solucion fundamental de la ecuacién de Klein-Gordon euclidea.

Solucion explicita para el propagador

Vamos a demostrar la potencia de esta observacién encontrando la forma explicita del propagador.

Las condiciones de contorno son que Dr () — 0 cuando 22 — oo, y que el flujo del gradiente de Dr sobre
una esfera infinitesimal alrededor del origen debe ser —1. Es obvio que D tiene simetria de rotaciones en el espacio
euclideo de cuatro dimensiones, de manera que, introduciendo

oc=\V12+x2 (4.46)

No hay pérdida de generalidad en escribir
DF = DF (0) (447)
y la ecuacion de Klein-Gordon euclidea se convierte, para o # 0, en
1
— 0509, Dp —m*Dp =0 (4.48)
g

Si escribimos

Dp =

l (4.49)
o
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para o # 0 F satisface una ecuacién de Bessel

1 1
F"+ ZF — <m2 + 2) F=0 (4.50)
g g

mao

La condicién de que F' =~ e~ cuando 0 — oo determina que la solucién debe ser

m
F = 5K [mo] 4.51)

K es una funcién de Bessel modificada. La normalizacién surge de la condicién de contorno en el origen, 272639, Dp —
—1 cuando o — 0. Observamos que en ese limite K; [mo] = 1/mo.

El propagador en el espacio de Minkowski se obtiene reemplazando o por s = v/—t2 + a2. Fuera del cono de la
luz s es real y D también lo es, como ya sabiamos. En el cono de la luz s es imaginario y vale que [[10]

™

K, (iz) = —§H(21) (2) (4.52)

H (_21) es una funcién de Hankel.

4.4.2. El propagador de Feynman del campo de Dirac
Preambulo: las relaciones de anticonmutacién del campo de Dirac

Recordemos que en cuantificacién canénica el campo de Dirac se escribe como

d*k _—
77 [ o 2 Lowst @+t )0 (453

donde las f son ondas planas

eikuz“
fe(x) = (4.54)
\/Zwk
K = wr > 0, —k? = m? ags y bLS son operadores de destruccidn y de creacion satisfaciendo relaciones de
anticonmutacion

{aks, aL,S,} - {bks, bL,S,} Y . (4.55)

todas las otras cero, y finalmente los ug_ s y vk s son una base de espinores de Dirac

o Vwp— k5w, (4.56)
Uk,s = Vowr + k-7 w, )

s = [ Ver—k-ows (4.57)
ks —Vwg + k-5 w, ’

donde los w; y w’, son bases de espinores de Weyl

Z Wew Z wiw!l = (4.58)

dadas las relaciones de anticonmutacion de los operadores de creacion y destruccion, estd claro que

{¢ ()9 ()} =0 (4.59)

La tnica relacion no trivial es la que involucra a ¢ (x) y 1 (z'). En particular, a tiempos iguales encontramos

ik(:ﬂ—m’)

- d3k
{¢ (:IC, t) ) ¢ (CE’, t)} = / [6 uk,sak,s + eivk,s@k,s

2wy, 2wy,

d3k ’Lk:((l: x )
= V / QUJk [uk,sﬂk,s + 'Ufk:,s'l_)sz,s] (460)
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Ahora

o Vwg — k-7 ws = = iy _ [ wn—k-7 m
2 et = (mws)(w’f"""’ws Vi Tk Gl ) = -

m wp,+k-o
t B Vwi + k-7 wl — ——— iy _ [ Wkt k-G —m
2 vkatlys = ( o~ gy ) VTR Twl Ve R dul ) = s
4.61)
Finalmente
{v(z,t), ¢ (@ 1)} =+ (x — 2') (4.62)

Los propagadores de Feynman

Por los mismos motivos que para un campo de Klein-Gordon complejo, un propagador de la forma (0 |¢ (z) ¥ (2')|0) =
0, por lo cual el tnico propagador de Feynman no trivial es

Sp={(0|T (¢ (=, t) ¥ (z',t))] 0) (4.63)

con el producto ordenado temporalmente de fermiones definido en[4.27] Es facil ver que

(178, —m] Sp = in° (0| {4 (1), (z',1) }] 0) 6 (¢ — ') (4.64)
Pero a tiempos iguales podemos usar las reglas de anticonmutacién, de manera que
[iv"0, —m]Sp =id (x —x')d (t — ) (4.65)
Operando a ambos lados con iy*0,, + m encontramos que
[O—m?] Sp =i[iv"0, +m]6 (z — 2') (4.66)

cuya solucion es

Sp = [i’y“au +m|Dp 4.67)

4.4.3. La representacion de Lehmann

Hasta ahora sélo vimos el propagador de Feynman de campos libres. La representacion de Lehmann nos dice
qué podemos esperar acerca de la estructura del propagador de Feynman de un campo interactuante, en ausencia de
campos externos. Por sencillez vamos a considerar solo el caso de un campo escalar.

Consideremos un valor de expectacion

(0o () ¢ ()] 0) (4.68)

Esto lo podemos pensar como el bracket entre el estado

¢ (2)|0) (4.69)

y el estado correspondiente con x’ en vez de x. Este estado se puede pensar como el resultado de haber trasladado el
estado

¢ (0)[0) (4.70)

desde el origen hasta . Como la teorfa es invariante Poincaré, existen operadores de impulso P# que son los genera-
dores de las traslaciones

¢ (2)]0) = e~ P (0)]0) 4.71)

Insertando una base completa de estados de impulso bien definido
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d*p u
6@I0) = [ e ) 16 010 @)
Analizando el ket en =’ de la misma manera, llegamos a
d4 . I\
(016 (x) ¢ (+')|0) = / (273;4 e# (=) | | (0] 0) (4.73)

Por invariancia Lorentz, |(p* |¢ (0)] 0)|” s6lo puede ser funcién de —p? = o2. Por causalidad debe ser 02 > 0, y para
que la energia sea positiva debe ser p° > 0. De manera que tomando o> como variable independiente en vez de p°
encontramos

3 zpu Tr— a:)“
0@ owN0 = [ [ p[0?) @74)

donde hemos definido

[(p" 16 (0)] 0)* = mp [—p?] 4.75)

yws = p° = /o2 + p2. Si en vez de este propagador “de frecuencia positiva” tomamos el propagador ordenado
temporalmente, vemos que

OIT @@ o@)I0) = [ do p[0?] D (2% 0?) (4.76)

0

donde Dp (x, a'; 02) es el propagador de un campo libre con “masa” o2



Capitulo 5

Integrales de Camino

5.1. Integrales de camino en mecanica cuantica no relativista

Consideremos la teoria de una particula cudntica en representacion de Schrodinger

ihoy ) = HyY)

H = K+V
vV = VI[X]
P2
K = —
2m
El operador posicién tiene autovectores | )
Xlz) =z |x)
Similarmente el operador momento
Plp) =p|P)
con
(x|p) = /"

Un estado inicial |¢);) evoluciona segiin el operador evolucién

[0) (1) = e 1" |y)

Queremos calcular los elementos de matriz del operador evolucién en el tiempo T’
(sl e T )
El problema es que en general no es cierto que

e—zHT/h _ e—zKT/he—zVT/h

Pero esta férmula es aproximadamente correcta cuando 7' — 0, ya que el error es de orden (7'/ h)2

mos

('b

(W] o iHT/h W) = (] (e—qHT/Nf) bi)
(

~ (] —iKT/Nh —7VT/NE) ;)
N .
= (Y H ( fszftjfl)/ne—zvm—tjfl)/n) )

32

5.1

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

. Entonces escribi-

(5.8)
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dondetg =0yt; =t;_1 + T/N. Insertando identidades escribimos ésto como

(1] e/ s /Hd% w\H( (Y ) () )

N-1
N-1 o i /R
/H doj e im0 V@)t —ti)/h ¢f|H( K=t/ gy (s 1|) ;) (5.9)
Jj=0 Jj=1

Insertamos una nueva serie de identidades

N-1

N—
(| e HTIM |y /H da; H ih et 50! V() (1=t 1) /B
N
H ( —iK(t;—t;_1)/h lpi—1) (Pj—1lzj—1) <xj_1\) i)

/H da 77,ZN o [(P3/2m)+V ()] (t;— tj—l)/ﬁeixév:_ol pj(zjp1—5)/h (slzn) (ol (5.10)

Pasando al limite N' — oo, la poligonal que pasa por los puntos (Z;, x;) deviene una trayectoria continua que interpola
entre z; ent =0y xyent =T,y vemos que

(] e HT/M |2, :/ DxDp /" (5.11)
(0)=w;,2(T)=z¢
donde S es la accién
T
S = / dt L
0
L = pi—H (5.12)

Las integrales gaussianas sobre los impulsos se pueden hacer explicitamente, por lo que podemos escribir de manera
equivalente

<l,f|e—z'HT/h ‘$z> _ / Dz eis/h
(0)==,2(T)=z,
L = T;La:Q — V4] (5.13)

Notese que todas las trayectorias que estamos considerando son continuas y tienen la propiedad heracliteana de que
no vuelven para atras en el tiempo.

Es posible verificar que el error cometido al usar la férmula[5.7]desaparece en el limite N — oo.

En el limite 2~ — 0, la integral estd dominada por la trayectoria que hace estacionaria a la accién, que por supuesto
es la trayectoria cldsica.

5.2. La integral de camino ordena temporalmente

En representacién de Schrodinger, los estados definidos en el tiempo inicial ¢; son los estados IN, mientras que
los estados definidos en el tiempo final ¢ son los estados OUT. En representacion de Heisenberg, todos los estados
se definen en el tiempo inicial. Por lo tanto, identificamos al estado |z OUT) como el estado definido en ¢;, que en
representacién de Schrédinger deviene el estado |z) en el tiempo final

|z OUT) = eHtr=t)/R |4 TN) (5.14)

De modo que
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/ Dz e/ = (x| e =t/ |0y = (2, OUT|x;IN) (5.15)
z(ti)=wiz(ty)=zys
Ahora consideremos la integral

x(t;)=x;,x(ty)=xy

cont; <t < ty. Partimos la integral en dos

/ dz’ x’/ Dz eis/h/ Dz e'S/"
—00 z(t;)=z;,x(t)=z’ x(t)=x',x(ty)=xy

_ /oo da' o <37f‘ efiH(tfft)/h ‘I/> <QZ,| efiH(tfti)/h ‘$1>

— 00

(X) (#)

/oo da’ <xf| e—iH(tf—t)/hX |$/> <£L'/| e—iH(t—ti)/h |(E2>
= (z;OUT| X (t)|z;IN) (5.17)

donde X (t) es el operador posicién en representacién de Heisenberg.

El préximo paso es mirar la integral

(X) (t,t") = / Dz /M g (t)z (') (5.18)

z(t;)=z;,x(tf)=2f

cont; <t <tyyt; <t <ty pero sin presuponer un orden dado entre ¢ y t’. Llamamos ¢t~ = max (t,t')y
t« =min (¢,¢') y partimos la integral en tres

(X)(t,t) = / dx'dx" x'z"

/ Dx eis/h/ Dx eis/h/ Dz S/h (5.19)
z(t;)=a;,x(t<)=2" z(t<)=a",x(t>)=a' z(ts)=a'\z(tf)=zs

Repitiendo los pasos anteriores llegamos a que

(X) (t,t") = (x;OUT| X (t=) X (t<) |z;IN) (5.20)

Vemos que la integral de camino automdticamente produce productos ordenados temporalmente.

5.3. Laintegral euclidea y las condiciones de contorno

La integral de Feynman sufre de severos problemas de convergencia. Un objeto mucho mejor definido es la integral
euclidea, que se obtiene de la integral de Feynman por la rotacién de Wick ¢ = —¢7. Por ejemplo, si la accién es

S :/ dt {;m:'cQ - V(:z:)} (5.21)

S =iSk (5.22)

Si :/ dt {;m (Z_)Q +V(x)} (5.23)

y la integral de Feynman deviene la integral de Wiener

bajo la rotacién de Wick se convierte en

donde Sg es la accion euclidea
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/ Da e=5e /0 (5.24)
z(t;)=z;,z(ty)=xy

Supongamos que queremos calcular un elemento de matriz de algtin operador

(O)(t) = (z;OUT|O (t)]|x;IN)
— <55f| efiH(tf7t)/h@67iH(t7ti)/h ‘x1> (525)
Intercalando los autoestados del Hamiltoniano
H|E) = F|E) (5.26)
obtenemos
(O) (t) = (sl B) e EG=/M(EB|O|E) e =t/ (B |a,) (5.27)
E.E'
Si hacemos la rotacién de Wick encontramos
(0) (1) = Y (ayglB) e PO =DM E| O |B) e BT (B ) (5.28)

E.E'

Si ahora tomamos el limite 7y — oo, 7; — —00, ambas sumas estin dominadas por el estado fundamental, y

(0) (1) = (x4]0 OUT) (0 IN|x;) e~ Eolrr=7/h (0 OUT| O |0IN) (5.29)

Vemos que salvo constantes, la integral euclidea produces elementos de matriz entre los vacios IN y OUT.

5.4. Integrales Gaussianas

De lejos el tipo de integral mds importante que vamos a encontrar son las integrales Gaussianas, es decir, integrales
de la exponenciacién de una funcién cuadrética. La integral Gaussiana prototipica es

* dz

S e o (5.30)
oo V2T
Si conocemos [5.30] entonces
/ AT —as?)2 (5.31)
oo V2T
se resuelve mediante el cambio de variables z = y/+/«, de donde
* dz 2 1
—az®/2 _
e = 5.32
/_oo V2m Va 632
Ahora consideremos la integral
o0
d . ,
/ L —oz?/2,n (5.33)
Coo V2T

Si n es impar, la integral se anula por paridad. Pongamos n = 2k. Entonces, decimos

o g >
/ AT gea?/2 2k _dr e 2 g2k
—oo V2T —oo V2T
L [~ d
= _— i <d€_am2/2) J/‘Qk_l
o J_ o m dx
_ (Qk — 1) /OO dx e—ozm2/2 xQ(k—l) (5.34)
o —eo V2T
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Iterando este resultado obtenemos

~ 4 2% — I 1
/ T ax?j2 2k _ % 1 (5.35)
—oo V2T a” Va

donde n!! es el producto de todos los niimeros impares menores o iguales que n

(2k)!! = (225,3!!

tiene una interpretacion gréfica interesante, porque (2k — 1)!! cuenta las formas de agrupar 2k objetos de a pares.

Entonces la idea es que agrupo las z en la integral de a pares de todas las formas posibles, asigno a cada par el

valor 1/a y 1o saco de la integral, hasta que quede una sola x (y la integral vale cero) o ninguna (y entonces uso .
Todo lo que dijimos para la integral Gaussiana en una dimensién vale para la integral en d dimensiones

dd .
[ e (5.37)
R (2m)

Donde M es una matriz simétrica y definida positiva. Por ejemplo

/ ddl' e_xjjujkxk/2 xpxq _ _ [M_l}pr/ ddx ( 8 e—.’cj]ijxk/Q) xq
re (2m)"° R (2m)"? \Oa

d .
_ I:Mfl]pq‘/ dxz ewaMjka:k/Q (5.38)
Rt (2m)Y?

(5.36)

Vemos que el truco de agrupar las variables en el factor pre-exponencial de a pares sigue valiendo, pero ahora el par

_11Pr4q X _ . . . . .
xPxd “vale” [M 1] ; decimos que M ! es la matriz de covariancias. En cuanto a la integral , la manera mas
facil de calcularla es pasar a las coordenadas 27 en que la matriz M es diagonal

d
2 Mya = Zml (zl)2 (5.39)
1=1
La integral [5.37] factoriza en d integrales tipo[5.31] y el resultado es

d?z I Moy a® 1
e M2 = 5.40
/Rd (2m)%/? Vdet M (>40)

Notese que esta formula vale en cualquier base, de manera que no es realmente necesario diagonalizar M, basta
calcular su determinante.

Cuando uno tiene una variable aleatoria X y quiere conocer los “momentos” de la distribucién de probabilidad, es
decir, los valores de expectacién (X ™) , es generalmente ttil definir la funcidon de particion

Z[J] = (7 (5.41)
donde J es una variable auxiliar, porque entonces
1
ZJ) =Y = (xm)J" (5.42)

n!
n=0

es decir, los momentos de la distribucién son los coeficientes del desarrollo de Taylor de la funcién de particién
alrededor del origen. También conviene introducir el funcional generador

Z[J] =Vl (5.43)

Obviamente si tenemos Z podemos calcular W'y viceversa, pero en general W es un objeto mucho mas sencillo que
Z. Por ejemplo, para una variable Gaussiana, con la funcién de distribucién

fla) =4/ % emor’/? (5.44)

Los momentos de la distribucion se calculan como en[5.33] y resulta
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k
( ) (5.45)
k=0

pero también

> d
() = va | Sl
_ \f/ dx —a[(z—J/a)?—(J/a)?]/2

= /0 (5.46)
(esta formula también se puede obtener sumando la serie de manera que

J2
W)= (547)

es una simple pardbola. La Gaussiana es un caso extremo, pero que el funcional generador es un objeto mas simple
que la funcién de particidn es un resultado general.

Notese que no hemos usado ninguna propiedad especifica de la dimensionalidad d, por lo cual podemos tomar el
limite d — o0, en cuyo caso todo lo que dijimos es aplicable a integrales de camino.



Capitulo 6

Reglas de Feynman y métodos funcionales

6.1. Las reglas de Feynman

Con lo que vimos la clase pasada, tenemos las herramientas para calcular una integral del tipo

/ D® SR P (7). ® (x,) = (0 OUT| T [® (21) ... P (x,)] |0 IN) (6.1)

Para una teoria libre, la integral se calcula usando el teorema de Wick, y resulta la suma de todas las contracciones
posibles de a dos campos. Cuando sé6lo hay dos campos,

/ DB S B (21)® (25) = (0 OUT| T [® (1) D ()] |0 IN) = G (1, 2) 62)

Por lo tanto, cada par contraido debe reemplazarse por un propagador de Feynman. Si la teoria no es libre, hay que
utilizar métodos perturbativos. Nosotros vamos a considerar el caso de una teoria A®%, donde

S = / d*z {—;6“@8“(1) — %m2®2 — i!cb‘*} (6.3)

Entonces, si Sy es la parte cuadratica de la accion,

/ D SR G (1)) ... D (x,,) :/ D 5ol & (1)) ... D (x,,)

A [ L/=ix [ 0\
{14!h da:@(x)+2<4!h/dz<b(z)> +} (6.4)

De esta manera, el elemento de matriz de la teoria interactuante se convierte en una serie de elementos de matriz de
una teoria libre, de complejidad creciente.

En la practica, la serie perturbativa serfa inmanejable si no fuera por una técnica desarrollada por Feynman para
representar graficamente cada término [11]]. De esta manera, el problema de encontrar todas las contracciones posibles
se reduce a dibujar todos los graficos posibles con ciertas caracteristicas.

Empecemos con el caso

. . : 1[/—i 2
/ D iSI®l/h _ / D ¢iSol®l/h {1 _ %/ diz o (2) + 5 (4'12/ d*z o* (m)) +.. } (6.5)

El primer término es simplemente una integral Gaussiana, y por lo tanto es inversamente proporcional a la raiz cua-
drada del determinante del operador en el exponente, que es
i

K [z,2] = =

-0+ m?] 6 [z,2') = Gz [z,2] (6.6)
Por lo tanto, el primer término resulta en

38
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v/Det Gr 6.7)

No vamos a indagar mas qué quiere decir este determinante funcional. Observamos que este término de hecho va a ser
un factor comun en todos los términos de la serie, y vamos a sobreentenderlo hasta nuevo aviso.

El segundo término de la serie es

/ DO eiSol®l/h (—ﬁ) / d*z ®* (z) =3 (—ﬁ) / d'z G% (x,x) (6.8)

Representamos este diagrama de la siguiente manera

Figura 6.1: Double bubble

El punto (“nodo” o “vértice”) representa el factor

(‘Z%) / e 6.9)

Cada linea estd asociada con un factor Gr. Cuando una linea conecta dos vértices, como en este caso, decimos que
es una “linea interna”. Como en este caso cada linea conecta al inico vértice consigo mismo, los propagadores estan
evaluados en el limite de coincidencia. Observamos que cada linea, al cerrarse sobre si misma, define un circuito
cerrado, que llamamos un “lazo” o “loop”. El factor 3, que representa el nimero de contracciones posibles, es la
“multiplicidad” del diagrama.

Ahora consideramos el término de segundo orden

1 (=in)? 4, 4,1 i a0
2(4‘71) /dxdx(b (z) D% (2) (6.10)

Ahora tenemos dos vértices, uno asociado con la posicién x y el otro con z’, con cuatro lineas convergiendo en cada
uno. Uniendo estas lineas de todas las maneras posibles, obtenemos los siguientes diagramas:

Figura 6.2: Double bubble al cuadrado.
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Figura 6.3: Triple bubble.

Figura 6.4: Basketball.

Es evidente que la multiplicidad del primero es 3% = 9. Para calcular la multiplicidad del segundo, vemos que hay
6 maneras de elegir la linea que se cierra sobre si misma en cada vértice, y 2 maneras de unir las lineas que unen los
vértices, de manera que la multiplicidad es 6 x 6 x 2 = 72. La multiplicidad del basketball es 4 x 3 x 2 = 24. El

numero total de contracciones posibles es 105 = 7!!, como corresponde a las contracciones de 7 elementos.

Es notorio que el grafico de la fig.[6.2] es simplemente dos copias del de la figura [6.1] una al lado de la otra. Un
gréafico con estas caracteristicas se dice “inconexo”. Todos los otros graficos son “conexos”.

Estos gréficos corresponden a las siguientes expresiones

2
double bubble? = (/ d*z G% (, x))
triple bubble = / d*z d*2’ Gp (z,2) G% (z,2') Gp (2/,2)
basketball = / d*z d*z’ G% (z,2)

Resumiendo lo visto hasta ahora

o
[ < e (G

1=\ |
+ 2(4m> [9

6.2. Diagramas con patas externas

Ahora consideremos el caso

/ DO S/ () (2) =

Y

o + AN 24@

+0 (X%

6.11)

(6.12)

. ; 2
iSo[®]/h ’ . ﬂ 4 4 1 1)‘ 4 4
/D<I>e @(x)@(x){l AT d*zy @ (x1)+2(4!h d*zy % (z1) ) +...p (6.13)
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Al calcular las distintas contracciones, siempre estd la posibilidad de contraer al campo en x directamente con el
campo en z’. Eso reproduce los graficos de la seccién anterior, con sus multiplicidades, multiplicados por el factor
Gr (z,z), que representamos diagramdticamente como una tnica linea

’

X X

Figura 6.5: Representacion diagramadtica del propagador de Feynman.

Consideremos ahora los otros términos. El término de primer orden da como resultado

12 (L};_)/ d*zy Gp (z,21) Gp (z1,21) Gp (21, 2) (6.14)

Cuya representacion grafica es el “tadpole”

® NG
Figura 6.6: Tadpole.

Una linea que conecta un vértice con uno de los argumentos libres del diagrama es una “linea externa”. Si conecta
dos vértices es una “linea interna”. Un diagrama sin lineas externas es una “burbuja de vacio”.

Los términos de segundo orden poseen dos lineas externas y dos vértices. Tenemos la alternativa de que ambas
lineas externas pueden conectar con el mismo vértice, o cada una en un vértice distinto. En el primer caso podemos
obtener un diagrama inconexo

R
72. AAL (6.15)

Yy uno conexo

’

X X

Figura 6.7: Bubble tadpole.

Cuya multiplicidad es 288. Cuando cada linea externa conecta a un vértice distinto también hay dos posibilidades,
a saber dos tadpoles en serie

cuya multiplicidad es 288, y el “setting sun”
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Figura 6.8: Double tadpole.

Figura 6.9: Setting sun.

cuya multiplicidad es 192. En total encontramos 105 + 72 + 288 + 288 + 192 = 945 = 9!! diagramas.

6.3. El funcional generador

En mecadnica estadistica se suele introducir la funcion de particion

Z =Y et (6.16)

La potencia de la funcién de particién es que permite calcular cantidades termodinamicas mediante derivacién, como
por ejemplo la energia media

0
U= fﬁan (6.17)

En teoria de campos se introduce un objeto similar,

Z[J]:/ D® ((S@)+T2)/h (6.18)

donde

J® = / d*z J (z) ® () (6.19)
de modo tal que

sz [J]
6J (z1) ... 0J (zn) |y

(0 OUT|T[® (z1)...® ()] |0 IN) = (—ih)" (6.20)

El calculo de la funcién de particion se reduce a una serie de integrales gaussianas mediante un doble desarrollo
en Ay en J. Con lo que ya hemos visto podemos escribir los términos mas bajos
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4'h

(_”\>2 [9\/\/ +72\J/\(>+24\J
+ ;(;)2/ d4xd4x’J(x)J(x'){x 1+ (_M> C>/N
(

zin=1+ (32) L0

x X

41h,
g 2 NN /,— N m
M) [9\\/’\/ / + 72\/\ J\ > 42457 ] ]

|
. - N2 (/ ™\ igi
( M) 1200 4 % ( M) 72.@.&)(,) voss ) 1 ass (O g0 by 621

Alh

En mecanica estadistica el paso siguiente es introducir la energia libre

Z =eBF (6.22)

que contiene la misma informacién que Z pero de una manera mds eficiente. Andlogamente, definimos el funcional
generador

) . 1 . 2
Z[J] = W/h = 1+%W+§ (;W> ¥ (6.23)

Comparando los desarrollos de Z y W vemos que
YN . 2 /\
- 1 /14 —A
(2O () (2 [ OO0
(4!>3 t351% 1 72 oat
(2) ] dattat s [ (32) 120

< 4'5) 288.8.+288.QQ.+192'%' ¥ (6.24)

DN =

N | =

Es decir, en el desarrollo de W s6lo quedan los diagramas conexos, con los mismos pesos con que aparecen en el
desarrollo de Z.

El linked cluster theorem afirma que la cancelacién de los diagramas inconexos ocurre a todo orden en teoria de
perturbaciones [12]. Por supuesto, cuando A = 0 encontramos

Wy lJ] = ; (;) / d*zd*z’ J(z) Gp (x,2') J (2) (6.25)

que es simplemente el resultado de la integracion gaussiana.

6.4. Elementos de matriz irreducibles

Ya sabemos que las derivadas de Z son los elementos de matriz del producto ordenado temporalmente de opera-
dores de campo. Es interesante calcular las derivadas de 1. Tenemos

WIh = 7[J] = (0 OUT|0 IN), (6.26)

No estamos tomando J = 0, por lo cual el bracket no es trivial. Entonces
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i W [J] WIh 0Z[J] i
A e =5 h(OOUT|<I>1 |OIN>J (6.27)
O sea
W T ® IN
oW [J] — = (00UT| @410 >J (6.28)

51 (0 OUT|0 IN),

Para una teoria A\®*, ¢ [J = 0] = 0.
Tomando una nueva derivada en[6.27]

P PW I (N W I SW I | awinyn  02Z1] i\”
L 2\ W OW W pawiyn _ O 210 (2 T|T (®185) [0 IN 2
[h 571672 +<h> 55 o | € 57167 (h) (OOUTIT (®:22) [0 IN); — (6:29)

Entonces

FPWlJ i [<0 OUT|T (®,®5) [0 IN),

6J16J2 R (00OUT|0 IN), B (’51"52} (6.30)

Pasar de los momentos de Z a los de W es como pasar de <x2> a la varianza. Decimos que los momentos generados
por W son los momentos irreducibles o cumulantes(que no son los momentos centrados).
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La accion efectiva

El paso de Z a W implica una simplificacién significativa de la serie perturbativa, ya que no es necesario calcular
diagramas inconexos. El paso siguiente es reemplazar a W por la accion efectiva I". El desarrollo perturbativo de la
accion efectiva contiene solamente diagramas irreducibles de una particula (one-particle irreducible, 1PI). estos son
diagramas que son conexos y siguen siendo conexos aunque se corte una linea interna cualquiera.

La accién efectiva es la transformada de Legendre del funcional generador respecto del campo de fondo. Es decir,
si

W
57 =9 (71.1)
Entonces
I'[¢p] =WI[J] - / d*z J¢ (7.2)

En la ecuacién|[7.2]se entiende que J es la funcion de ¢ que resulta de invertir la relacion El sentido fisico de ¢ es
que es el elemento de matriz del operador de campo @ entre los vacios IN 'y OUT en presencia de la fuente J. El valor
de expectacion fisico se obtiene cuando J = 0, en cuyo caso los vacios IN y OUT coinciden.

Por las propiedades de la transformacién de Legendre obtenemos que

or
S
Derivando la ecuacion [7.1]respecto de ¢ y usando[7.3] obtenemos

—J (7.3)

4, .1 52F 52W . ,
/d T 56 (x) 66 () 6T (@) 6T (@) —0(@—) (7.4

Esta ecuacién demuestra que el Hessiano de la accidn efectiva es invertible, y su inversa es precisamente el propagador
de Feynman. Ademads, si W depende de algtin parametro A ademds de la fuente externa .J, entonces

ow or
—| = 5% (7.5)
OX[;  OA,

Para calcular I', vamos a utilizar el méfodo de campo de fondo (background field method). Para simplificar la
discusién, vamos a asumir que ya hemos hecho la rotacién de Wick ¢ = —¢7 y vamos a trabajar directamente sobre la
integral de camino euclidea.

Exponenciando la ecuacién [7.2]y utilizando [7.3] obtenemos

o-Tlel/h _ /D¢ o~ (/DS][ (5T/56) (@) (7.6)

que puede considerarse una ecuacién, un tanto formal, para I'. La idea es obtener una solucion perturbativa para esta
ecuacion. Para eso escribimos

® = o+op
I = S+hh (1.7)

45
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Entonces
e~ T1ld] — /D(i) e~ (1/R)[S[o+¢]—S[d]—(35/3¢)p—h [(6T1/66)¢] (7.8)

Por ejemplo, para una A®* tenemos

S [¢] :/d‘*x {;(3¢)2+;m2¢2+i!)\¢4} (7.9)
y
4 1 2 1 2 2 1 2 2 3 4
S[¢+<P]*S[¢]*(5S/5¢)<P:/d T {2(3s0) +ome +I/\(6¢ 0 +4¢p° + ¢ )} (7.10)

La correccién I'; es el funcional generador de la accién definida por el funcional Para ver para qué valor de la
fuente externa es necesario calcular este funcional generador, observamos que, si ® = ¢ + ¢ y ¢ = (P), entonces
debe ser (p) = 0.

Se deduce que I'; es la suma de todos los diagramas conexos de la accién|7.10} con patas externas que se conectan
a la fuente que hace que () = 0. Ahora vamos a ver que s6lo necesitamos calcular los diagramas que son 1PT;
en particular, ninglin diagrama con patas externas puede ser 1 P, ya que se desconecta al cortar la pata externa. Por
lo tanto, el valor preciso de la fuente externa es irrelevante: su Unica funcidn es contribuir a la cancelacién de los
diagramas que no son 1P1.

Para ver cémo funciona ésto, tomemos un diagrama cualquiera que no sea 1PI, por ejemplo, el de la figura[7.1]

Figura 7.1: Un diagrama de Feynman que no es 1P1.

Este diagrama se puede pensar como la insercién del diagrama B (ver la figura[7.2) en el diagrama A a través de
la linea ¢

Ahora imaginemos que reemplazamos B por todos los diagramas posibles que terminan en la linea ¢, y sumemos
los diagramas resultantes. La suma de todos los diagramas que terminan en un vértice dado es el valor de expectacion
del campo evaluado en la posicién que indica el vértice. Pero cuando calculamos I'y, el campo en cuestion es ¢, y ya
sabemos que el valor de expectacion de ¢ se anula. Por lo tanto, podemos descartar el diagrama de la figura [7.1] no
porque sea cero, sino porque se cancela al considerar todos los otros diagramas que podriamos colgar de la linea c (ver
la figura[7.3).

Para una presentaciéon mas formal del método del campo de fondo ver [13].

El interés de la accién efectiva para nosotros es la simplificacién que conlleva poder descartar de entrada los
diagramas que no son 1PI, pero ademds la accidn efectiva I' tiene un interés intrinseco. En particular, una de sus
aplicaciones mds importantes es usar la ecuacién con J = 0, para detectar si la teoria admite estados de vacio con
valores de expectacion del campo no nulos. Si esto ocurre, indica un rompimiento espontdneo de simetria (es decir,
una transicién de fase), similar al rompimiento de simetria sefialado por la aparicién de una magnetizacién no nula en
un material ferromagnético.

Como estamos considerando el caso sin fuentes externas, el valor de expectacion del campo es necesariamente
constante. Para una discusién de porqué la ecuacién[7.3|no puede considerarse una verdadera “ecuacion de movimien-
to” para el valor de expectacion del campo, y cudl es entonces esa ecuacion de movimiento, ver [13].



7.1. EL DESARROLLO EN LOOPS 47

A

Figura 7.2: El diagrama de la figura[7.1]se puede pensar como la insercién del diagrama B en el diagrama A a través
de la linea c.

()

AS)

A

Figura 7.3: La suma de todos los diagramas que terminan en la linea c es el valor de expectacion del campo ¢, que
vale cero.

7.1. El desarrollo en loops

Como las tinicas integrales de camino que realmente sabemos calcular son los momentos de una medida Gaussiana,
si realmente queremos calcular I'y a partir de la ecuacion[7.8] lo que podemos hacer es separar la accién “libre”

Stivre [p] = /d4x {; (8p)? + ;m%ﬁ} (7.11)

y desarrollar todo lo demds en serie de potencias. El resultado va a ser una serie de diagramas de Feynman (de los
que s6lo retenemos los que son 1PI) en los que las lineas internas llevan un propagador de Feynman del campo (.
En estos diagramas encontramos vértices en los que entran cuatro lineas internas, o tres y un campo ¢, o dos y dos
campos ¢. Es mas cémodo pensar que los campos de fondo ¢ se insertan en el diagrama a través de lineas externas,
pero, a diferencia de lo que ocurre en el cdlculo del funcional generador, estas lineas externas no llevan propagadores.
Consideremos un diagrama de Feynman cualquiera, por ejemplo la doble burbuja de la figura
La expresion que representa este diagrama es

DB = /d4xd4x/d4x” ¢? () 92 (2") G (z,2')° G (2, ") (7.12)

Si reemplazamos cada propagador por su transformada de Fourier (recordemos que estamos trabajando en la teoria
euclidea)

, d4 ip(a;—w')
G(z,2') = / (27:;4 (;2+7m2 (7.13)

Obtenemos
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X
Figura 7.4: La doble burbuja.
d4p d4p d4p d4p ei[(p1+p2)($*1/)+(P3+p4)(1'*1”)}
DB = /d4xd4x’d4az” ¢* (z) ¢° (x”)/ 14 24 34 44 2 2\ (12 2\ (12 2\ (12 2
(2m)* (2m)* (2m)* (2m)* (P +m?) (p3 +m?) (p3 +m?) (p3 +m?)

(7.14)
Es posible realizar explicitamente la integral sobre x’, resultando

DB = / d*zd*z" ¢? (z) ¢* (2)

dipy dipy dips dips ei[(Il1+p2)$—(P3+p4)$N]
/ 2m)* (2m)* (2m)* (2m)* (pT +m?) (p3 +m?) (3 + m?) (pF + m?

) (27T>4 0 (p3 +pa — p1 — p2)
(7.15)

En otras palabras, le asignamos a cada linea interna un valor del impulso (con un signo arbitrario) y entonces la integral
sobre cada vértice conduce a una ley anédloga a la Ley de Kichhoff de las corrientes de Fisica 3: la suma algebraica de
los impulsos que entran a un vértice se anulan. Esta ley expresa la conservacion del impulso en las interacciones. Lo
mismo vale para los vértices asociados a lineas externas, en este caso tenemos que transformar Fourier los campos de
fondo.

Entonces, a cada linea interna le corresponde un impulso, sobre el cual es necesario integrar, pero las integrales
sobre las posiciones de los vértices imponen vinculos sobre estos impulsos, por lo cual podriamos eliminar algunas
de estas integraciones (por ejemplo, podriamos hacer explicitamente la integral sobre p4 en la expresion aprove-
chando la presencia de la delta). Ahora, mientras que el impulso de una linea externa entra o sale de un tnico vértice,
el impulso de una linea interna sale de un vértice y entra en otro, de manera que aparece en las sumas respectivas con
signos opuestos. Por lo tanto, si sumamos los vinculos de todos los vértices, nos queda un unico vinculo que expresa
la cancelacion de la suma de los impulsos externos, y que por lo tanto no dice nada sobre los impulsos en las lineas
internas. En otras palabras, si tenemos V' vértices, s6lo vamos a poder cancelar V' — 1 integrales; el dltimo vinculo es
la conservacion del impulso total, y no interpela a los impulsos que circulan dentro del diagrama.

Como en Fisica 3, la manera de satisfacer automaticamente la Ley de Kirchhoff es asignar impulsos no a cada
linea, sino a los lazos del diagrama. Como un lazo es un camino que entra y sale de cada vértice que atraviesa, el
impulso correspondiente no afecta la conservacién del impulso.

Si yo tengo un diagrama de I lineas internas, e impongo V' — 1 vinculos, el nimero de integrales independientes
sobre impulsos es

L=1-V+1 (7.16)

Este es el numero de lazos o loops (estamos asumiendo un diagrama conexo, si no, se conserva el impulso en cada
componente conexa independientemente, y hay que reemplazar el 1 por el nimero de componentes conexas).

Ahora, contemos el “nimero de lineas que entran a vértices”. El nlimero total de lineas entrando en los vértices es
4V . Cada linea externa entra en un Unico vértice, y cada linea interna entra en dos. Por lo tanto

4V =2+ E (7.17)

donde F es el nimero de patas externas (que debe ser par). Por lo tanto
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E
I = 20L-D+5

E
Vo= L-1+g (7.18)

Notese que existe un niimero finito de diagramas con un nimero de loops y un niimero de lineas externas dados.

Por otro lado, cada linea interna lleva un propagador de Feynman, que es proporcional a /, mientras que cada
vértice lleva un factor de A/h. Debemos multiplicar por un factor global de %, ya que el desarrollo perturbativo define
aT'/h, De esa manera vemos que cada diagrama de Feynman lleva un factor de A~ Eso sugiere agrupar los diagramas
de Feynman no por la potencia de A, sino por el nimero de lazos. Aumentando el nimero de lazos accedemos a
procesos de mayor complejidad.

En particular, en el limite 4 — 0 sélo quedan los “diagramas de drbol”, que son diagramas conexos sin lazos.
Pero ninguno de estos diagramas son 1PI, salvo los diagramas formados por una tnica linea o por un dnico vértice.
De hecho, en el limite &z — 0, I se reduce a la accién clasica [13]], que es otra motivacion para el nombre de “accién
efectiva”: I" es una manera efectiva de incorporar correcciones cudnticas en la accion. Para la parte cuadrética, ésto se
puede verificar con los resultados de la seccidn anterior.

7.2. Calculo de la accion efectiva

Como ya hemos visto, los coeficientes del desarrollo de la accién efectiva en potencias del “campo medio” ¢ al
orden A’ son los diagramas de Feynman 1PI de ¢ loops, sin propagadores en las lineas externas. Al orden cero por lo
tanto debemos mirar diagramas de 4rbol, y por la condicién de que los diagramas deben ser 1PI la accién efectiva se
reduce a la accidn clasica.

A un loop ya encontramos un nimero infinito de diagramas con V = I = FE/2, estos diagramas tienen la forma

de la figura

Figura 7.5: Un diagrama de Feynman de 1 loop genérico.

Como ejemplo vamos a calcular los diagramas de dos y cuatro patas externas, y luego los diagramas de dos loops
y dos patas externas.

7.2.1. El tadpole

Como ya hemos visto, la accion efectiva I' = S + I'1, donde S es la accion clésica, y

Ty [¢] = — h/D(p o Jd'w ((8@,0)2+m2<p2)/2h67)\f d*xz (6¢2¢2+4¢¢3)/41567Af d*z o*/4ln (7.19)
1PI

Donde el suscripto indica que al hacer el desarrollo en potencias de las dltimas dos exponenciales, solo retenemos los

diagramas de Feynman que sean 1PI. Un diagrama de 1 loop y dos patas externas debe tener un unico vértice, y por

lo tanto proviene de

% diz ¢? (x) <<p2 (x)> (7.20)

Reemplazando el valor medio por un propagador, obtenemos el tadpole (ver la figura[7.6])
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Figura 7.6: El tadpole.

d* 1
A? (2)) = h/\/(27§4q2+m2 (7.21)

La caracteristica mds obvia de esta integral es que no significa nada, porque diverge. Por ahora lo que vamos a hacer es
regularizarla, es decir, vamos a deformar la integral [7.2T]introduciendo un nuevo pardmetro e, tal que la nueva integral
se reduzca a[/.21|cuando € — 0, pero sea calculable mientras € # 0. En otras palabras, pensada como funcién de e,
la integral va a tener un desarrollo de Laurent con algunas potencias inversas de e. Mds adelante vamos a ver el paso
siguiente, de como extraer conclusiones significativas de las integrales regularizadas.

Existen muchas maneras de regularizar una integral como En este caso, la divergencia se produce porque el
dominio de integracion se extiende a ¢ — o0, lo que se conoce como una divergencia ultravioleta. Para resolver este
problema, por ejemplo, uno podria discretizar el espacio euclideo R* en una red de constante a, en cuyo caso no puede
haber valores de ¢ mayores a A = 27 /a. La integral con un limite superior finito se puede calcular, y diverge (como
A?) cuando a — 0. Eso se llama poner un cut-off.

Como nosotros somos argentinos, vamos a usar el método de regularizacion dimensional de Bollini y Giambiagi
[14]. La idea es que la integral [7.21|converge en una dimensién. Entonces podemos pensar al tadpole como una funcién
de la dimensionalidad d, que esta bien definida cuando d < 2, y después ver si es posible extender esta funcién (que ya
no admitiria la representacion de la ec.[7.21) a un entorno de d = 4. este procedimiento se conoce como continuacion
analitica.

Antes de empezar tenemos que aclarar un tema acerca de las dimensiones de los distintos objetos que aparecen en
la teorfa. Estamos trabajando en unidades naturales en que i = ¢ = kp = 1 (en este curso la constante de gravitacion
universal es irrelevante), vamos a retener a i en las expresiones para tener registro del nimero de loops en un diagrama
de Feynman. Por lo tanto la accién es adimensional, y las longitudes tienen unidades de inversa de masa. El elemento
de volumen en d dimensiones tiene unidades de M ~% y el operador de derivacién tiene unidades de M, de modo que,
para que el término cinético sea adimensional, debe ser

[¢] = M(d=2)/2 (7.22)

y el término de masa es efectivamente adimensional con la masa teniendo unidades de masa en cualquier niimero de
dimensiones. pero para que el término cudrtico sea adimensional, es preciso que la constante de acoplamiento tenga
unidades de M ~(¢=%) Para hacer esto explicito vamos a reemplazar A — \p~(¢=%) donde 1 tiene unidades de masa.
De esa manera aparece un nuevo pardmetro dimensional en la teorfa.

Por supuesto, la apariciéon de un pardmetro dimensional en el proceso de regularizacion no es privativo de la
regularizacion dimensional; si hubiéramos impuesto un cutoff, el pardmetro dimensional seria el propio cutoff.

En consecuencia, nuestro problema es darle sentido a la expresion

: sma [ d% 1
El préximo paso es usar la representacion
1 > —SsT
o= dse (7.24)
0
Con lo cual
o) d(i
D (x,z;d) = h/\;ﬁ_d/ ds e=s™ / qde_sq2 (7.25)
0 (2m)

La integral sobre los impulsos se factoriza en d integrales gaussianas, de modo que



7.2. CALCULO DE LA ACCION EFECTIVA 51

oo —sm?
D (z,z;d) = h)\;fl*d/ ds 67(1/2 (7.26)
0 [4ms]
y haciendo el cambio de variables sm? = ¢ obtenemos
D (z,z;d) = e (m>d4/w dt t~ /2t (7.27)
o (47r)2 Vdmpu 0

Si fuera —d/2 > —1 (d < 2) entonces reconoceriamos la representacién integral de la funcién I' de Euler

I'[z] = / dt t# 1 et (7.28)
0

Esta expresion para la Gama se puede usar sélo cuando Re[z] > 0. Pero la funcién I [z] estd definida para todo z
complejo, excepto 0 y los enteros negativos, como vamos a ver; simplemente si Re[z] < 0 hay que calcularla de otra
manera. Decimos que la funcién I' admite una prolongacion analitica.

El método de regularizacién dimensional consiste en reemplazar la integral en la ecuacion por I'[1 —d/2],
aln cuando esta representacion de la funcion I' es valida cuando d < 2 y nosotros la queremos usar para d ~ 4.

9 m 4
D (z,a;d) = MW (\/m) T'[1—d/2 (7.29)

La continuacién analitica de la I se basa en la propiedad (que si Re # > 0 se obtiene de una integracién por partes)

I'[z+1] = 2T [z] (7.30)

De modo que si —1 < Re = < 0 no podemos usar la representacion integral, pero podemos definir

Ia] = %r e+ 1] (7.31)

donde si podemos usar la representacion integral en el lado derecho. El principio de conservacion de la dificultad se
expresa por la aparicioén de un polo simple en z = 0. El proceso se puede extender a todas las franjas —n — 1 <
Re x < —n, y el precio es la aparicién de un nuevo polo (simple) en cada entero negativo.

Aplicando este procedimiento obtenemos

P m \“*  I[3-d/2
Pl d) = (wm) 1—d2) - d/2) (732

Todavia no podemos poner d = 4 en porque cae justo en un polo. Por eso ponemos d = 4 — 2¢, y

d
1"[3—2}:1"[1—1—6]%1—76—1—0(62) (7.33)
donde v =~ 0,55 es la constante de Euler-Mascheroni.

Nétese que el resultado de la regularizacion del tadpole no fue encontrar un valor finito para la expresion original,
sino hacer explicita la divergencia. Mientras que no tomemos el limite ¢ — 0, podemos manipular la expresion [7.32]
Para poder tomar ese limite, debemos pasar primero por el proceso de renormalizacion, que es nuestro proximo tema.

Una consecuencia notable de la regularizacion dimensional es que implica que

dp 1
— = =0 7.34
/ (2m)" p? 739

Obviamente, uno no obtiene este resultado si usa un cutoff.
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Figura 7.7: El fish

7.2.2. Elfish

Para continuar vamos a calcular la correccién a un loop a la constante de acoplamiento. Un diagrama de un loop
con 4 lineas externas debe tener dos vértices y dos lineas internas. Hay un tnico diagrama posible y proviene de

4-d\ 2 2
_g (“ﬁh ) <</d% ¢2¢2) > (7.35)

En términos de diagramas de Feynman obtenemos (ver la figura[7.7])

—dN 2
(M) [ ateatar )6 @) 6o -2 736

Transformando los propagadores y usando que la transformada de Fourier convierte productos en convoluciones,
resulta

_ 2 .
—B (6)\52 d> /dd:z:ddx’ $* () p? (I/)/ (Z;I;d (=) O (7.37)
donde
d? 1
_ (7.38)
/ (2m)" g2 + m?) [(p —a)’+ mQ}

Vamos a seguir trabajando sobre la transformada de Fourier.

Para destrabar este tipo de cuentas es muy util usar los pardmetros de Feynman

N Nogh!
fl - o o i) o

N

(se generaliza a exponentes complejos reemplazando n! por I' [n 4 1]). La demostracion esté en el apéndice

Usando los pardmetros de Feynman, obtenemos

1 _ . 1
) lg?+m?) [(p - 0 + ] bl Cn)" [oq2 + (1) (p - 0)? + 2]
1

[¢2 —2(1 —2)pg + (1 — ) p? + m2]?
1

d’q
2m)"
d'q
2m)’

—(1—2) )2—|—:c(1—;1:)}92+m2}2

(7.40)

[
I
I
I

[ +M2]
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donde
M? =z (1 —x)p2+m2 (7.41)
Esta integral tampoco converge. Reincoporando el prefactor en la ec. [7.37| (recordar que cada propagador lleva un
factor de v
A\’ ! diq
= —h (6'> 4 d/ da:/ d
4 0 2m)° [¢% + MQ]
A R d
= —h <6'> 4 d/ dx/ ds s e M’s / 7(1(1678(12
0 0 (2m)
6A\?, paa 1 > 2
= —h <> w2 7/ dx/ ds s~ (@/2) ¢=M
4! ( ) (47T)d/2 0 0
6\ 2 A=l d 1 M2\ Y22
= —h(-— rz2—--— d 7.42
() o 2] ] o (i) 72
ysid=4—2e¢

6\ * (1 ! M?
O= h<4') 1‘&2{6—7—/0 dz 111(47m2>+0(6)} (7.43)

Notese que la parte divergente es independiente de p, por lo cual la integral final sobre los impulsos se puede hacer y
converge a una delta. De este modo, la parte divergente en la accién efectiva toma la misma forma que el término de

autointeraccion de la accidn clésica
6A )2 w1
—h( == = [ diz ¢* 7.44
(4!h> 1671'26/ z¢ (749

7.2.3. La parte imaginaria del fish

Cuando volvemos del espacio euclideo al Minkowskiano, p? no es mds definido positivo, y el argumento del
logaritmo en[7.43]puede ser negativo. Por lo tanto el fish adquiere una parte imaginaria, y de hecho una discontinuidad,
si usamos la determinacién del logaritmo en que

In[—z + i€] = In[z] & i sign [¢] (7.45)
Concretamente
Oo_ L[ 2) _ 2
Im\J =——— [ daf[z(l-2z)(-p°) —m’] (7.46)
167 0

(la parte imaginaria del diagrama es finita, de manera que es posible poner d = 4 directamente). Como x (1 — z) <
1/4, la parte imaginaria es idénticamente cero excepto cuando —p? > 4m?2. Si esta condicién se cumple, entonces el
rango de valores de = que contribuye a la parte imaginaria es cuando

1 /1 Poom?
1l-gp)==—(Z— > 7.47
“1-0=3-(3-1) >G5 747
0 sea
1 4m? 1 4m?2
—(1—=4/1—= <z < - [144/1— (7.48)
2 ( (—p2)> 2 ( (—p2)>
de manera que
2
= L [ A (7.49)
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Figura 7.8: Un diagrama cortado

Es interesante comparar ésto con el resultado de calcular el diagrama “cortado”. “Cortar” un diagrama quiere decir
dividirlo en dos partes, y poner las lineas que van de una parte a la otra “on shell”.
Eso quiere decir reemplazar el propagador de Feynman por

270 (po) § (—p2 — m2) (7.50)

En otras palabras, los momentos que fluyen por las lineas cortadas corresponden a particulas reales, no virtuales como
es el caso general en un diagrama de Feynman. En el caso del fish obtenemos

= / (5:)149 (") 8 (= = m2) 0 (0"~ ¢°) 3 (= (0 — 0)* = m?) (7.51)

No hay pérdida de generalidad en asumir p’ = 0, y entonces

@ - dqqzo(po_wq)‘s((po_WQ)2_“§)

o) w
_ 1 [dq q° 0 _ 02 o0
= 5 oy 0 (p wq) ) (p 2p wq) (7.52)

La delta se enciende cuando w, = p°/2, ¢ = \/p°? — 4m? /2, y entonces

1 4m?
@:87”/1—(1)2) (1.53)

La similitud entre el diagrama cortado y la parte imaginaria del propagador es un caso particular del reorema dptico.
La matriz S es unitaria, de manera que si escribimos S = 1 + i7" encontramos

i(T-THY+T'T=0 (7.54)

Si ensanguchamos esta igualdad con un estado |) cualquiera, e intercalamos una identidad entre 7" y T', encontramos
que

Im<a|T|a>:% > |(anything|a)|” (7.55)

anything

La parte imaginaria del fish da la probabilidad de que un estado de momento p decaiga en dos particulas reales.

7.3. Apéndice: Parametros de Feynman

Queremos calcular el producto

P= H A (7.56)
j=1
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Vamos a suponer que los exponentes tienen parte real positiva; el caso general se obtiene por continuacién analitica.
Cada factor admite la representacion

.. 1 > 2i—1 _g. A,
AT = ds.: s Sj A5 7.57
g, 70

Entonces

_ 1 . a1 B
P= 1) / <H dsk> (H 5 >e (7.58)

=1

_# n n . s Al /oo - n
pP= H}’_lf[Zﬂ/<H dsk> (Hsl )e 0 d8(5<8 qz_:lsq> (7.59)

e (Ehmrtndn) 0= (7,60)

DRI

de manera que la integral sobre s se puede hacer y da

IRVSEDNNE S (T, ) R
VS / (gdt’“> E tnAn]z:;lz#S(l Z%) (7.62)

m=1 q=1

QED.



Capitulo 8

Renormalizacion.

8.1. Divergencia de diagramas de Feynman
En el capitulo anterior vimos que
= Las correcciones a la accion efectiva de orden superior a & se expresan en términos de diagramas de Feynman.
= Algunos de estos diagramas resultan en expresiones divergentes.
» Podemos regularizar estas divergencias usando el método de regularizacion dimensional.

Ahora vamos a avanzar sobre cémo es posible utilizar las expresiones regularizadas para calcular la accidn efectiva.
Un problema que es necesario resolver es qué diagramas esperamos que van a presentar divergencias. Considere-
mos un grafico G con V vértices, I lineas internas, L loops y E patas externas. Este grafico tiene una expresion

G=\aG 8.1
En términos de unidades
G x ’udL—QI—V(d—4) (8.2)
y por lo tanto
G o pd=d=23 (8.3)

Si F = 2, el exponente es 2 en todo nimero de dimensiones, o sea unidades de m2.Si E = 4, el exponente es 4 — d,
o sea las mismas unidades que \.

Ahora vamos a analizar el mismo grafico desde el punto de vista de la convergencia. Imaginemos a todos los
impulsos que circulan en las lineas internas como componentes de un tnico vector en R%". Yendo a “coordenadas
polares” en este espacio vemos que

G O(/ dp de,1 p721’ :/ dp p(d74)L+(4fE)fl (8.4)

Decimos que (d — 4) L + (4 — E) — 1 es la divergencia superficial de este diagrama. Si d ~ 4, la integral converge
si E > 4. Esto por si solo no implica convergencia. Por ejemplo, un grifico como el de la figura[8.1] diverge aunque
tiene £ = 6. Sin embargo, es obvio que este grifico diverge porque es un grafico convergente multiplicado por un
tadpole, que en si mismo es un grifico con ¥ = 2. Eso sugiere que si podemos “domar” las divergencias en grificos
con £ = 2y E = 4, automaticamente resolvemos el problema de todas las divergencias.

Nuestro problema son las llamadas “divergencias primitivas”. Estos son graficos que divergen pero no poseen
subgréficos divergentes. Es decir, la divergencia no se puede achacar a un subgrafo de orden menor, es una divergencia
“nueva” en cada orden en teoria de perturbaciones. Por el argumento anterior, las divergencias primitivas s6lo aparecen
en graficoscon E =20 E = 4.

Ahora, Weinberg observé que si derivamos la integral que define G respecto de la masa o de un momento externo,
la convergencia mejora, y en el caso de un grafico primitivamente divergente, si derivamos un nimero suficiente de

56
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o -

Figura 8.1: Un gréfico divergente con £ = 6

veces la integral se vuelve convergente. Por este motivo la parte divergente del diagrama (la que contiene potencias
negativas en el desarrollo de Laurent alrededor de d = 4) es a lo sumo un polinomio en m y en los momentos ex-
ternos. Eso implica que las divergencias primitivas con E = 2 son proporcionales a m? o a p?, mientras que las que
tienen ' = 4 no dependen ni de m? ni de p?, de modo que s6lo pueden ser proporcionales a A. Esto da lugar a expre-
siones que son las mismas que aparecen en la accién cldsica, observacién que da lugar al programa de renormalizacion.

Como ejemplo del Teorema de Weinberg consideremos el “Sol poniente” (setting Sun). Nosotros solamente vamos
a identificar los términos divergentes, el calculo completo estd en [[15]

I 1
/ (27'r)d (27r)d [r2 +m2?] |(q — T)2 4 mQ} |:(p B q)g 2 (8.5)

La divergencia superficial de este grafico, en 4 dimensiones, es 2. Pero la divergencia aparece cuando ¢ y r son grandes,
y en esa regién podemos desarrollar el dltimo factor en potencias de p. Por razones dimensionales, un término en el
desarrollo que escalee como p™ también va a escalear como ¢~ ("), y la integral que contenga ese término va a tener
un grado de divergencia 2—n. Por lo tanto, s6lo debemos preocuparnos por términos independientes de p o cuadraticos
(los términos lineales se cancelan por invariancia frente a rotaciones).

Concretamente, escribimos

:/ d’q d? 1
@m)* @m) 12+ m?) [(g = 1)* + m?] @ — 2pg + p2 + 2

d d.. 9 2
_ /(dq a7 ! { I < b ) 3+...} (8.6)

20 ) 2+ 2] [(qg - ) + 2] \ BT (@ el g

El término lineal en p se anula por ser impar en ¢. Por invariancia frente a rotaciones, la integral de ¢’¢’ es lo mismo
que la integral de (¢?/d) 6. Si escribimos ademds ¢ = (¢ +m?) — m?, el dltimo término deviene una integral
convergente, de modo que

d? dd 1 1 1-—4 p2
:/ i R _(0-3) s+ (8.7)
(2m) 2m)* 2 + m2] [(g = r)* + m?] {12+ (g +m?]
la integral sobre r es el fish que calculamos en el capitulo anterior, por lo tanto
= / / : e 88)
d/2 1 - x) @+ mg] 2—(d/2) [q2 + m2] [qQ T m2]2 . .

Volvemos a introducir parametros de Feynman
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ri2—4] ! L —@2) dq 1 -y (a-3)»
= dx d — +
(471')(1/2 A /o vy / (27r)d [f (z,9) ¢ + m2]3_(d/2) [f (z,y)¢® + m2]4_(d/2)

donde

(8.9)

f@y)=yz(l-—2)+1-y (8.10)

Reescaleando ¢

_4d d _ _ 4\ 2
:FD ]/)d:r/ dy y =D f (3, y) d/z/(dq {[ 1]3_(d/2)_(1 y)(1-3)p +}

(4m)? e 2m)® | [¢? + m? [q2 + m2]* (/2
@.11)

y aplicando regularizacién dimensional

_rf2-3] /Oldx/o1 dy y' =2 f (2, y)"Y? {(m2)d3F[3 —d - (m?)" (1-y) (1 - fl) PT- d]}

d
(4m)
(8.12)
. . . . 2 -2 . . 2 —1
Noétese que la divergencia asociada a m~ va como €~ “, mientras que la asociada a p© va como €™ .

8.2. La accion efectiva

Finalmente llegamos al problema de qué hacer con los infinitos que vamos encontrando. Para hacer manejables
las cuentas, vamos a considerar solamente la accién efectiva a un loop. Con esta aproximacién los tinicos diagramas
divergentes son el tadpole y el fish, de manera que usando los resultados del capitulo anterior encontramos

riol = [ do{je(t) o gutet + o)
SIS N TR
m(m%/dm

6 2u2€1 d .4
- h(zﬂ) 167r22/d”>

+ terminos finitos cuando d — 4 (8.13)

Como los términos infinitos tienen la misma forma que los términos que ya estaban en la accién cldsica, podemos
agrupar

I[g] = / d'x {;qb (—p*) ¢+ %mQ ll —2h

A A 3 A
y ¢2 4 7'“26 1—

(47)" € 4 2" (4m)% €
La cuestion es que los pardmetros m? y \ que usamos para escribir la accién cldsica son inobservables; para enfatizar

ésto los vamos a reemplazar por pardmetros “desnudos” m% y Ap. Los pardmetros observables son los coeficientes de
los distintos términos en la accidn efectiva. Por lo tanto, definimos

¢t + . } (8.14)

m? = m} [1 — 271()\]

4m)’ e
3 A
M2 = Mg |l—h——— 8.15
1% B[ 2 (4W)2€] ( )

donde m? y X son los pardmetros “vestidos”. Estamos usando que los pardmetros desnudos y “vestidos” coinciden a
0
orden A°.
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Notese que hemos elegido incorporar en los pardmetros “vestidos” s6lo aquéllos términos que son imprescindibles
para obtener una accién efectiva explicitamente finita. Este procedimiento se conoce como substraccion minima.
Sin embargo, nada prohibe incorporar en la definicién de los pardmetros vestidos términos que son finitos en cuatro
dimensiones. Eso da lugar a distintas prescripciones de renormalizacion.

Idealmente uno deberia elegir dos observables, calcularlos en términos de los pardmetros desnudos, y por otro
lado ir y medirlos. Pidiendo que la expresion tedrica regularizada corresponda con los valores observados en cuatro
dimensiones encontramos la manera de expresar los pardmetros desnudos en términos de cantidades finitas. En una
teoria renormalizable, al realizar este procedimiento es posible eliminar todos los infinitos de la teoria con un conjunto
finito de observaciones.

Por otro lado, la expresion derivada de la accidn efectiva depende no sélo de los parametros desnudos sino también
de la escala de renormalizacion .. Por lo tanto, para llevar a cabo la renormalizacidn es necesario asignarle un valor a
1. la observacion de que ese valor es esencilmente arbitrario es el comienzo del método del grupo de renormalizacion,
que vamos a discutir a continuacion.

Tambien es vélido observar que si incorporaramos términos de dos loops o mas también aparecerian divergencias
asociadas al término cinético. Para renormalizar esos términos debemos asumir que el argumento de la accién clasica
es un campo “desnudo” ¢p que se relaciona con el campo “vestido” a través de la relacién ¢ = Z,¢p. Z, se conoce
como la renormalizacion de la funcion de onda.



Capitulo 9

El grupo de renormalizacion.

9.1. El grupo de renormalizacion

La vez pasada vimos que la transformacién

op = 2%
m% = Zpm?
A = p*A\Zy 9.1)

nos permite eliminar los infinitos de la teoria. A orden mds bajo, aplicando la prescripcién de “sustraccién minima”,
encontramos

24
Zy=1+=A*+... 9.2)
€
12
Zm:1+?A+... 9.3)
36 )
Zy=1+=A+0(A?) (9.4)
€
donde
A
A=—— 9.5)
4(4m)

La observacion fundamental es que la relacion entre los pardmetros desnudos y vestidos es tal que, si los primeros
no dependen de la escala arbitaria i, entonces los segundos si dependen de ella. Para la constante de acoplamiento
encontramos

d\

Y M

que admite un punto fijo Ay = €/36 cuando d < 4.
Para la masa, encontramos que

=B\ =2\[—e+36A+..] (9.6)

d
—(Zym?) =0 9.7
udu( m?) 9.7)
Por lo tanto

d o B dZ, 9
— = ~ 24\ 9.8
,ude 7 d m m 9.8)

Cerca del punto fijo podemos reemplazar a A por A ¢, y la dependencia de m? con 1 se reduce a una ley de potencias

m? [u] = m? ] (:l)am 9.9)

60
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con oy, A~ 2¢/3. Un argumento similar nos permite escalear ¢

¢ u] = ¢ ] <:1>% (9.10)

Qgp = 48A2 = 62/27.

Podemos decir que una teoria cuantica de campos no es en realidad una tnica teoria sino una familia de teorias
parametrizadas por la escala de renormalizacion i, cada una con una masa y constantes de acoplamiento dadas. Si
al comparar dos teorias vemos que la masa y las constantes de acoplamiento dependen de p como lo indican las
ecuaciones del grupo de renormalizacion,

dX

p—

dp

y lo mismo para la normalizacién de los campos, entonces las dos teorias describen la misma fisica.
Supongamos que une calcula un propagador, y obtiene su transformada de Fourier

= B[\ ©.11)

G =G [p,m? u 9.12)

donde m? representa los parametros de la teorfa, es decir, tanto las masas como la constante de acoplamiento. La
invariancia frente a cambios en y se reduce a que G no cambia si cambiamos y pero también m? y renormalizamos el
campo por un factor Z, es decir

dG dZ¢ dm? 8 oG
R - _ .1
udu G+ d B u@u 0 (9.13)
Llamaremos
dZg
MW = Qg
2
PLLLLCRR (9.14)
dp

Por otro lado, recordemos que ¢ (z) tiene unidades de M (?~2)/2, por lo que el propagador, como funcién de z, tiene

unidades de M (?=2) |y su transformada de Fourier (que implica una integracién sobre x) tiene unidades de p~2 (para

Lo -1 . . . . . .
una teoria libre, G (p2 + m2) ). Eso quiere decir que si cambiamos unidades de tal manera que p — Ap (si en
vez de medir las masas en kilos las medimos en gramos, A = 10?), entonces

G [)\p, )\sz,)\u] =)\"2q [p, mQ,u} (9.15)
Derivando respecto de A y poniendo A = 1 encontramos la ecuacién
oG 5 0G oG
2G4+ p— +2m — =0 9.16
trg, I g g ©-16)

Si restamos la ecuacién de 1a[0.16l obtenemos

p% + (2 — ) m? oo

=-2(1-a4)G 9.17)

Donde p ha desaparecido.
Este es una ecuacion del tipo

Z fg 8% (9.18)

Para resolver este tipo de ecuaciones es necesario introducir un tiempo ficticio s y plantear el sistema dindmico

dz;
ds

a
== F (9.19)
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Entonces para resolver la ecuacién es necesario despejar ¢ de la ecuacién

H[C a1,...20] =0 (9.20)

donde H es una constante de movimiento del sistema dindmico Efectivamente, si ¢ y las z; viven en una
superficie H = constante entonces

n

OH OH
d¢—— drj— =0 9.21
¢ ac + ; €5 Dz, ( )
como los dx; son independientes, los podemos “encender” de a uno y obtener
d 0H/0x,
do _ OH/0z; 922)
dx; OH /¢
Al mismo tiempo, como H es constante de movimiento, debe ser
OH ~,0H
F— i— =20 9.23
5 ; i (9.23)
Dividiendo por 9 H/9¢ obtenemos la ecuacién original.
En nuestro caso tenemos z1 = p, x5 = m? y ( = G. La ecuacién de movimiento
dp
. 9.24
25 P 9.24)
tiene solucion
p = poe’ (9.25)

de manera que pe—® = p, es una constante de movimiento. Otras constantes son m2e~(2=@m)s y Ge2(1=a0)s 14

constante de movimiento mas general es una funcién arbitraria de estas tres constantes elementales; despejando G
obtenemos

G = 6—2(1—(14,)5g |:pe—s7 er—(2—am)s:| (9.26)

Asignando a s un valor cualquiera e* = p/pg encontramos

—2(1—ay) —(2—am)
G= (p> G [po,rrﬁ (p) 1 9.27)
Po Po

Vemos que la dependencia funcional de G respecto de p queda completamente determinada, y que no es la dependencia
que esperdbamos por andlisis dimensional, es decir la ecuacion[9.16] En cambio, aparecen dimensiones andmalas, que
estdn determinadas por las ecuaciones del grupo de renormalizacidn, linealizadas alrededor de un punto fijo.

9.2. Aplicacion: los exponentes criticos de la transicion ferromagnética

Consideramos un material magnético. Las variables termodindmicas son la temperatura 7', el campo externo H y
la magnetizacién M. Las propiedades termodindmicas estds descriptas por la energia libre de Helmholtz

F=FI[T H] (9.28)
tal que
oF oF
ot =% om| =M 9.29)

o su transformada de Legendre, la energia libre de Gibbs G = G [T', M], que satisface

oG oG

T
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Por encima de una cierta temperatura T, M [T > T., H = 0] = 0 pero por debajo de esta temperatura se manifiesta la
magnetizacion espontdnea M [T < T., H = 0] # 0. La experiencia indica que en un entorno de la temperatura critica
distintas propiedades del material se comportan como potencias del pardmetro

b= -1 (9.31)
En particular, el calor especifico
oS —a
M
La magnetizacion espontdnea
MI[T,H = 0] o |t]” (9.33)
(obviamente, s6lo si T' < T,), la susceptibilidad
oM -
X= 31 [H =0] o [t|” (9.34)
T
y la ecuacidn de estado en la isoterma critica
M[T =T, H]=HY° (9.35)

Los exponentes criticos o, (3, 'y § estan relacionados entre si por la desigualdad de Rushbrooke

a+28+7>2 ©.36)
y por la desigualdad de Griffiths

a+B+1)>2 (9.37)

que estan demostradas en el apéndice.
Los datos experimentales indican que estas desigualdades estan practicamente saturadas, y vamos a tomarlas como
identidades.

9.2.1. La teoria de campo medio

La teoria mas simple acerca de los exponentes criticos se basa en asumir que la energia libre de Gibbs tiene la
forma

1
4!
con potencias superiores siendo despreciables, ya que M es muy chica en un entorno del punto critico. Entonces

1
G|V = 5cufM? + —cM* (9.38)

1
(at + 60M2> M=H (9.39)

Sit > 0, debe ser M = 0 cuando H = 0y la susceptibilidad es y = (at)fl, y cuando ¢t = 0 tenemos M oc H'/3.
Sit < 0 aparece una nueva solucién

1/2
6a |t
M:(i}) (9.40)
Ahora la energia libre
3a*t?
GV = — ‘;C (9.41)

de modo que Cj; = constante (Cj; escalea como la derivada segunda de G; la derivada primera da la entropia, la
derivada segunda es C'y; /T, y como estamos cerca del punto critico, el factor 1/T se puede reemplazar por 1/7.). En
resumen, los exponentes criticos de campo medio son & = 0, 8 = 1/2,v = 1y 6 = 3, que son consistentes conm

yP.37
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9.2.2. Los exponentes criticos y la funcion de correlacion

Existe una relacion estrecha entre los exponentes criticos y la funcién de correlacién

G (z,2") = (m(z) m (2")) (9.42)
donde m es la magnetizacién local, distinta de
1 d
M=— [ d%zm(z) (9.43)
V
La forma general de la funcién de correlacion es
Gr] = r~ =24y E} (9.44)
donde ¢ es la longitud de correlacion. Su transformada de Fourier
Gpl =p~ "5 (&) (9.45)
En el punto critico £ — oo con una ley de potencias
Ex |t (9.46)

Por este hecho ¢ es la tinica cantidad dimensional relevante en un entorno del punto critico. Como determina las
dimensiones de M, entonces

M o £ (@-24m)/2 o |gr(d=24m)/2 (9.47)

por lo tanto

8= %y(d—Q—&-n) (9.48)

En mecénica estadistica, la energia libre se deduce de la funcién de particién

e—FYkBT':(/iDﬂle*(fW%T}ifdﬂEH”ﬁ/kBT (9.49)

f representa la energia libre de una configuracién arbitraria de magnetizacién m (z). En la regién critica podemos
reemplazar los factores explicitos de 1" por T, en La magnetizacién media se obtiene asumiendo un campo H
homogéneo e integrando a m sobre el volumen de la muestra, entonces

M= 7% _ eF/kBTC /Dm 6—(f[m,T]ff d%z Hm)/kBTC m (O) (9.50)

Asumamos que estamos por encima de la temperatura critica, de modo que M = 0. Una segunda derivada da la
susceptibilidad

M 1 ,
X = giH — 7/<;BTCV€F/]€BTC /Dm o (FIm.TI=[ d'e Hm)/kpT. / dx m (z) m (0) (9.51)
De manera que, finalmente
1
= d'z G (z,0) o €277 9.52
=y | 4 G0 xe 0.5
y el exponente correspondiente es
T=v(2-n) (9.53)
Por las relaciones de escala[0.36]y obtenemos
a = 2—dv
d+2—
g — 4t2—m (9.54)

d—2+n



9.3. LOS EXPONENTES CRITICOS Y EL GRUPO DE RENORMALIZACION 65

. o . . . . d—2+n)/2
la segunda relacién se puede deducir directamente observando que M tiene una dimension anémala (masa)( +n)/ ;

para que [ d?xz Hm sea adimensional, H tiene que tener unidades de (masa)(dﬁfn)/ 2
andlisis dimensional.

Una aproximacion sencilla a la funcién de correlacidn se obtiene con el modelo de Landau-Ginzburg, que genera-
liza la energia libre del modelo de campo medio agregando un término que fuerza a que la configuracién de equilibrio

sea homogénea

, y el valor de § se deduce por

f= / dz? {;&-Tn@im + %ath + Zi'cm‘l} (9.55)

Si ademds despreciamos el término no lineal, entonces

[~A +at] G = kpT.o (x)

kpT.
Gp) = 2+t (9.56)

de manera que

(9.57)

5-
N

Deducimos que n =0y v = 1/2.

9.3. Los exponentes criticos y el grupo de renormalizacion

Los exponentes criticos de la teorfa de campo medio y de la teoria de Landau-Ginzburg coinciden en 4 dimensiones,
pero no en dimensiones menores. A la vista de nuestra discusién del grupo de renormalizacién, la razén es obvia: en
cuatro dimensiones, ¢ = 0 es efectivamente el tnico punto fijo de la teorfa. Pero en d < 4 el punto critico debe
ser identificado con el punto fijo no trivial. Entonces, la forma de la funcién de correlacién debe ser deducida de los
argumentos de escala que vimos al principio de la clase, en vez de quedarse con la solucién ingenua[9.56] Identificando

m? = at, y asumiendo que el propagador toma la forma|9.27} encontramos que

N =20 (9.58)
€ oc t— 1/ (mam) (9.59)
de manera que
1
V=g (9.60)

Por supuesto no podemos esperar un ajuste cuantitativo a partir de nuestros resultados a primer orden en e (tampoco
da tan mal), pero con métodos mds potentes se alcanza una precision significativa.

9.4. La aproximacion de NV grande

En general, el modelo A\¢* por si s6lo no da una preduccién satisfactoria para los exponentes criticos (ver ejemplos
de valores experimentales representativos en el Peskin [[L6]), pero se pueden mejorar con un par de trucos. El primero es
trabajar en 4—e dimensiones y obtener los exponentes criticos en potencias de e. El segundo es adoptar la aproximacion
de N grande.

Esta aproximacién consiste en asumir que no hay un dnico campo, sino N campos con una simetria SO (V) en el
espacio interno; por ejemplo, los N campos podrian ser las N componentes de la magnetizaciéon en N dimensiones,
o0los N2 — 1 bosones intermediarios de una teorfa de gauge con simetria SU (V). Postulamos una accién euclidea de
la forma

1 1 A
= [ d%%{ 0,90 D% + —m2D D + —— (P°P*)? 61
S /d x{Qau 0 +gm +8N( ) 9.61)
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(nétese que el término no lineal est4 suprimido por un factor N 1), o reescaleando & = /N ¢®

S = N/ddm {;8,@“8’%“ + %mzqs%a + % (¢“¢“)2} (9.62)

Noétese que N juega un rol similar a 1/, pero no sélo, porque NV sigue siendo también el nimero de campos. Entonces,
por ejemplo, si consideramos el tadpole

Figura 9.1: El tadpole.

El vértice introduce un factor de IV, cada propagador escalea como N !, pero ademds tenemos que sumar sobre
los N campos que pueden circular por la linea interna. De modo que este diagrama escalea como N, que es el mismo
escaleo que la accién cldsica, en vez de escalear como N, como dirfamos si s6lo mirdramos al vértice y al propagador.

Peor todavia, la doble burbuja

Figura 9.2: Doble burbuja.

tiene dos vértices (IN?), tres propagadores N ~3, pero también hay N campos cirdulando por cada loop, que
agregan un factor de N2. De manera que este diagrama también escalea como N. En realidad, a diferencia de lo que
pasaba con la expansién en loops de la teorfa A¢*, tenemos una cantidad infinita de diagramas, todos contribuyendo
al mismo nivel, como por ejemplo los diagramas margarita (daisy graphs)

Figura 9.3: Margarita.
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La margarita de k vértices tiene 2k propagadores y k + 1 loops, cada uno de los cuales agrega un factor N por la
suma sobre campos, de modo que todos escalean como N.

Es obvio que para poder calcular algo que tenga sentido tenemos que poder sumar, por lo menos, los diagramas que
escalean como la accion cldsica. Para lograr este milagro, agregamos un campo auxiliar y, de manera que la accién
queda

2
s=N [ dta { 006" + m2¢a¢“+§(¢a¢a>2—;(\%—M%G) } 9.63)

0, desarrollando el cuadrado

S = N/dd {— + a LB 0" P + m2¢“¢“+ x(¢“¢“)} (9.64)

El nuevo campo agrega dos nuevas reglas de Feynman, el propagador del campo x y un vértice ctbico, pero a cambio
el vértice cudrtico ha desaparecido. Por ejemplo miremos el diagrama

Figura 9.4: La linea superior en un propagador del campo ¢, la inferior es el propagador del campo Y.

Este diagrama aparece en la accién efectiva multiplicando a ¢® () ¢® (z), sin sumar sobre a. De manera que
tenemos dos vértices y dos propagadores, pero un tinico campo circulando en el loop. El diagrama escalea como N°,
no como N.

Una situacion similar se da con las correcciones al propagador del campo X, como por ejemplo

Figura 9.5: Las lineas enteras son propagadores del campo ¢, la de trazos es el propagador del campo .

Tenemos 4 vértices y 5 propagadores, y aunque hay dos loops hay una tnica suma sobre a, de modo que este
diagrama también escala como N°.

En resumen, para calcular los términos que escalean como NN, podemos no tener en cuenta el vértice cubico.
Efectivamente estamos tratando al campo x como una constante. Tomando el valor de expectacién de la ecuacién
clasica

X Loy (9.65)
a4
Vemos que esa constante es el limite de coincidencia del propagador del campo ¢
X = NAG (z,x) = constante (9.66)

Por otro lado x aparece como un término de masa para el campo ¢*, de modo que

.67
(z,x) N/ 2+m2+%x (9.67)
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Las ecuaciones y forman un sistema que hay que resolver consistentemente (ademds de regularizar y renor-
malizar el propagador con nuestro método favorito). El poder de la aproximacién de N grande es que ya este primer
término en el desarrollo en potencias inversas de N contiene términos de todo orden en potencias de A. Por eso los
exponentes criticos calculados en este esquema son una predicciéon mucho mas potente que los calculados con una
simple expansion en loops.

Hay maés sobre esto en mi libro [13]].

9.5. Acerca de la literatura

Casi todos los libros de la bibliografia tratan el tema, por ejemplo Peskin y Schroeder c. 12 y 13 [16]. Huang [[17]
da un tratamiento elemental. Garcia-Colin [18] incluye las demostraciones de las desigualdades termodindmicas que
reproducimos en el apéndice. Ma [19]] es un clasico. Kleinert [20] es especifico sobre la teoria A¢?. Zinn-Justin [21]]
da un tratamiento exhaustivo. Ver también [22]].

9.6. Apéndice: desigualdades termodinamicas

Recordemos la expresion de la primera ley para un sistema magnético

A HAM
As=2Y

T T
Cualquier desviacion del equilibrio debe decrecer la entropia, para que la entropia aumente al volver al equilibrio. Al

orden mds bajo obtenemos

(9.68)

AUAT +TAHAM — HATAM >0 (9.69)
Ahora
AU = Cy AT + HAM (9.70)
de modo que
CyAT? + TAHAM > 0 9.71)
A suvez
oM
AM = —AT AH 9.72
T +x 9.72)
Entonces
Cu | AT L aMAH 2+ T L (onr® AH? >0 (9.73)
M 20 OT X7 acy \or = '
Por lo tanto, C; > 0, cosa que ya sabiamos, y
C > 1 B—M i (9.74)
MX =3\ or ‘
O sea
7077 > 2P 9.75)
que requiere
a+y>2(1-7) (9.76)

que es la desigualdad de Rushbrook.
Para demostrar la desigualdad de Griffiths, sea 77 < T, y My = M (7T7) la magnetizacién correspondiente.
Entonces
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Figura 9.6: Una temperatura por debajo de la critica y la magnetizacion correspondiente a la linea de coexistencia.

My
G[M,T.) =G[0,T,] + HdM 9.77)
0
AT =T, H = M?,y por lo tanto la integral escalea como M{Hl o |t1 |ﬁ(5+1). Por otro lado
Te
G[0,T,] = G[0,Ty] — SdT (9.78)
T
Pasamos la integral de lado y cambiamos variables at = 1 — T'/T,
[t1]
G10,T1) =G0, T] +/ Sdt (9.79)
0

Cerca del punto critico la entropia escalea como |ty |1_a y por lo tanto la integral escalea como |ty |2_O‘.

Por la positividad de la entropia G [M;,T.] < G[M;,T1] y por la construccién de Maxwell G [M;,T;] =

G [0,T1], de modo que algo que escalea como |t1|’6 (O+1) debe ser subdominante respecto de algo q